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1 Motivations et remerciements

Ce TIPE porte sur le probleme de la structure des groupes abéliens. L’enjeu princi-
pal a été de choisir un sujet en cohérence avec le theme des TIPE de 1’année 2025-2026,
intitulé « cycles et boucles », tout en restant dans un aspect purement mathématiques .
A premiére vue, ce theme évoque naturellement la notion de cyclicité en algebre :
groupes cycliques, cycles dans le groupe symétrique &,, , ou encore itérations et phé-
nomenes périodiques. Ces premieres pistes, bien que pertinentes, s’inscrivent dans
un cadre trés vaste et parfois difficile a circonscrire dans un travail de TIPE. La ré-
flexion s’est alors orientée vers une question plus précise : comment décrire et classer
les groupes abéliens a partir de leurs "sous-structures" cycliques? En effet, I'un des
résultats fondamentaux de la théorie affirme que tout groupe abélien fini peut étre dé-
composé comme somme directe de groupes cycliques. Ainsi, la notion de cycle n’ap-
parait plus seulement comme un objet isolé, mais comme un bloc élémentaire a partir
duquel se construit I'ensemble de la structure du groupe.

C’est dans cette optique que j’ai été guidé, notamment grace aux conseils de A. Tchoud-
jem, vers l'étude du théoreme de structure des groupes abéliens, ainsi que vers plu-
sieurs ouvrages de référence m’ayant permis de découvrir cette théorie, encore nou-
velle pour moi en tant qu’étudiant lambda de L2 de mathématiques. Ce sujet est par-
ticulierement riche, car il se situe a l'interface de plusieurs domaines fondamentaux
des mathématiques : la théorie des groupes, I’arithmétique ( via les décompositions en
facteurs invariants ou en facteurs premiers ), et, dans une perspective plus générale, la
théorie des modules sur les anneaux principaux.

Je tiens aussi a noter que ce travail est aussi en partie rendu possible grace a I'immense
travail de de nombreux acteurs souvent trop mis de coté : les vidéastes mathémati-
ciens! Je remercie alors a ce compte Philippe Caldero ( aka Phil Caldero sur youtube )
ou encore Gilles Bailly-Maitre ( aka MathAdultes sur youtube ) pour leur contributions
non négligeables a la réussite d'un grand nombre d’étudiant! Bien-stir ’acces facile sur
internet & de nombreuses vidéos telles que celle-ci ou encore a de simples fichiers pdf
( dont ceux de Keith Conrad d"une qualité exceptionnelle ) m’ont grandement facilité
la tache notamment dans la phase d’assimilation du probleme et de l'enjeu du sujet
ou méme simplement pour renforcer mes connaissances autour des structures algé-
briques ( et la théorie des groupes! ) . C’est aussi ces documents en ligne qui m’ont
permit d’apprendre a écrire en I4IEX, et ce n’est pas évident quand on n’est a priori pas
doué avec le matériel informatique .

C’était donc en quelque sorte un projet plutdt ambitieux de se lancer d’une part dans
une branche de 'algebre qui ne m’étais pas du tout familiere , et d’autre part a de-

voir rédiger entierement en KTEX un développement d'une quarantaine de pages ... Ce
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travail m’a beaucoup appris , et m’a surtout fait comprendre que produire un écrit ma-
thématiques demande un travail immense , précis , concis et compréhensible au plus
grand nombre et ce n’est pas chose aisée...

Pourtant, cela me motive davantage pour ’avenir! Bien évidemment, je suis conscient
que mon travail présenté ici ne sera pas parfait; n’étant pas algébriste ni mathématicien
de profession , il est trés fortement probable que plusieurs arguments ou éléments de
preuve manquent dans quelques parties de ce mémoire , et j’en présente mes excuses
en avance.

Je tiens aussi a remercier M.Bétermin et M.Aubrun pour m’avoir motivé a faire ce tra-
vail . Enfin , je remercie fortement M.Tchoudjem pour sa grande patience , et ses re-
marques a chaque fois tres pertinentes pour enrichir au mieux ce travail . Il ne fait nul

doute que ce dessein lui est entiérement dii .
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2 Pour prendre le bon chemin...

Cette section sera consacré a quelques rappels concernant la théorie des groupes qui
je le pense ne sont pas de trop pour s’attaquer au vif su sujet! Par ailleurs , j’en profite
pour faire remarquer au lecteur que tous les résultats et concepts qui seront cités ou
utilisés dans ce travail seront retranscrit dans le glossaire que j'invite alors fortement a

lire avant de s’aventurer dans ce travail .

2.1 Qu’est ce qu'un groupe?

L'idée de « groupe » apparait d’abord de maniere implicite au XIX® siecle. Gauss
(1777-1855), dans ses Disquisitiones Arithmeticae (1801), manipule déja des ensembles
d’entiers avec une loi de composition (les classes de congruences), qui forment en réa-
lité des groupes abéliens. Ensuite, les travaux de Galois et Cauchy autour des permu-
tations popularisent la notion de groupe comme ensemble stable par une loi de com-
position. Mais c’est Cayley (1821-1895) qui, en 1854, propose une premiere définition
abstraite du groupe : il montre que tout groupe peut se représenter comme un groupe
de permutations, donnant ainsi un modele général; et c’est cette définition abstraite
que nous connaissons encore aujourd’hui . Peu a peu, la théorie des groupes s’éman-
cipe de ses origines en algebre pour devenir un cadre unificateur en mathématiques.
Les groupes abéliens, introduits et étudiés en particulier par Kronecker et Dedekind, se
révelent fondamentaux en arithmétique ( théorie des nombres par exemple ), en géo-
métrie ( formes quadratiques entre autres ) et, plus tard, en topologie et en physique.
Bien-stir d’autres mathématiciens ont contribué a 1’étude des groupes en profondeurs,
tel que Ruffini , Jordan ou encore Klein ( qui possede d’ailleurs un groupe a son nom :
le plus petit groupe non-cyclique ).

Pour-étre plus précis , d'une part, les groupes nous permettent de comprendre et de
classifier les objets mathématiques manipulés et d’autre part de vraiment concevoir la
construction des formes géométriques ( qui est rendu plus formelle avec les actions de
groupes que nous étudierons pasici ) .

Voici donc la définition donnée par Cayley et qui est aujourd’hui adopté a I'unanimité :
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Un groupe est un couple (G, *) , ou G est un ensemble non trivial , et tel que :
1. *: G x G — G est une loi de composition interne associative
2. x posséde un élément neutre (que 1’on note généralement e )

3.Vge G,yeG,gxy=yxg=e.

La remarque suivante est importante dans la mesure ou elle définit le sujet central

de ce travail :

Remarque 1. (i) Silaloi * est additive on note le y de (3) —g et on 1’appelle opposé de
g . Sila loi x est multiplicative on le note g—' et on 'appelle inverse de g . Dans

tous les cas , il est unique!

(ii) En fait de méme que le point précédent , on note différemment 1'élément neutre
du groupe selon la loi de composition considérée : si celle-ci est multiplicative ,
alors on note "e" 1. Dans le cas additif , on le note Og. Sauf mention du contraire

on les notera la plupart du temps 1 et 0 respectivement par commodité .

(iii) Si* est commutative , on dit alors que (G, *) est un groupe abélien ou commutatif .

Exemple 1. (Z,+), (Q,+), (R, +) sont les principaux groupes additifs . (Q*, x) ,(R*, x)
ou (C*, x) sont des groupes multiplicatifs .

En pratique , pour montrer qu'un ensemble quelconque muni d"une loi est un
groupe , il faut montrer qu’il s’agit d"un sous-groupe des groupes usuels mentionnés

précédemments , d’ot1 la partie suivante

2.2 Sous-groupes

Un sous-ensemble H de G est appelé sous-groupe de G si il vérifie les propriétés

suivantes :
1. e € H ('élément neutre de G appartient a H)
2. ¥(h,h') e H>, hxh’ € H.
3. Pour tout h € H, I'inverse de h appartient a H.

On dit en particulier que la loi interne * de G induit une structure de groupe sur
H.
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Remarque 2. Si de plus Vg € G ,Vh € H, on a ghg! € H, on dit que H est un
sous-groupe distingué dans G , que l'on note H < G. Cette définition est notamment
importante pour définir la notion de groupe quotient comme nous aurons 1’occasion de

le voir .

En pratique , on dispose de la caractérisation suivante :

Soit G un groupe et H C G . On dit que H est un sous-groupe de G si et seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) H #{e}
(i) Yh,h' € H,h*h" ' € H.

Démonstration. Pour simplifier , comme dans le cas de la multiplication , on notera xy
pour x x y.

(=) Si H est un sous-groupe de G, alors les points découlent de la définition .

(<) Supposons les deux propriétés de la proposition vérifiées .

De fait , comme H est non vide , il existe h dans H . Ainsi, en appliquant (ii) a h,
il vient que hh™! = e € H et le premier point de la définition d’un sous-groupe. De
méme , d’apres (ii) ,ontirequeVh € G,eh! =h ' e HiieeVhe Hh"! € H:ona
alors le troisieme point .

Il nous manque uniquement le deuxieéme point : V(h, h’) € H?, si on applique (ii) a h
eth’, on obtient que hh/ = h(h/~!)~! € H. D’ou le dernier point .

Cela acheve la preuve . o

Exemple 2. 1. (U,, x) est un sous-groupe de (C*, x) .
2. (¢(R,R),+) est un sous-groupe de (.7 (R, R), +).
3. On peut aussi montrer que tous les sous-groupes de Z sont de la forme nZ avec
nez

Remarque 3. - A En général , 'union de deux sous groupes d"un groupes G n’est pas
forcément un sous-groupe!

- Dans la suite de ce travail , si (G, *) est un groupe , on notera multiplicativement sa
loi de composition sauf mention du contraire . De plus, si (g,g’) € G?, on notera gg’
plutot que g x g’
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2.3 (Homo)morphismes

La notion de morphisme ( et surtout d’isomorphisme) est fondamentale dans 1’étude
de la structure des groupes abéliens car tout I’enjeu est de construire un isomorphisme
entre le groupe abélien considéré et une "somme" de groupes ou sous-groupes plus

simples . Ces groupes plus simples seront définis dans la partie 2.4 Complément .

Soient G et G’ deux groupes .
Un morphisme de groupes entre G et G’ est une application f : G — G’ véri-
fiant :

V(x,y) € G?, f(xy) = f(x)f(y)

Exemple 3. 1. exp:R — R* est un morphisme de (R, +) vers (R*, x).
2. det: GL,(C) — C* est un morphisme de (GL,(C), o) vers (C*, x).

3. Lasignature € : 6,, — {—1, 1} est un morphisme de (S, o) vers ({—1, 1}, x).

Soient G et G’ deux groupes. Soit f : G — G’ un morphisme . On definit les
ensembles suivant :

1. On note Ker(f) le noyau du morphisme f , I'ensemble suivant :
Ker(f) = f1(1g) ={x € G | f(x) = 1g/}
2. On note Im(f) I'image de f I'ensemble :
Im(f) = f(G) ={f(g) [ g € G}

Nous allons maintenant énoncer plusieurs résultats qui nous seront utiles dans la

suite de ce travail .

Soient G et G’ deux groupes .Soit f : G — G’ un morphisme .
(i) SiH estun sous groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G’. (&%)

(ii) Si H’ est un sous groupe de G’, alors f~}(H’) est un sous groupe de G. (#)
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Démonstration. La preuve découle de la définition d’un sous groupe et des propriétés
des morphismes . o

Remarque 4. 11 découle de cette proposition que Ker(f) et Im(f) sont respectivement des
sous groupes de G et G'.

Soient G et G’ deux groupes .
Le morphisme f : G — G’ est injectif (respectivement surjectif) si et seulement
Si:

Ker(f) ={1g} (respectivement si Im(f) = G")

Démonstration. On s’attaque d’abord a l'injectivité .

(=) Supposons que f est un morphisme injectif . Soit x € Ker(f).

On a donc f(x) = 1g/. Mais par propriété des morphisme , f(1g) = 1¢g’ .

De fait , f(x) = f(1g) et comme f est injectif on a bien que x = 1¢g , si bien que
Ker(f) C {1g}.

L’autre inclusion étant évidente ( Ker(f) est un sous groupe de G donc contient néces-
sairement {1} ), on a I’égalité souhaité .

(<) Supposons maintenant que Ker(f) = {1} . Soient (x,y) € G tels que f(x) = f(y).
On a donc naturellement f(x)f(y)~! = 1g/, et par propriété d’'un morphisme on en
déduit que f(xy™') = 1/, cest a dire xy ! € Ker(f).

Mais on a supposé que Ker(f) = {1}, donc on en déduit immédiatement que x =y,
et I'injectivité de f.

Passons a la surjectivité .

(=) Supposons que f est un morphisme surjectif . On a bien-stir Im(f) C G'.

Soit maintenant g’ € G’. Alors , comme f est surjectif , on a 1’existence de g € G tel que
f(g) = g’ d’ott g’ € Im(f) . De fait, on a aussi G’ C Im(f) et finalement Im(f) = G’.
(<) Supposons que Im(f) = G’ . Alors par construction Vg’ € G’ , 3g € G tel que
f(g) = g’ et f est surjectif par définition. o
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2.4 Générateurs d'un groupe
2.4.1 Définitions

J'ai précédemment fait remarquer que l'union de sous groupe n’est généralement

pas un sous groupe . Pour 'intersection , c’est une toute autre histoire ...

Proposition

Soient G un groupe et (G;)ic; une famille non triviale de sous-groupes de G .

Alors ();¢; Gi est un sous-groupe de G .

iel

Démonstration. Comme chacun des G; est un sous-groupe , Vi € I, 1¢ € G;. Doncona
aussi 1g € (i Gi-

On en déduit que [);; G; est non vide . De plus si x,y sont deux éléments de (;.; Gi ,
alors Vi € I, x ety appartiennent a G; .

Finalement par propriétés des sous-groupes on a aussi Vi € I, xy' € G; , et ainsi
xy ' € (ie; Gi- Par caractérisation des sous-groupes [;.; G; est bien un sous-groupe
de G. o

Cette proposition nous permet de définir proprement la notion de sous-groupe en-

gendré par une partie.

Soit G un groupe et H une partie de G.

On appelle sous-groupe de G engendré par H , l'intersection de tous les sous-groupes
de G qui contiennent H. On note ce sous-groupe (H).

En particulier (H) est le plus petit sous-groupe de G contenant H au sens de

I'inclusion .
Remarque 5. 11 en découle que :
(i) Hc (H)
(i) (0) ={1c}

(iii) Sionnote H™!' ={h~! | h € H}, on peut décrire (H) en extension :

(H) :{ﬁhi|hi e HUH™}

i=1
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Soit G un groupe et H une partie de G.
Si G = (H), on dit que H engendre G . On dit alors que H est une partie génératrice
de G.

Exemple4. 1. Vn > 1, le groupe symétrique S,, et (i,j) pour ietj € {1..n} les trans-
positions de &,, , on a
Gn=((ij)l1<i<i<n)

2. De méme ennotant Vi,j € {1..n}, T; ;(A) les matrices de transvections dans M, (K)

avec K un corps.On a:

SLa(K) = (Ty;(A) |1 #, A € K)

Cette petite partie nous permet enfin de définir des sous-groupes singuliers fon-
damentaux dans le développement central de ce travail , en particulier , les groupes

cycligues

2.4.2 Groupes monogenes et cycliques

On dit qu'un groupe G est monogene si il est engendré par une unique élément .

Siil est fini , on dit que c’est un groupe cyclique.

Exemple 5. Soit n € N. U, est un groupe cycliques d’orde n. En effet;

2im

Un={CE|kEZ} =(Cn) ouln=er

Le théoréme suivant nous donne une petite idée du travail que nous allons avoir a
effectuer sur des groupes plus complexes par la suite : Trouver un isomorphisme appro-

prié!!
Soit G un groupe .
1. Si G est monogene infini, G = Z

2. Si G est un groupe cyclique d’ordre n , alors G = Z/nZ.
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Démonstration. Notons par exemple (x) = G avec x € G et posons donc

vy:Z — G

m — x™

Puisque (x) = G, vy est surjectif .

Montrons qu’il est injectif . Si G est infini , alors I'ordre de x 1’est aussi et dans ce cas 1
n’a aucun antécédent par v, autre que 0 et de fait Ker(v,) =0 et c’est fini .

Supposons donc G fini. Il existe alors g € G, g > 0 tel que g € Ker(vy) et par construc-
tion I’ordre de x serait dans ce cas fini . Ainsi v, est injectif .

Dans tous les cas , c’est un isomorphisme et G = Z.

Supposons maintenant que G est cyclique d’ordre n.

Par définition on a o(x) =n et x™ = 15(i). On pose alors :

Xx i Z/n7 — G

m — x™

D’apres (i) on vérifie facilement que x, est bien défini (i.e. si m = [, alors xx (M) =
X< (1)

On vérifie aussi facilement que c’est un morphisme et qu'’il est surjectif .

Montrons qu’il est injectif . Soit k € Z/nZ .

Sik € Ker(xyx) , alors :

xx=lgekenZ<k=0

D’ou I'injectivité de x, et G = Z/nZ. O

On déduit de ce théoréme , grace au théoréme de Lagrange (), que sip € P et
Card(G) =p, alors G est cyclique et G = Z/pZ.

1. Six € Z , % € Z/nZ est la classe de x modulo 1, cf paragraphe suivant
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2.5 Compléments
2.5.1 Groupes quotients

Définitions Dans ce paragraphe, on va essayer d’amener de fagon naturelle la notion
de groupe quotient . Je suppose connue ici la notion de relation d’équivalence et de classe
d’équivalence &.

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On rappelle que G/H est I'ensemble des
classes d’équivalence sur G par la relation x ~y = x 'y € H.

Notons
n:G — G/H

X — X

On l'appelle projection canonique . Par définition , elle est surjective puisque les éléments
X de G/H sont des parties de G ( et non des éléments! ).

Ainsi , on voudrait de facon naturelle , et c’est tout 1’enjeu , conférer & G/H une struc-
ture de groupe , i.e. on voudrait que 7t soit un morphisme de groupes!

De fait, la seule maniére d’y parvenir serait de poser :
VX/U €G, Xy =Xy

Cependant , rien ne nous assure ici que cette loi interne soit bien définie , et c’est bien
le probleme ...

Plus précisément , on se doit de vérifier soigneusement que si g = g, et que g3 = ga ,
alors g1gs = g:94. Et bien malheureusement ce n’est pas toujours le cas .

Supposons donc que cette loi soit bien définie et voyons quelles en sont les consé-
quences;

On aurait donc :

g=1lgg =19
MaisVh € H,1g =h = g =hg=hg.
Ainsi,Vge G,Vh e H,

Le
g 'hge H
Puisque g — g~ ! est une bijection , on en déduit que dans ce cas H est nécéssairement

un sous groupe distingué dans G.

On a alors effectivement la proposition suivante
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Proposition/Définition

Soient G un groupe et H un sous groupe distingué de G . Alors
(:G/HxG/H — G/H

est bien une loi interne et confere a G/H une struc-
(g1, G2) — G192
ture de groupe .

G/H est alors appelé groupe quotient de G par H .

Démonstration. Il suffit simplement de vérifier les définitions . o

Exemple 6. 1. On a vu précédemment que tous les sous groupes de Z sont de la
forme nZ pour n € N . On a fait un résultat plus puissant , en effet les sous-
groupes de la forme nZ sont distingués dans Z et ainsi Z/nZ est bien muni d"une

structure de groupe .

2. On peut remarquer que si on dispose d’'un morphisme f : G — G’ , alors Ker(f)
est un sous groupe distingué de G . En particulier G/Ker(f) hérite d'une structure
de groupe : un résultat fondamental se doit ici d’étre mentionné, en effet on peut
toujours construire un isomorphisme entre G/Ker(f) et Im(f) . C’est le Premier

théoreme d’isomorphisme : et c’est tout l'interét du paragraphe suivant;

Les théoremes d’isomorphismes Les structures quotients (en particulier les groupes
quotients ) sont a la base de notre travail ici . On va donner des résultats qui nous se-
ront tres utiles par la suite :

Théoreme de factorisation des morphismes

Soit G et G’ deux groupes . H un sous groupe distingué dans G . Considérons
m: G — G/H la projection canonique .
Soit f un morphisme de G dans G’ tel que H C Ker(f) . Alors, il existe un unique

morphisme de groupes
g:G/H— G'telquef=gom
On peut le représenter a I’aide du diagramme suivant :

G " G

A

G/H
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Démonstration. Existence. L'existence de g découle du théoreme de factorisation des
applications & .

Unicité. Par construction 7t est surjectif et f = g o 7.

Donc Vx € G,

f(x) = g(n(x)) = g(x).

Supposons donc qu’il existe deux morphismes g; et g, de G/H dans G’ tels que :
f=giometf=gyom

Ainsi, Vx € G,
g1(x) = f(x) = g2(X) = g1(X) = g2(X)

Mais comme 7t est surjectif , Vx € G, g1(X) = g2(X) = g1 = go.
D’ot I'unicité . ]

Voici maintenant un résultat indispensable :

Premier théoreme d’isomorphisme

Soient G et G’ deux groupes et ¢ un morphisme de G dans G’. Alors

G/Ker(f) = Im(f)

Démonstration. Considérons m: G — G/Ker(f) la projection canonique . Posons

®:G/Ker(f) — Im(f)

X — f(x)

Montrons d’abord que ¢ est bien définie . Soit y un autre représentant de X . Alors on
a
xy ! € Ker(f)

d’ou

Ainsi @ est bien définie . On vérifie facilement que @ est un morphisme .

Montrons maintenant qu’il s’agit d"un isomorphisme .

D’abord , par construction , ¢ est surjective .

De plus, si ¢(%) = @(g) ,ona ¢(x) = @(y) par définition . Et on a donc xy ' € Ker(f)
,1.e. X = 7. Donc ¢ est injective .

Finalement ¢ est un isomorphisme et on a le résultat souhaité . O
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Ce théoréme sera utilisé a tour de bras dans ce travail . Je n’énonce pas ici tous les
théoremes d’isomorphismes car ce n’est pas le but du travail mais j’en laisse quand
méme une trace dans le glossaire (#). ]’en profite ici pour donner un résultat qui nous
sera utile dans 'étude des groupes abéliens et qui est une conséquence immédiate du
premier théoreme d’isomorphisme :

Théoreme de Cauchy pour les groupes abéliens

Soient G un groupe abélien d’ordre n et p € P tel que p | n. Alors, il existe un
élément dans G d’ordre p.

Démonstration. Soient x1,...,x, T éléments de G qui engendrent G. Soit

@:(x1) X X (%) — G

(Y1,---,Ys) — Y1 - Yr

un morphisme de groupes (bien défini grace a la commutativité de G). D’apreés le pre-
mier théoreme d’isomorphisme , on a :

[ [ Card((x:)) = Card(G) - Card(Ker(¢p)).
i=1

Or p divise Card(G), donc p divise I'un des [(x;)| pour i € {1,...,7}, donc I'une des

puissances de 1'un des x; est d’ordre p. O

La proposition suivante nous est utile dans le cas des groupe abélien de type fini :

Proposition

Si G est un groupe abélien, alors tout sous-groupe H de G est distingué .
Plus généralement un groupe quelconque ( non abélien ) vérifiant ces propriétés
est appelé groupe Hamiltonien.

Démonstration. Soit g € G et h € H. Comme G est abélien, on a gh = hg. Par consé-
quent,
ghg ' =gg 'h=h.

Ainsi ghg™! € H, donc gHg™! C H. En remplagant g par g~!, on obtient aussi H C
gHg . Par égalité, on a donc gHg ! = H.
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On en conclut que H est distingué dans G. o

2.5.2 Groupes abéliens de type fini et groupes abéliens libres

On définit ici la notion de groupe abélien de type fini , qui nous donnera la version

la plus forte du théoreme de structure .

Un groupe G est dit de type fini s’il existe une partie finie de G qui engendre G.

En pratique , on a une méthode pour savoir si un groupe abélien est de type fini :

1. Le quotient par un sous groupe distingué d’un groupe de type fini est de
type fini.

2. Soit n € N . Un groupe abélien G est de type fini si et seulement si G =
Z™/H ot H est un sous-groupe distingué de Z".

Démonstration. Montrons le premier point .
Soit G un groupe et N un sous groupe distingué de G.
Soit m: G — G/N la projection canonique. Puisque G est de type fini, il existe un
sous-ensemble fini S = {sq,...,sx} C G tel que G = (S). Montrons que les images
ni(S) ={n(s1),...,7(sx)} engendrent G/N. Soit g € G/N un élément arbitraire. Comme
S engendre G, on peut écrire

€., gm

g:sil.. i

pour certains indices i; € {1,...,k} et €5 € {#1}. En appliquant la projection 7t on obtient
g= 7-[(9) = ﬂ(sil)el T ﬂ(sim)em/

ce qui montre que g appartient au sous-groupe engendré par 7t(S). Ainsi G/N = (n(S)),
et G/N est engendré par au plus k éléments. Donc G/N est de type fini.

Montrons le deuxiéme point .

Le groupe Z™ avecn € Nest de type fini car il est engendré par les n-uplets (0, ...,0,1,0, ...

Or, on s’apercoit que pour toute famille (gj, ..., gn) d’'un groupe abélien G , I’applica-

tion :

Q2" — G (Mmy,...,My) — Zmigi
i=1
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est un morphisme de groupes.

Mais si G est engendré par {g, ..., gn}, alors en particulier ¢, est surjectif. Donc,
d’apres le premier théoreme d’isomorphisme (&),

G=Z"/ker(pg).

On conclut ainsi grace au premier point. o

Les résultats et définitions que 1’on énonce ensuite sont un préambule a la théorie
des modules. Tres grossierement, on s’intéresse en quelque sorte a des « espaces vecto-
riels sur des anneaux ». En particulier ici, les groupes abéliens de type fini sont comme
des « Z-espaces vectoriels » ; on parle de Z-module.

Soit G un groupe abélien, n € N et (g1,...,gn) une famille de n éléments. On
définit N
@q:Z" — G, (ml,...,mn)HZmigi.
i=1

Alors on dit que :
— (91,...,gn) est Z-libre si @ est injective;
— (g1,...,gn) est Z-génératrice si @, est surjective;

— (91,--.,9gn) est une Z-base si @, est bijective.

Exemple 7. 1. Dans Z, la famille (1) est une Z-base : tout entier n s’écrit de maniere
unique n - 1.

Dans Z?, la famille ((1,0), (0,1)) est une Z-base.

Dans Z?, la famille ((2,0), (0,1)) est Z-libre mais pas génératrice.

Dans Z/6Z, 1a famille (1) est génératrice mais pas Z-libre.

Dans Z/27 x 7./27, la famille ((1, 0), (0, 1)) est génératrice mais pas Z-libre.

AN N

La définition suivante est importante et nous servira dans 3.3

Soit G un groupe abélien . On dit que G est libre si il posséde au moins une Z-base.
Par construction de ¢, ,onaalors G = Z™, ou n est le cardinal de la Z-base. Dans

ce cas , on dit que G est de rang n.
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Remarque 6. Toutes les Z-bases ont le méme cardinal . En effet , I'isomorphisme Z™ =
Z™ induit I'isomorphisme (Z)™ /27 = (Z)"/2Z .

Or (Z)™/27Z = (Z/2Z)™ et (Z/27Z)™ est un Z/2Z-espace vectoriel , et il est connu que
toutes les bases d'un espace vectoriel ont le méme cardinal d’ot1 'on tire m =n.

Exemple 8. 1. (Z? +) est un groupe abélien libre de rang 2 .

2. Plus généralement , (Z™, +) est un groupe abélien libre de rang 1 .

2.5.3 Autour de la notion d’ordre

Cette section sert avant tout a poser quelques définitions qui seront importantes

dans les preuves de nos théoremes (cf. 3.1, 3.2 et 3.3).

éfinition n commence immédiatement avec l’ordre d'un élémen
Définit O diat t lI'ordre d’ 1 t

Un élément g de G est dit d’ordre k € N* si (g) est fini d’ordre k. On note alors
k = o(g) et on peut décrire le fait (g) en extension :

(g) ={e,g,...,g" '}

Exemple 9. — Pour tout g dans Z , § € Z/nZ est d’ordre fini. En particulier :

n

olg) = pged(n, g)’

Torsion dans un groupe abélien Introduisons maintenant les éléments de torsion

d"un groupe.

Soit G un groupe.

On note Tor(G) I'ensemble des éléments d’ordre fini de G.

On dit que G est un groupe de torsion sil’'ona G = Tor(G).

De maniére analogue, on dit que G est sans torsion si Tor(G) = {1g}.

Enfin, un groupe G qui n’est ni sans torsion, ni de torsion est appelé groupe mixte.

Exemple 10. i) (Z/6Z,+) estde torsion: en effet, Vx € Z/6Z, In € Ntel que nx = 0.

Par exemplesix =2, x +x +x =0.
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ii) (Z,+) ou (R, +) sont des groupes abéliens sans torsion.

iii) GL,(C) est un groupe mixte : en effet, la matrice

()

est d’ordre infini car les coefficients de A™ sont strictement positifs pour n > 1.
En particulier A™ # I, vn > 1. D’autre part, —I, est un élément d’ordre 2 de
GL,(C).

Remarque 7. - Ainsi, si G est abélien, d’apres #, G/Tor(G) est bien un groupe quotient.
De plus, comme dans le cas des groupes abéliens, Tor(G) est de type fini; il en est de
méme pour G/Tor(G) d’apres & .

- AAttention! Un groupe de torsion n’est pas nécessairement abélien. Pensez par
exemple a G;. Un tel groupe n’est pas non plus nécessairement cyclique : le groupe de
Klein Z/27Z @ 7Z/2Z en est un bon exemple.

Les deux propositions suivantes nous servirons dans le cas des groupes abéliens de
type fini :

Proposition

Soit G; et G, deux groupes abéliens. Alors :

Tor(Gy @ Gy) = Tor(Gy) ® Tor(G,).

Démonstration. Montrons d’abord que Tor(G;) & Tor(G,) C Tor(G;1 @ G,).
Soit (g1, g2) € Tor(G;) @ Tor(G,). Alors il existe ny, n, > 1 tels que

n;g; = 0 dans Gy, n,g; = 0 dans Go.

Posons n = ppcm(ny, n;). On a alors

n(gll 92) = (nglrngZ) - (O/O)/

donc (g1, g2) € Tor(G; @ G2).

Attaquons-nous a l'inclusion réciproque.
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Soit (g1, g2) € Tor(G; & Gy). Alors il existe n > 1 tel que

T'L(gl, 92) - (nghngZ) = (O/ O)

Ainsi ng; = 0 dans G; et ng, = 0 dans G,, ce qui implique que g; € Tor(G;) et
g2 < TOT(Gz).

En combinant les deux inclusions, on obtient 1'égalité recherchée :

Tor(G1 ® Gy) = Tor(Gy) @ Tor(Gy).

Proposition

Tout groupe abélien sans torsion de type fini est libre.

Démonstration. Soit G un groupe abélien sans torsion de type fini. Prenons (x;,...,x)
une famille génératrice de G. On va raisonner par récurrence sur 1 > 1.

D’abord, si 1l = 1. Puisque G est sans torsion, G = Z et c’est fini.

Supposons donc le résultat vrai pour tout r < L. Soient Vi € {1, ..., 1}, n; € Z tels que

1
E nixXy = 0
i=1

Etant donné que Vi, n; € Z et que G est sans torsion, on peut supposer que chacun
des n; sont premiers entre eux. En effet sinon on met en facteurs leur pgcd et on utilise
le fait que G est sans torsion.

Traitions maintenant plusieurs cas :

Cas 1. Si 'un des coefficients est égal a 1, disons ny , on a alors :
n
Xk = — E niXq
i=2
itk

Dans ce cas, le groupe G est engendré par les (x;)ic[i,1—1]\(k} ,il est donc libre par hypo-
these de récurrence.

Cas 2. Maintenant, si Vi, n; # 1. Il existe alors au moins deux des coefficients, disons
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n; et ny, tels que In;| > ny| > 0.
En effectuant la division euclidienne de n; par ny, on a l'existence de q € N* tel que
In; — qni| < Inkl. On pose donc x;. = xi + qx;. Ainsi (xq, Xy, ..., Xy, ..., X1 ) est une partie
génératrice de G. D’autre part :

1
Z nixi + (le — an)Xj + leX]/< =0
i=1
i,k

A ce stade, soit Inj —qny| =1, et on est ramené au cas 1, soit [n; — qny| > 1 et on réitere
le procédé . Comme ce procédé converge par construction vers le pged des n; (c’est un
algorithme d’Euclide revisité), on arrivera en un nombre fini d’étape a ce que 1'un des
coefficients soit égal a 1 et on sera encore ramené au premier cas. Dans tous les cas G
est libre et on conclut par principe de récurrence. o

Remarque 8. ALa réciproque est fausse! Il suffit de penser a (Q, +) pour s’en convaincre.

La prochaine définition nous sera utile dans 3.1.

Exposant d’un groupe La notion d’exposant nous sera utile pour les preuves d'uni-
cité.

Soit G un groupe fini. On appelle exposant de G, le plus petit entier naturel n tel
que Vg € G, g™ = e. On le note exp(G). On a donc précisément :

exp(G) = ppem{o(g) | g € G}
ol ppcm est le plus petit commun multiple des ordres des éléments du groupe.
Exemple 11. Dans le groupe additif Z/6Z, les ordres des éléments sont :
0(0)=1, o(1)=6, 0(2)=3, 0(3)=2
Ainsi,

exp(Z/6Z) = ppcm(1,6,3,2) =6

Voici une liste non exhaustive de propriétés de I'exposant sur un groupe abélien
fini :
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Soit G un groupe abélien fini :

(i) exp(G) divise Card(G).

(ii) exp(G) possede les mémes facteurs premiers que Card(G).
(iii) L'exposant de G est le maximum des ordres des éléments de G.

(iv) Il existe un élément g € G dont I'ordre est exactement ’exposant de G.

Démonstration. Le point (i) est une conséquence immédiate du théoreme de Lagrange
et (ii) du Théoréme de Cauchy établi plus tot.
Montrons (iii). Soit m le maximum des ordres des éléments de G, et soit x un élément

d’ordre m. Nous allons montrer que 'ordre de tout élément de G divise m.

Raisonons par l’absurde : supposons qu’il existe y € G d’ordre q tel que q 1 m.

Soient des entiers «, 3, my, qo tels que :
m=p*my, avecpf{mgy q=pPqo avecP >«

Remarquons que 'élément xP" est d’ordre my et que 'élément y% est d’ordre p¥.
Puisque my et pP sont premiers entre eux, 'élément xP“y9 est d’ordre pPmg d’apres

&, strictement supérieur a m.

C’est une contradiction. Ainsi, I’ordre de tout élément de G divise m. Par consé-
quent, m est le p.p.c.m. des ordres des éléments de G : c’est donc I'exposant de G.

Enfin, montrons (iv). Soit x € G un élément d’ordre maximal, noté n. Pour montrer
que n = e, il suffit de montrer que l'ordre m de tout élément y € G divise n. Il suffit
de montrer que, pour tout nombre premier p, on a v,(m) < v,(n), olt vy (n) désigne
la valuation p-adique de n, c’est-a-dire 'exposant de la plus grande puissance de p qui
divise n. Ecrivons

n=p% et m=p°s
avecpfretpfs.
Alors xP* est d’ordre T et y® est d’ordre p® , et encore une fois d’apres # , I'élément
xP“y® est d’ordre p°r.

Comme n est d’ordre maximal , ona p°r < n =p%r,d’ou b < a c’est-a-dire

vp(m) < vp(n)
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d’ot1 le résultat . o

Remarque 9. 1. En fait, le point (iv) est trés puissant dans la mesure ou il permet
de montrer pour un corps commutatif K que tout sous-groupe fini de K* est
cyclique; on le verra plus en détail en application du théoreme 3.2. Il en résulte

en particulier que (Z/pZ)* est cyclique, ce qui n’est pas évident a priori.

2. AAt’cen’cion! Le fait que G soit abélien est indispensable. Il suffit de penser a &3

par exemple pour montrer que dans ce cas (iv) est fausse.
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3 Structure des groupes abéliens

C’est parti! Nous voila enfin face au probléme : 'idée principale est de se deman-
der s’il est possible de décomposer un groupe (et donc ici abélien) en plusieurs sous-
groupes plus simples a étudier. Et si cette décomposition existe, comment obtenir une
telle décomposition ? C’est tout ’enjeu du théoreme suivant qui va servir de fil conduc-
teur a la prochaine partie. Nous verrons bien stir que tous les groupes ne sont pas dé-
composables, mais qu'une partie d’entre eux 'est, et c’est le cas des groupes abéliens
finis (i.e. qui sont d’ordre fini). Pour bien étre au clair, on dit qu'un groupe G est dé-
composable s’il existe deux ou éventuellement plusieurs sous-groupes (ici G;) tel que
G =G;®Gy®...Gy. Sinon, on dit que G est indécomposable. Par ailleurs, dans le cas
des groupes abéliens finis, la somme directe et le produit direct coincident. En effet, pour
un nombre fini de facteurs, toute famille d’éléments a nécessairement un nombre fini

de composantes non nulles. Ainsi, on a
Gl@"'@Gn:Gl"' X Gn

et la notation @ est simplement une convention pour rappeler que I’on raisonne dans
un cadre additif.
On s’attaque d’abord au cas des groupes abéliens de torsion .

3.1 Théoreme de structure pour les groupes abéliens de torsion

Décomposition en composantes p-primaires

Soit G un groupe abélien de torsion. Alors

G=(PGlp)

peP

avec p tel que G(p) # {0}

Démonstration. On a avant toute chose besoin d’un lemme :

2. Sip € P, G(p) est la composante p-primaire de G définie par

Gp)={xeG|IneN, p"x =0}
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Propriété universelle de la somme directe

Soient F un groupe abélien et (G;)ic1 une famille de groupes abéliens de G.

Soient (f;)ic1 une famille de morphismes de G; — Fet G = P, G;

Alors il existe un unique morphisme :

f:G—F

telqueVj, fom =f;.

Démonstration. Définissons f: G — F par:

Xl iel = E f X’l

i€l

La somme définie a droite est en fait fini car tous ses termes sont nuls a 'exception
d’un nombre fini d’entre eux .
Montrons que c’est un morphisme .

Soient (gi)icr et (g{)ier deux familles distinctes de G. On a :

f((g) + (g1) =f((g: + 90)) = D>_filgi + gi)

iel

= Z fi(gi) + fi(gi) car les f; sont des morphismes

iel
= Zﬂ(gi) + Zﬂ(g’)
iel iel

= f(g:) + f(g{)

De plus on a bien V(gi)ic1 € G, Vj,

foﬂj((gi)) = fj((gi))

Revenons-en au théoreme. D’aprés le lemme précédent , on dispose en particulier

du morphisme suivant :

1l):®p€IPG(p) — G
(Xp)peIP’ — Zpe]P’XP

Tout I'enjeu est alors de montrer que 1 est un isomorphisme.
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Soit x € ker(\), i.e. ZPE]P xp = 0. Soit q # p € P. Alors par linéarité :

Xq:—g Xp

P#q

Notons m le ppcm des ordres des éléments x,, . Ainsi mx, = 0.

Mais en méme temps, q"xq = 0 pour un v € N. Ainsi, si d = pgcd(m, q"), alors on a
nécessairement dxq = 0, et puisque d = 1, on tire immédiatement que x4 = 0.
Finalement, on a bien ker(1y) = {0} , i.e. \ est injectif .

Attaquons-nous maintenant a la surjectivité. Comme G est de torsion, ¥x € G, 3m € N*
tel que mx = 0.

I est donc naturel de considérer :

Gm ={x € Gimx =0},avec m € N*

On va donc montrer que G, C ), G(p)
Tout d’abord, d’apres le théoreme fondamental de I’arithmétique, on peut décomposer
m en un produit de puissances de facteurs premiers :

mzl_[pf‘i etV(L,j), 1#),pi # P
o1

Un lemme permet alors rapidement de conclure :

Sir et s sont deux entiers premiers entre eux, alors :

Grs — Gr‘I'Gs

Démonstration. Si pged(r,s) =1, d’apres le théoreme de Bachet-Bézout :
J(u,v) €Z? | ur+vs =1

Ainsisix € G,g;

ur+vs =1 = x = urx + vsx
S
€Gs, €6,
D’ou1 x € G, + G; et la premiére inclusion.
La deuxieme inclusion étant évidente, on a 1'égalité souhaitée . o

Enfin, en appliquant le lemme récursivement sur les facteurs premiers de m, on tire
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que:

Gm = Z Gp;"i C Z G(p)
i=1

plm

On a donc la chaine d’inclusion suivante :

GCGnC) Glp)

plm

On en déduit la surjectivité de \p . En somme , \ est bien un isomorphisme . ]

Remarque 10. En fait , si G n’est pas un groupe abélien de torsion , on dispose tout de

méme de la décomposition suivante :

Tor(G) = P G(p)

peP

Exemple 12. Prenons par exemple un groupe G tel que
G =Z/12Z
Oronal2 =22 x3,donc d’apres le théoréme précédent
ZJ127 = Z./AZ & Z/3Z
Et finalement

G=7/A7 @ 7/3Z

En détail :

i) La composante 2-primaire est 'ensemble des éléments dont 1’ordre est une puis-
sance de 2 :ici Z /47 .

ii) La composante 3-primaire est 'ensemble des éléments dont 1’ordre est une puis-
sance de 3 :ici Z/37Z .
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3.2 Structure des groupes abéliens finis

On s’intéresse désormais a la décomposition des groupes abéliens finis .

Théoréme de Kronecker

Soit G un groupe abélien fini trivial. Il existe r entiers dy, ..., d, tels que :
1. d; =2
2. Vie {1,...,1‘—1},(11 ’ dprl

3. On dispose alors de I'isomorphisme :
G=Z/MZBL/HLL G- ®ZL/AZ

De plus, r et le r-uplet (dy, ..., d,) sont uniques.

Démonstration. On a besoin d'un lemme, en effet 1'existence de supplémentaire pour

les groupes n’est pas aussi évidente que dans les espaces vectoriels de dimension finie

Prolongement de morphisme et existence d'un supplémentaire

Soit G un groupe abélien fini et m un élément d’ordre maximal dans G. Alors :

1. II existe un morphisme de groupes G dans (m) qui envoie m sur m.

2. Il existe un sous-groupe K de G tel que G = (m) & K.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de G contenant m. Supposons qu’on dispose
déja d’un morphisme ¢ de H dans de H dans (m) envoyant m sur m. Soit a = o(m) .
Soity € G\ H dont on note b I'ordre On cherche a "prolonger" ¢ dans un groupe plus

"large". On va donc essayer de construire
¢ : (Y, H) — (m).

Remarquons d’abord que Vx € (y, H) on peut écrire x = y*h avec k € Neth € H. Or

comme b = o(y), on a y® = 1. On considere donc naturellement I’application :

C:7/bZ x H—> (y,H)

(k,h) — y*h
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Par construction, c’est un morphisme surjectif. On dispose du diagramme suivant :

Z/bZ x H —— (y,H)

Ot on cherche a construire un morphisme sur "?" . Ici, le morphisme naturel a consi-
dérer est
@ :Z/bZ x H— (m)

(k,h) — m e (h)

Et tout I’enjeu est de déterminer 1. Cependant, pour que @ soit bien défini, sa valeur ne
doit pas dépendre du représentant k, i.e., on doit avoir :

vme Z,p(k,h) = (k+bm,h)

— xkl(p(h) — Xklxmbl(p(h)

— x"' =1

< albl

On a donc désormais le diagramme :

Ker(() —— Z/bZ x H —— (y,H)

On cherche donc a définir ¢ : (y, H) — (m). Puisque C est surjectif, d’apres le premier
Z/bZxH
Ker(g) 7

tion (M) , ¢ passe au quotient sous Ker(() si et seulement si Ker(¢) C Ker(®) (i) . On

théoreme d’isomorphisme , on a (y, H) = et d’apres le théoréme de factorisa-

doit alors choisir 1 de sorte que cette derniére assertion soit vérifiée.

Déterminons d’abord Ker((). Soit B un diviseur de b tel que (y) N H = (yP). Alors
(((k,h)) = 1¢ siet seulementsi 3 | kety * =h. Doncona:

Ker(¢) = ((B,m™ )

Choisissons maintenant judicieusement 1 de sorte que 1'on ait (i). Puisque Ker(() est
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engendré par (3, m?), calculons @(B,yP). Posons « tel que @(yP) = m*. Ainsi :

PP,y P)=mPoyP)=m =

Finalement, pour que ¢(B,y #) = 1g, il suffit alors de poser 1 = %

Réciproquement, vérifions qu’on a bien a | bl. Par définition, § divise b, et @(yP) =
m®, donc m*#F = 1¢ ,donc a| oc%, ie a|bl

De plus, puisque a = exp(G), b | a et comme a | a2, on en déduit que l = % est
entier, ce qui acheve la preuve du premier point. Montrons maintenant le deuxieme
point. C’est en fait une conséquence du premier point, en effet si on prend K = Ker(¢).
Alors KN (m) = {1g} car ¢ est l'identité sur (m). Or d’apres le premier théoreme
d’isomorphisme (&) , Card(G) = Card((m))Card(K), d’ot1 le résultat. o

Le lemme précédent nous permet de simplifier le travail, en effet :

Existence. L'existence découle en fait du résultat établi juste avant. Considérons g; un
élément d’ordre maximal dans G. Notons n; = o(g;). Soit H; le sous-groupe de G
engendré par g; tel que H; = Z/nyZ. D’apres le lemme précédent, H; admet un sup-
plémentaire K; . Si Ky # {0} , on recommence en remplacant G par K;, et en partant
d’un élément g, € K; d’ordre maximal n,.

On applique récursivement cette méthode r fois pour finalement obtenir K, = {0}. Ainsi
G = @;_, Hi. De plus, comme g; est d’ordre maximal n;, tout élément du sous-groupe
supplémentaire K; est annulé par n;. donc les ordres successifs vérifient vi < r—1,

Nit1 | Ny, eten posant di = n,_i1, on obtient exactement la décomposition souhaitée.
Unicité. Supposons que l'on ait
CGeZ/WZBZL/GHWZ - -SL/AsZ et CG~Z/A{ZBZL/AHZ S - DZL/d(Z,
avecd; [dy|---[dsetd{|d]]---]df.

D’apres une remarque établie page 20, pour n, m > 1

m

Si s =0, ce n’est pas tres intéressant ... considérons donc s > 1. Considérons d’abord la
premieére décomposition. On a

dG=di(Z/diZ) D - @ di(Z/dsZ)
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Or d:(Z/d1Z) = {0} et pourj > 2,

_ 4 _ 4 .
Card(d:(Z/d;Z)) = pged(dy, 4]~ d car d; | d;.

Ainsi :

di---ds  Card(G)
dg 4

Card(d,G) :HCard(dl(Z/de)) -1. 3_1 _

j=1 j=2

De méme, d’aprés la seconde décomposition :

t d! Card(G)
Card(d;G) = ) ~ =
1 E pged(ds, dj) H;‘Zl pged(ds, dj’)

En identifiant les deux expressions de Card(d; G), on obtient :

Card(G) Card(G) . |
S = — dS = Cd(d ,d~),
di T, pged(di, d)) i Epg L d

Comme pged(d;, dj/) < d; pour toutj,ona:
dj <di = s<t
En échangeant les roles des suites (d;) et (d{), on obtient aussit < s, doncs =t

De plus, I'égalité df = [[;_, pged(ds, d]) impose que chaque pged(ds, df) = di. En
particulier, pged(d;, d;) = d;. En échangeant les roles, on obtient aussi d; | d;, d’out
d; =dj.

On procede alors par récurrence . Comme d; | dy et dj = dy, ona dx(Z/d1Z) = {0},

donc:

LG =d(Z/dZ) & - & da(Z/dsZ)

et de méme:
d2G = dr(Z/Z) @ - - @ dp(Z/d(Z)

En comparant les cardinaux comme précédemment, on obtient d, = d;. Par récurrence,
on conclut :
vief{l,...,s}, di=d!
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Remarque 11. Le nombre de composantes r nous indique en fait le nombre minimal de

générateurs nécessaires pour G.

Ce théoreme a été démontré en 1870 par Leopold Kronecker et porte alors son nom.
Les d; sont appelés facteurs invariants de la décomposition. Voici une méthode pour

obtenir une telle décomposition :

Exemple 13. Supposons que 1’on dispose d'un groupe G tel que
G=Z/24Z & Z/15Z & Z/17Z
Ici, étant donné que les "facteurs" ne se divisent pas entre eux, on ne dispose pas de
la décomposition du théoréme. Voici comment 1’obtenir :

1% étape : On décompose G en composantes p-primaires grace au lemme chinois
(#) , on obtient alors :

G=7/37237/2°7. 1/37 & 7./57. & 7./177
28me étape : Alignement des puissances par position

On crée un tableau avec les composantes p-primaires, en mettant 1 lorsqu’il n'y a
pas de facteur correspondant :

2-primaire | 3-primaire | 5-primaire | 17-primaire
Facteur 1 20 3 50 17°
Facteur 2 23 3 5 17

TABLE 1 — Calcul des invariants

On multiplie les composantes de chaque ligne pour obtenir les invariants d; :
d; =2°-3.5°17=3, d, =2°-3-5-17 = 2040
3%me étape : Décomposition canonique On obtient donc la décomposition cano-
nique du groupe G en invariants élémentaires

G = 7Z/37 & 7.,/20407Z
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Remarque 12. i) On a bien 3 | 2040. Comme l'exige le théoreme de structure des

groupes abéliens finis.

ii) Les logiciels de calcul sont aussi efficaces pour déterminer cette décomposition

ainsi que les invariants. Voici un code Python permettant de calculer les inva-

riants d"un groupe étant donné sa décomposition canonique :

Listing 1 — Calcul des invariants via PYTHON

from math import gcd
from collections import defaultdict

from functools import reduce

def prime_factors(n):

i =2
pf = {}
X = n

while i * i <= x:

while x % 1 == 0:
pfli] = pf.get (i, 0) + 1
x //= 1

i +=1 if i == 2 else 2
if x > 1:

pflx] = pf.get(x, 0) + 1

return pf

def invariants(*ns, remove_ones=True) :

if len(ns) == 0:
return []
pfs = [prime_factors(abs(n)) for n in ns]

primes = sorted({p for pf in pfs for p in pf})
k = len (ns)
exponents_by_prime = {}

for p in primes:

exps = [pf.get(p, 0) for pf in pfs]
exps.sort () # ordre croissant
exponents_by_prime[p] = exps

ds = []
for j in range (k):
val =1
for p in primes:
e = exponents_by prime[p][]]
if e:

val x= pxxe
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36 ds.append (val)
37 if remove_ones:

38 ds = [d for d in ds if d != 1]

10 return ds

Pour notre exemple, en entrant la commande "print(invariants([24, 15, 17]))", le

programme nous renvoie bien "[3, 2040]".

On dispose aussi d"un outil de calcul formel, Magma [10], qui a été développé par
John Cannon et le "Computational Algebra Group" de I'Université de Sydney. Il
est plus adapté que Python pour ce type de calcul étant donné qu’il dispose déja
de toutes les bibliotheques nécessaires pour fonctionner correctement. Dans notre

exemple, cela donne :

Listing 2 — Calcul des invariants via MAGMA

1 |G := AbelianGroup ([24, 15, 171);

N

Invariants (G) ;

Ce logiciel est un outil trés puissant. Il permet de résoudre un nombre incalcu-
lable de problemes a l'aide de commandes tres simples, tout comme décompo-
ser une permutation en produits de transpositions, déterminer si un groupe est

simple ou non...



Partie 3 — Structure des groupes abéliens 36

3.3 Théoreme de structure des groupes abéliens de type fini

Toute la puissance du théoreme étudié dans cette partie est que le résultat est va-
lable pour des groupes d’ordre a priori infini, mais donc générés par un nombre fini
d’éléments. Prenons d’abord un lemme qui est essentiel pour la preuve du théoreme.

Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe un sous-groupe libre de type
fini L tel que :
G=L® Tor(G)

De plus Tor(G) est d’ordre fini .

Démonstration. Puisque G est de type fini, G/Tor(G) est un groupe sans torsion de type
fini et d’apres & il est aussi libre. Soit donc (¢, ..., €,) une base de G/Tor(G). On va
alors montrer que (e, ..., e,) est libre.

Soient donc (my, ..., my) € Z™ tels que :

n
E m;e; = 0
i=1

Alors,

n n
E mi€; = E mie; = 0
i=1 i=1

car (€ ...€,) est une base de G/Tor(G).

Ainsi, si on pose L = (e, ..., en), alors L est un sous-groupe de G abélien de type fini .

Soit maintenant x € G. Puisque (€, ..., €,) estunebase de G/Tor(G), il existe (ny,...,ny,) €
Z™ tels que :

n n
X = Znie} = Zniei
i=1 i=1
Et donc, par définition du quotient, il existe s € Tor(G) tel que

X =n€e; +..+n e, + S
\11 iy nen ~—

cL ETor(G)

Enfin, prenons y € LN Tor(G). Alors on a d’'une party = Y ", gie; avec q; € Z.
D’autre part, puisque y € Tor(G), on a aussi 'existence de q € N* tel que qy =0 .
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D’apres la relation précédente on a donc :

D dqgiei=0
i=1

DouVvie{l,...n}, qq; =0et q; = 0. Finalement :
G=L& Tor(G)

Montrons maintenant que Tor(G) est fini. Puisque ona G = L @ Tor(G) , si on note
m: G — Tor(G) la projection sur Tor(G) , en remarquant facilement que Ker(n) = L,

on déduit par le premier théoreme d’isomorphisme que :
G/Tor(G) =L

Puisque L est de type fini , d’aprés & , G/L aussi, et on en déduit que Tor(G) est aussi
de type fini.

Soit donc une famille de générateurs de Tor(G), disons xi,...,x,. On a donc Vx €
Tor(G):

T
x:g mix; avec m; € Z

i=1

Si on écrit donc Vi, n; = o(x;), on obtient :

<Xi> = {O, ey (Tli — 1)Xi}

Mais comme m;x; € (xi) , on peut alors écrire x de la forme suivante :
T
X = E mix; avec my €{0,...,(ny —1)x;}3
i=1

Ily adoncau plus [ [;_; n; combinaisons possibles, ¢’est-a-dire Card(Tor(G)) < ny..n, :
En particulier, Tor(G) est fini. o

En fait, on a ici fait le gros du travail en amont, le théoreme suivant est une consé-

quence de tous les résultats établis précédemment :

3. car mix; = (mymod(ny))xy
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Théoreme de structure des groupes abéliens de type fini

Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe une unique décomposition

de la forme suivante :
CG=Z"OL/MZLDL/ ML D - DL/AqZ

Avecr,qGN,ViE{l,...,q—l},di>2etdi|di+1.

Démonstration. Existence. D’apres le lemme précédent, on tire immédiatement 1’exis-

tence d"un sous-groupe de G, abélien libre de type fini L tel que :
G=L®Tor(G)

Mais L est de type fini et libre, disons de rang 1, il vient par définition que L = Z'. De
plus, d’apres le lemme précédent, on sait que Tor(G) est fini et on a donc d’apres le
théoreme de structure des groupes abéliens finis (&), Tor(G) = P, Z/d:Z.

Ainsi on a bien l'existence de la décomposition de la forme

G=Z"®L/MWZ D ---DL/AGZ
Unicité. Supposons que l'on ait
C=Z"®L/MZ& - ®L/QZL=L>SL/GLS - SL/d,L

Mais alors on a en particulier grace a & :

q q
Tor(G) = Tor(Z" & P z/d:z) = {0} P Z/diZ (1)
i=1

i=1
et

q q
Tor(G) = Tor(Z" & P 2/diZ) = {0} & P Z/diZ (i)

i=1 i=1

Ainsi en concaténant (i) et (ii), il vient que :
G/Tor(G) = zh =z

D’ou le fait que I, = 1, = rg(G/Tor(G)) . De plus, le fait que Vi € {1,...,q}, di =
d{ découle évidemment de leur unicité dans la décomposition de Tor(G) en tant que
groupe fini.

Ceci achéve la preuve. O
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4 Apres la théorie vient la pratique!

« La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne. La pratique, c’est
quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi. Si la pratique et la théorie
sont réunies, rien ne fonctionne et on ne sait pas pourquoi. » —Albert Einstein

Les théoremes de structure des groupes abéliens ont plusieurs applications, dont je

présente ici quelques-unes.

4.1 Classification des groupes abéliens d’ordre 8, 12 et 24

Le théoreme de structure des groupes abéliens finis nous donne en fait a inventorier
tous les ensembles des groupes abéliens d"un ordre donné. En effet, avec une méthode
analogue que celle exposée en 3.2, on peut par exemple obtenir les différentes décom-
positions possibles pour les groupes abéliens d’ordres 8, 12 et 24, dont voici un tableau
récapitulatif : (Ou pour bien siir s’Tamuser a étudier ces décompositions pour un ordre
plus grand, par exemple 360 ou 720, et vérifier ces calculs a I'aide de logiciel de calcul

formel, ce n’est pas 1'objectif ici).

Ordre | Groupes abéliens (a isomorphisme pres)
8 7/8Z
7./A7 & 7./27.
Z/2Z ® /27 & L/2Z
12 7./127.
Z/2Z & 7./6Z
Z/27 ® L/)2Z & Z./37
24 7./247.
Z7)27.® Z/12Z
Z7/27 ® 1/27 & 7./67
7./37 ® 7./8Z
7.)27 & 7./AZ & 7./37
727 & 7.)27 & 7.)27 & 7./37

TABLE 2 — Classification des groupes abéliens finis d’ordre 8, 12 et 24 a isomorphisme
pres
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4.2 Cyclicité des groupes d’inversibles

Dans cette petite partie , on montre un résultat que 1'on a mentionné dans 1'intro-
duction et qu’on se devait de discuter .
Dans & , on a montré que dans un groupe abélien G, il existe toujours un élément
d’ordre exp(G) . En fait , c’est une conséquence du théoreme de structure des groupes
abélien finis (#) . En effet,
Soit G un groupe abélien fini. D’apres le théoreme de structure des groupes abéliens
tinis, il existe des entiers d, ..., d, tels que

G=ZZ/MWZDZ/AZ & --- B Z/4, 7 difdp |- |d.

Un élément général de G s’écrit sous la forme
(91,---,9s), G €EZ/AZ
L’ordre de cet élément est donné par

o(g1,...,9+) = ppem(o(g1),...,0(gy)).
Comme Vi, Z/diZ est cyclique, on a o(gi) | di. Ainsi l'ordre de tout élément de G
divise
ppem(dy, ..., d.).
La condition d; | d; | - - - | d; implique alors que
ppem(dy,...,d;) = d, = exp(G)
Ainsi tout élément de G a un ordre qui divise d,. Considérons I'élément

x=(0,0,...,0,1) €Z/Z & - & Z/d, 7

Sa derniere composante est 1'élément 1 € Z/d,Z, qui engendre tout le cycle. Son ordre
est donc

Il existe donc bien un élément d’ordre exp(G) dans G .

Cela va nous permettre de montrer le théoreme suivant :
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Théoréme

Soit K un corps commutatif . Alors tout sous-groupe fini de K* est cyclique .

Démonstration. Soit H un sous-groupe fini de K*. Comme K* est commutatif pour la
multiplication, H est un groupe abélien fini.

Vx € G,onax®*PM = 1x . Or, le polyndme X*P(H) —1 € K[X] est de degré exp(H) et
possede donc au plus exp(H) racines dans K .

Ainsi Card(H) < exp(H) .

Par ailleurs d’apres la remarque précédente , il existe m € G tel que o(m) = exp(H).
Comme (m) C G et que Card(H) < exp(H), on en déduit que Card(H) = exp(H) et
que H=(m) .

D’ot la cyclicité de H . O

On déduit alors du théoréme précédent le résultat suivant :

Corollaire

Soit K un corps commutatif fini . Alors K* est cyclique .

Démonstration. Etant donné que K est un corps commutatif fini , K* est un groupe fini

et on conclut grace au théoreme . o

Remarque 13. On a par exemple pourp € P, (Z/pZ)* est cyclique . On peut aussi le voir
d’une autre fagon : Sil’on sait que (Z/pZ)* a exactement p —1 éléments et tout élément
a € (Z/pZ)* vérifie aP~' = 1 (petit théoréeme de Fermat). L'équation X?"! —1 =0a
donc au plus p — 1 racines dans le corps Z/pZ, donc il y a exactement p — 1 racines,
ce qui implique l'existence d’un élément d’ordre p — 1; cet élément engendre donc
(Z/pZ)*.
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4.3 Groupe dual d'un groupe abélien

Attachons-nous enfin a la derniere application des théorémes de structure : On dé-

finit d’abord les caracteres linéaires d'un groupe abélien fini G :

Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractere (linéaire) de G, tout morphisme
x de G vers C*.
L’'ensemble des caracteres de G est noté Hom(G, C*) ou plus communément G.

Si on définit le produit :

-~

xix2:G — G
g — xi(g)x2(9)

Alors G est un groupe abélien , appelé groupe dual de G .

Remarque : On voit ici 'analogie avec le dual d'un espace vectoriel E, défini par
E* = L(E,K), ou K est un corps.

Exemple 14. Un exemple naturel : Soit G = Z/4Z = {0, 1,2, 3} avec I’addition modulo
4. Le dual G est I’ensemble des caractéres linéaires :

G={x:G6—C"|x(Xx+7)

x(X)x(9)}

Tout caractere est déterminé par x(1), car pour toutn € G :

x(1) €{1,1,—1, -1k

Le dual G a donc 4 éléments et est isomorphe a G :
G=U, =Z/AZ.

L’objectif de cette partie est de montrer que 1'isomorphisme précédent est en fait va-
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lable pour tout groupe abélien fini, on va donc démontrer le théoréme suivant :

Théoréme

Soit G un groupe abélien fini. Alors G=G.

Pour cela, on a besoin de plusieurs résultats intermédiaires.

Soit G; et G, deux groupes abéliens. Si G; = Gy, alors é\l = é\z

Démonstration. Comme G; = Gy, il existe un isomorphisme de groupes t : G; — G, et

1

soninverse 1 ' : G — Gj tels que Lot ! =1dg, et t ! ot = Idg,. On définit alors :

0:Gi — G,

X — xou!

Cette application est bien un morphisme de groupes abéliens. Elle est bijective : en

effet, son inverse est donné par

p1:G, — G

Y — Yot

Et l'on vérifie facilement que po p~! = Id G, €t plop=1d G, Ainsi, p est un isomor-
phisme, d’ot1 é\l = 6\2 o

On a aussi besoin du lemme suivant :

Soit G; et G, deux groupes abéliens.

G®2%a@@

Démonstration. Notons v; : G1 — G1 ® Gy et 1 : G, = G; @ Gy les injections canoniques

On va vérifier que l'application :

©:GdG — G dG,

X — (Xou,xouw)

est un isomorphisme .

Tout d’abord , elle est injective par construction .
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Soit maintenant (x1,x2) € é\l &) é\z . Alors l'application ¢ définie par :

(PZG1EBG2 — G?‘E\Gz
(g,h) — (x1(g)x2(h))

vérifie @ (@) = (X1, X2) . D’'ot la surjectivité de @ et le résultat . o

Enfin le dernier lemme qui nous permettra de conclure :

Soit G un groupe cyclique. Alors G=G.

Démonstration. Soit G = (g) un groupe cyclique, disons d’ordre n, donc chaque élé-
ment de G s’écrit g* pour un certain k € {0,1,...,n — 1}. Une applicationx : G — C*
est un morphisme de groupes si et seulement si elle satisfait

x(g*g”) =x(g*)x(g")

pour tout x,y € Z. Aussi, X est entierement déterminée par la valeur de x(g), disons
x(g) = w. Comme (x(g))™ = x(g™) = x(1) = 1, w doit étre une racine n-ieme de
I'unité. Pour chaque w telle que w™ = 1, on définit un caractere :

Xo:G — C*
gc s wk

On vérifie alors sans difficulté que c’est un morphisme .
De fait , I’application

~

o:G — U,
x — x(9)

est alors un isomorphisme de groupes, car :

ker(®) ={x € G | x(9) =1} = {x1}

De plus, U,, = {w | w™ = 1} est lui-méme un groupe cyclique d’ordre n. Finalement,
commeG%UnetUn%G,onaG%G. o

Revenons a la preuve du théoreme : Rappelons que I’on souhaite montrer que pour

tout groupe abélien G, G=0G.
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Démonstration. D’apres le Théoreme de structure des groupes abéliens finis (3.2), on a

k
G=Pz/dz
i=1

Alors , d’apres le premier lemme,

—

k
G=@Pz/dz
i=1

D’apres le Lemme 2, on obtient ensuite

Enfin, d’apres le Lemme 3,

Remarque 14. 1. On a en particulier Card(G) = Card(G) .
2. On dispose d'une formule tres intéressante qui relie le groupe G et son dual G.Si
on "remplace" la table du groupe abélien G par une matrice oi1 chaque coefficients

est une indéterminée X, 1 avec g, h € G, en prenant le déterminant de cette

matriceona:

k
G=Pz/dz=G

i=1

~

A(G) = det(Xgn1) = [ D x(9)X,

xeG 9€G

Par exemple , si 'on reprend le groupe G = Z/47Z , sa table est de groupe (pour

laloi gh™! = g —h mod 4 ) est donnée par :
g g p

g\h| 0 1 3 3

0 0-0-00-1-30-2-2 0-3=1
1 [1-0=1 1-1=0 1-2=3 1-3=7
5 13-0=2 3-1=12-3-0 2-3=3
3 (3-0=33-1=23-2-13-3=0
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et ainsi , on obtient la matrice des indéterminés correspondante :

Xo Xz Xo X4
Xp Xo Xz Xp
Xo X1 Xo X3
Xz Xo X1 X

(Xgh—l )g,hGZ/4Z =

C’est une " matrice circulante" , dont le déterminant vaut donc :

3
AZ/AZ) = T T (Xo + Xqi* + Xoi®™ + X5i™)
k=0

= (Xo + X1 + X + X3) (Xo — X1 + Xz — X3) (Xo + 1X1 — Xo — 1X3) (Xo — X4

IT D x(9Xq

€747 IEL/AL

J'invite le lecteur a consulter [12] et [13] pour plus de détails .
3. On peut aussi aller plus loin et définir le dual de G de maniére analogue que le
dual de G, appelé bidual de G noté G et vérifier que G = G

4. En fait, on a ici seulement touché du doigt une autre théorie : on a construit des
morphismes de la forme :

Xx:G— G =C*=GL(C)

Plus précisément, on a construit des représentations de degré 1, mais ¢a , c’est

une autre histoire...

— X, +1iX3)
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5 Glossaire

5.1

Notations

Voici une liste non exhaustive des notations utilisées :

0 P NG

—_ = =
N kO

13.

14.
15.
16.
17.
18.

5.2

N : Ensemble des nombres naturels.

Z : Ensemble des entiers relatifs.

Q : Ensemble des nombres rationnels.

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

[P : Ensemble des nombres premiers.

% (R, R) : Ensemble des fonctions continues de R vers R.
Z (R, R) : Ensemble des fonctions de R vers R

U,, : Ensemble des racines ni*™¢ de 1'unité.

M, (K) : Ensemble des matrices carrés de taille n a coefficients dans K.

. GL1 (K) : Groupe linéaire , I'ensemble des matrices inversibles sur K.

. SL (K) : Groupe spécial linéaire, c’est 'ensemble des matrices carrées de taille n

de déterminant 1 a valeurs dans un corps K.

Ti;(A) : Les matrices de transvections définies par T; ;(A) = I,, + AE;; ot Ey; est la
matrice élémentaire , contenant 1 sur la case (i,j) et des 0 partout ailleurs .

G/H : Groupe quotient de G par H.

G, : Groupe des permutations, i.e. des bijections de {1..n} dans {1..n}.

A : Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de I'anneau A.

Hom(G, H) : Ensemble des morphismes de G vers H .

L(E, F) : Ensemble des applications linéaires de E vers F .

Définitions

Et ici une liste des définitions non précisée dans le document :

1.

Relation d’équivalence sur E : Soit E un ensemble. Une relation d’équivalence sur E

est une relation binaire R vérifiant :
i) Réfexivité : Vx € E, xRx.
ii) Symétrie: V(x,y) € B3, xRy = yRx.
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iii) Transitivité : V(x,y,z) € E3, xRy et yRz =— xRz.

2. Classe d’équivalence : Soit E un ensemble . Etant donné une relation d’équivalence
~, la classe d’équivalence de x € E est 'ensemble {y € E[x ~ y}

3. Image réciproque : Si f est une application de E — F avec E et F deux ensemb]es,
on définit 'image réciproque d’un sous ensemble H de F par f'(H) = {x € E |
f(x) € H}

4. Image Directe : Si f est une application de E — F avec E et F deux ensembles, on
définit I'image directe d'un sous ensemble A de E par f(A) = {f(x) | x € A}. C’est
un sous-ensemble de T.

5.3 Résultats

Et enfin, voici la liste des résultats :

1. Théoreme de Lagrange : Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors
Card(H) divise Card(G).

2. Théoréme de Factorisation pour les applications : Soit X un ensemble muni d'une
relation d’équivalence R et 7t : X — X/R la projection canonique. Soit f : X — Y
une application tel que V(x,y) € X?, xRy <= f(x) = f(y). Alors, il existe une
unique application :

q:X/R—=Ytellequef=qom

On peut le représenter a 1’aide du diagramme suivant :

3. Deuxiéme théoreme d’isomorphisme : Soient G un groupe et N un sous-groupe dis-

tingué dans G. Alors H N N est un sous-groupe distingué de G et
H/(HN'N) = HN/N

4. Troisieme théoreme d’isomorphisme : Soit G un groupe, N et M deux groupes distin-
gués dans G tel que G C N. Alors N/M est un sous-groupe distingué de G/M
et

(G/M)/(N/M) = G/N
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5. Lemme : Soit G un groupe abélien fini. Soit x et y deux éléments d’ordre respectifs
met n. Si pged(m,n) =1, alors o(xy) = mn.

6. Lemme chinois : Soit n, m € N deux entiers premiers entre eux, alors :

Z/nmZ = 7Z/N7 X 7./mZ
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