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1 Introduction

1.1 Remerciements

Je tiens a remercier chaleureusement L. Bétermin pour ses conseils, son soutien, ses relectures
approfondies et sa pédagogie rare. Je suis trés heureux d’avoir pu découvrir ce domaine des
mathématiques et d’avoir eu une premiére esquisse de ce qu’est la recherche.

1.2 Motivation

Expérimentalement, les particules a trés basse température s’agencent de maniere a former un
réseau périodique. C’est ce qu'on appelle le phénomeéne de cristallisation [2]. Un modele ma-
thématique trés pratique et communément utilisé pour rendre compte de ce phénomene est
celui de I'énergie potentielle calculée a partir de la somme d’énergies de paires de points don-
nées par un potentiel d’interaction (une fonction) et dont on cherche a déterminer le minimum
parmi toutes les configurations possibles de points.

Lobjet de ce TIPE est de prouver théoriquement, en deux dimensions, que pour certains po-
tentiels a symétrie radiale, les particules cristallisent sur un réseau triangulaire.

On considérera d’abord la norme euclidienne sur R?, ainsi qu'un ensemble de 7 points (atomes)
du plan interagissant par paires selon un potentiel V qui ne dépend que de la distance entre ces
deux points.

Ainsi, on se placera dans le cadre (proche de la réalité notamment pour des atomes lourds de
meéme espece) ou les atomes s’agencent de maniere a minimiser 1'énergie suivante :
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E(J’l;---;)/n):

Le potentiel V dépend du type d’atome consi-
déré et n'est pas explicitement connu méme
si 'on peut déterminer des profiles d’'interac-
tion et des potentiels qui approximent bien
les phénomenes réels. On peut ainsi considé-
rer le potentiel de Lennard-Jones [13] comme
approche raisonnable de la réalité, rendant
compte a la fois de la répulsion des atomes a
courte distance et de I'attraction de ceux-ci a
longue distance. Ce potentiel est défini par

(1,-1)

1 2
Yr>0, VL](I‘):E—E.
Avec un tel potentiel, peut-on trouver une configuration périodique (par exemple un réseau
du plan atteignant le minimum de I'énergie E?
C’est une conjecture encore non résolue, appelée probléme de Lennard-Jones : tout porte a
croire que c’est une réseau triangulaire (formé de triangle équilatéraux) qui est le bon candi-
dat, mais aucune preuve ne le démontre pour le moment. Il existe seulement de nombreuses
simulations qui semblent confirmer cette conjecture ainsi qu'un résultat récent montrant I’op-

timalité d'un réseau triangulaire mais uniquement parmi les réseaux. (cf [3] [4])




Voici une des simulations représentant le mi-
nimiseur avec 91 points, provenant de [4].
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Nous approcherons Vi dans le cadre de ce TIPE par des potentiels plus simples a étudier dont :

Le potentiel a sphéres dures Vijg défini par Le “soft potential" Vi défini par
+oo si0=x<1 +00 si0=x<1
Vir(x) =4 -1 six=1 Vr(x)={ 24x-25 silsx<2
0 six>0 0 six=5;
+ o0 + O

/

FIGURE 1 : Potentiel a spheres dures FIGURE 2 : Soft potential
(10] (11]

Nous donnerons la preuve compléte de Heitmann et Radin [10] démontrant que tout minimi-
seur de E pour le potentiel Vg est un ensemble de points d'un réseau triangulaire. De plus,
quelques remarques seront faites sur la preuve du méme résultat, par Radin dans [11], pour le
potentiel V.

Ensuite, nous étudierons le potentiel a sphere dures non plus avec la norme euclidienne mais
avec une norme quelconque, ce qui est a priori inconnu pour le moment dans la littérature,
rendant compte de 'émergence de minimiseurs divers (un réseau carré par exemple pour la
norme infinie) et qui donnera lieu, dans un futur proche, a une note potentiellement publiable
dans une revue a comité de lecture.

Avant de se plonger dans le probléme en lui-méme, nous allons nous intéresser aux réseaux,
pour définir correctement le réseau triangulaire.



1.3 Réseaux

Toute la partie suivante est en grande partie issue de notes de cours de Daniel Perrin [12]. Dans
toute la suite, E est un R-ev de dimension d.

Définition 1.1. Soit r € N. Soit T un sous-groupe additif de E*. T est sous-réseau de rang r
de E s'il existe une famille libre (ey, ..., e;) deT telle que

-
I'= {x: Zx,-eil‘v’ie {1,...,1},x; EZ}

i=1

La famille (ey, ..., ex) est appelée Z-base deT'. Un réseau de E est un sous-réseau de rang d.

Exemple 1.2. Le réseau a coordonnées entiéres est un exemple de réseau de R”, dans R?

90°
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R R p— FIGURE 4 :Le reslea\l/lgtrlangulalre
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Le réseau triangulaire s’écrit dans le plan complexe comme

{m+ne"%|(m,n)ezz}:{m(1,0)+n(l,i£)|(m,n)ezz}:zu,0)ez(1,£)
2" 2 2" 2
Ainsi,
T:Z(I,O)eaZ(l,é)
2" 2

On montrera que le réseau triangulaire est en fait communément appelé A,, qui vient de I'en-
semble plus général, appelé systeme de racines irréductibles (cf. par exemple [1]), et qui est
défini pour n € N*, par

Ap=7"" {0,y Xne1) €R™ i xy + .0+ x40 = 0}

Ainsi, A, peut étre vu comme 'intersection de Z3 et du plan d’équation x; + X, + x3 = 0.
Une différence surgit avec T, les arétes (distance entre deux points consécutifs) dans Z (1,0) &

'Rappelons qu'un sous-groupe additif est un sous groupe muni de la loi +, c’est a dire qu’il contient I'élément
neutre, que deux éléments selon la loi reste dans le groupe et que tout élément est inversible.



Z (%, g) sont de longueur 1 alors que I'ensemble 73 ﬂ{(xl, X2,%3) ER3 1 x; + Xp + X3 = 0} a des
arétes de longueur v/2. (démontré plus tard).
Ce sont donc les mémes objets a isométrie et dilatation pres, on appellera ainsi par la suite A,

le réseau triangulaire avec des arétes de longueur 1.

Lenjeu qui suit est alors de montrer que A,, avec la définition plus générale, est bien un réseau,
avec la définition de réseau formelle donnée ci-dessus.

Pour cela, nous allons montrer qu'un sous-groupe discret est un sous-réseau. Alors, montrer
que A est bien un réseau reviendra a montrer que A, est un sous-groupe discret de rang 2.

Définition 1.3. Un espace topologique est un couple (E,J) out E est un ensemble et I est
une topologie sur E, a savoir un ensembles de parties, que l'on appelle ouverts de (E,J)
vérifiant :

1) E et @ appartiennenta J .

2) Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

3) Toute intersection finie d’'ouverts est un ouvert.

Exemple 1.4. L'ensemble des réunions quelconque d’intervalles ouverts de R définit une
topologie sur R, c’est la topologie usuelle de R.

Définition 1.5. Soit (E,J) et (F, ) deux espaces topologiques et f : E — F une applica-
tion, alors : f est continue < VQ € Jy, i eg..

Définition 1.6. Une application f : (E,J.) — (F,J) est un homéomorphisme si et seule-
ment si f est bijective, continue, de bijection réciproque continue.

Définition 1.7. Soit (E,J) un espace topologique. On appelle topologie induite sur A la
topologie
Ta={QnAQeT}

Définition 1.8. Topologie produit dans le cas d’'un produit fini
Soient{(E;, J)}ic1cn des espaces topologiques. Le produit topologique E = Ey x E; x ... x E,
est pourvu de la topologie produit dont une base est donnée par :

Uy xUp; x...xU, ettelqueU; € J; pourtoutiel

Cela revient a dire que les ouverts de E sont des unions de produits d’ouverts de la forme
Uy xU x...x Uy, ott U; est un ouvert de E;.

Exemple 1.9. La topologie habituelle de R est défini comme topologie produit par rap-
port a la topologie usuelle sur R.




Remarque 1.10. Munissons E d'une topologie.
On choisit une base (ey, ..., e4) de E. Alors, I'application suivante est une bijection

D R4 -~ E
d
(X1, X@) — ) Xie
i=1
R? est muni de la topologie produit et E est muni de la topologie induite par la norme associée
al’espace vectoriel.

® est donc un homéomorphisme ce qui permet de transférer la topologie sur E (car un homéo-
morphisme préserve les ouverts) donc E est muni de la topologie produit.

Définition 1.11. L'ensemble des parties de E définie une topologie appelée topologie dis-
crete.

Remarque 1.12. C’est équivalent a dire que la topologie discrete est la topologie qui contient le
plus d’ouverts possible, toutes les parties sont des ouverts.

Remarque 1.13. Par suite, par définition, pour la topologie discrete, {x} est un ouvert de E pour
tout x € E, et donc une suite converge vers {x} si elle est constante a partir d'un certain rang.

s a

Exemple 1.14. La topologie induite sur Z par R est la topologie discrete.

En effet, 'intersection d’'un ouvert dans R avec Z donnera des singletons, ou des unions
de singletons, qui sont des ouverts dans Z car pour tout point 7 , la boule centrée en n
de rayon % ne contient que n donc est incluse dans {n}. Toutes les parties de E sont donc
des ouverts.

Définition 1.15. A une partie de E si la topologie induite sur A par celle de E est la topo-
logie discrete. C'est a dire, Va € A, il existe un ouvertw de E tel que w N A = {aj}.

C’est aussi équivalent a dire que si (a,),, € A converge vers a € A, alors elle est constante a
partir d’'un certain rang.

Lemme 1.16. Soit A une partie de E, il y a équivalence entre
1) A est fermé et discret.
2) Pour toute partie bornée Q) de E, AN Q est fini.

Démonstration.

= Supposons A fermé discret. Soit Q2 borné,
Si Q contient un nombre fini d’éléments de A, alors AN Q est fini.
Si Q) contient un nombre infini d’éléments de A, son adhérence, qui est un compact, en
contient également une infinité.
Alors, il existe une suite d’éléments tous distincts, a extraction d’'une sous-suite prét,
(xx)x < A qui converge vers x € A car A est fermé.
Ainsi, la suite est constante a partir d'un certain rang, absurde car les éléments sont tous
distincts, donc Q contient un nombre fini d’éléments de A.



< Supposons que pour toute partie bornée Q de E, AnQ est fini.
Montrons que A€ est ouvert.
Siae A%, Vr >0 B(a,r) est une partie bornée de E, ainsi B(a, r) N A est fini.
Ainsi, il existe ry > 0 tel que pour tout 0 < r < ry, B(a,r) N A = @. Ainsi, il existe ry > 0 tel
que B(a,r) € A° donc A€ ouvert donc A fermé.
Montrons que A est discret. Soit a€ A, ro > 0, B(a, ro) ne contient qu'un nombre fini de
points de A par hypothese. Alors, il existe r > 0, avec r < ry tel que pour tout x €]0, r|,
Bla,x)NA=a
Ainsi, pour x €]0,7[, w = B(a, r) est ouvert et tel que wN A = {a} ce qui est équivalent a dire
que A est discret.

Lemme 1.17. Soit L un sous-groupe additif de E. Si L est discret, alors L est fermé.

Démonstration.

Soit (a,),, < L qui converge vers a.

Comme (a,), converge, (a, — a,+1), converge vers 0.

Comme L est un sous-groupe, a, — a,+1 et 0 sont dans L et comme L est discret,
ANeN,Vn=N, a, = ay € L. Ainsi, nlil}lman =ay = ae€ Letdonc L est fermé. O

Proposition 1.18. Soit L un sous-groupe additif de E.
Alors, L est discret si et seulement si 'ensemble {|| x|||x € L, x # 0} admet un minimum.

Démonstration.

= Si L est discret, d’apres le lemme 1.16, on sait que pour tout Q borné, LN Q est fini.
En particulier, pour r > 0, LN B(0, r) est fini donc L contient un élément de norme mini-
mal. En effet,six ¢ B(0,r) Vye B(0,r), llxl>lyl, doncxn’estpasdenorme minimale.

< Si m =min{| x| : x € L,x # 0}, soit a € L, alors B(a,2) n L = {a}. Ainsi, L est discret par
définition.

Théoreme 1.19. Soit L un sous-groupe additif de E,

L est discret si et seulement si L est un sous-réseau de E.

Démonstration. On démontre ici uniquement I'implication réciproque, I'implication directe
nécessitant des résultats supplémentaires.

< Soit L un sous-réseau de E. Soit (ey, ..., ;) une Z-base de L que I'on compléte en (ey, ..., e4)
base de E.

Alors,
D : E — R4

d
Y xiep — (X1,...,Xq)
i=1



est un homéomorphisme comme vu dans la remarque 1.10.

Ainsi, montrer que ®(L) est discret montrera que L est discret car I'image d'un ensemble
discret par un homéomorphisme est un ensemble discret. Puisque I'application est en ef-
fet continue et de bijection réciproque continue, chaque ouvert de L possede une unique
image dans ®(L) qui est aussi un ouvert, la topologie est ainsi transférée car I’ensemble
des parties de ®(L) est alors un ensemble d’ouvert.

De plus, puisque (ey,...,e;) est une Z-base de L, ®(L) c 7%, montrons donc que 79 est
discret.

Soit x = (x3,.., x4), alors I'ouvert

11
Xi— oo Xi+ o
3773

d
w=]]
i=1

ne contient aucun point sauf x donc w N 7% = {x}, ce qui conclut la preuve.
O

Pour démontrer 'implication directe du théoréme, nous avons besoin de démontrer les deux
lemmes suivants.

Lemme 1.20. Soit L un sous-groupe de E de dimensionr,ac€ L, a#0,D=Ra
Soit H un supplémentaire de D dans E et p : E — H la projection parallelement a D.
Siye p(L), alorsilexistexe L telquep(x)=yetx=Aa+yavec LeR telque0 <1 <1

Démonstration. Soit y € p(L), alors 3x’ € L tel que x' = pa+ y avec p€ R
Or,0<A:=pu—|ul <1 etsionposex=x'—|ula=Aa+y,alors x€ Letonatoujours p(x) =y O

Lemme 1.21. Avec les notations précédentes,

1) Si L est un sous-groupe discret de E, p(L) est un sous-groupe discret de H.

2)SiLND =Za, si p(L) admet une Z base{e,,...,e,_1} et si l'on écrite; = p(e;) avece; € L,
alors a,ey,...,er,_1 est une Z-base de L.

Démonstration.
1) On va utiliser le Lemme 1.16 pour montrer que p(L) est un sous-groupe discret.
Soit Q une partie bornée de E, alors 3r > 0 tel que Q2 < B(0, r). Montrons que QN p(L) est fini.
SiyeQnp(L)alors y=p(x) avec x=Aa+ yet0=<A<1dapresle Lemme 1.20
Alors,
lxll < llall+ Iyl =< llal +r

Ainsi, x € LN B(0,r < +|lall) qui est fini car L est discret et la boule considérée est bornée. L'en-
semble des y tels que y = p(x) est donc fini, ce qui conclut.

2) Montrons d’abord que a, ey, ..., e,—1 est une famille libre.

Soit (Ag,...,A,-1) € R" tel que Apa + rilxliei:O alors, en appliquant p de chaque co6té de cette
r-1 = r-1

égalité, on obtient p (Aoa + Z /l,-e,-) = p(0) =0 et donc Z Aie; =0. Comme {€1,...,€,_1} est une

base, on en déduit que Vi € f{i, r—1}, A; = 0. Puisque éz:;f 0, on en déduit que 1y = 0 et ainsi la



famille est libre. .
r—

Soit x € L, alors comme les €; forment une Z-base de L, p(x) = Z Xj€; avec x; € Z
i=1
r—1 r—1 r—1
Ainsi, p|x - Z xiej|=0,douy:=x— Z x;e; € D. Or, on saitaussique y € L, donc x— Z Xje; €
i=1 i=1 i=1
LNnD=Za
r—1
Ainsi, il existe xy € Z tel que x = xpa + Z x;je; ce qui conclut le deuxiéme point du lemme.
i=1
]
Maintenant que ces deux lemmes sont prouvés, nous pouvons démontrer le deuxiéme sens du

Théoreme 1.19.

Fin de la démonstration du Théoréeme 1.19:

= Supposons que L soit un sous-groupe additif discret de E, on raisonne par récurrence sur
d la dimension de E.
-Sid =1, E =R, montrons qu’il existe a€ R tel que L="Za.
Si L est réduit a 'ensemble nul, a = 0 suffit,
Sinon,

D soit a le plus petit élément positif de L, il existe car si a < 0, —a € L. Alors, puisque L
est un sous-groupe additif,
L>Za

c Soit b > 0 € L, alors d’apres le lemme 1.16 ]0, b] N L ne contient qu'un nombre fini
d’éléments. Soit a le plus petit.
Soit x € L, alors par le caractere archimédien de R, il existe n € Z tel que na < x <
(n+1a
Deplus, x—naeL or 0<x—-na<a donc x—na=0 donc x=na
Ainsi,
LcZa

-Sid>1,So0itb#0€ L, Ede dimension d > let D = Rb.

L'ensemble LN D est discret donc I'initialisation montre qu’il existe a € R tel que LN D =
Za etde plus, D =Ra

Soit H supplémentaire de D et p la projection dans D parallelement a H.

On sait d’aprés la partie 1) du Lemme 1.21 que p(L) est un sous-groupe discret de H, et
donc un sous-réseau de dimension d — 1 par hypothese de récurrence.

La partie 2) de ce lemme nous assure que p(L) admet une Z-base et donc que L en admet
une aussi. L est donc un réseau de rang d.

Remarque 1.22. On aurait aussi pu montrer que si L n’est pas discret dans le cas d = 1 de la
preuve, alors L est dense dans R.

Revenons a notre probleme initial, Ay = 73N {(x, ¥, 2) € R3|x + y+z= 0} est un sous-groupe dis-
cret de rang 2 donc un réseau dans R?. En effet,

e L'ensemble A, est de dimension 2 comme intersection d'un espace de dimension 3 et
d'un espace de dimension 2.



 Lensemble A, est un sous-groupe de (R3, +), en effet :

- (0,0,0) € A,

- Soitx, y € Ay, alors x1+x2+x3 =0 =, y1+y2+y3 =0donc (x;—y1)+(x2—y2) +(x3—y3) =
Oeteplus, x—yeZ3donc x—ye€ A,.

¢ I'ensemble A, est un ensemble discret. En effet, c’est une intersection entre un ensemble
discret et un ensemble quelconque, c’est donc un sous-ensemble d’'un ensemble discret,
qui reste discret, car tout élément est pareillement isolé.

De plus, cest le réseau triangulaire, en effet, A, = 73 n {(x,y,2) € Rx+y+z= 0} := 7°nH
Or,
-1 -1
H=Vect|| 1],| 0 =:Vect (b1, b>)
1

Et
Ib1ll2 = b2ll2 = 1by = ballo = V2

H estle plus petit sous-espace vectoriel engen- A

dré par (b1, b2) donc I'intersection avec les co- // \\
“ordonnées entieres en résulte par le fait que A, / \

forme un réseau triangulaire dans Z. 4 / \m

2 Cristallisation pour le potentiel a spheres dures Vg

L objectif de cette partie est de présentée la preuve donnée par Heitmann et Radin dans [10] en
y ajoutant les résultats intermédiaires permettant une compréhension globale de cette preuve.

2.1 Présentation du modele

Nous considérons comme premiere approximation du potentiel de Lennard-Jones le potentiel
a spheres dures Vg : Ry — R défini par

+o0 si0<sx<1
VHR(JC) = -1 six=1
0 six>1

Et on cherche a trouver les configurations de n points du plans minimisant I’énergie totale E du
systeme donnée par

n
V(X1 Xn) € ®RD, E(X1, . Xp) = 1 Y Vllxi — xjll2).

i#]
Il est clair que, pour tout i # j, V(|lx; — x;ll2) est minimal lorsque | x; — x;[2 = 1. On peut donc
modéliser le probleme de minimisation de I'énergie E comme une maximisation de tangences
de disques de rayon % et de centres x;. Ainsi, toute configuration pourra étre associée a un
graphe dont les sommets sont les points et les arétes connectent les centres des disques tan-
gents, d’ou les notations données dans la section suivante.

10



2.2 Notations

s a

Soit n € N*.

1

* Nous noterons C I'ensemble des configurations possibles de n disques de rayon 3

dans R2.

* Une configuration de C est donc décrite par X, une configuration de n points du
plan (les sommets des disques).

* Une paire de disques centrées respectivement en x; et x i@ #]) tels que || x;—x jllz=
1 est appelée une aréte.

* L'ensemble des arétes du graphe associé a X,, sera noté E,, = E, (X},).
e Le cardinal de E,, c’est a dire le nombre d’arétes, sera noté | E,|(ou | E, (X,)]).
* Le graphe est noté G, = (X, Ey,).

e Onnotera M(n) = max |E,(X,)|.
X,c(R2)"

* Une configuration X, est dite maximale lorsque |E,| = M (n).

2.3 Construction d'un candidat maximal

Construisons G, pour une certaine configura-

: ) ) 2 00 0
tion X, 'enjeu sera ensuite de prouver qu’elle o0 o0 *
est maximale. Nous allons d’abord considérer L '.... .... °e
le "type" d’hexagone ci-contre. ! o000 5

4

Nous appellerons ces types d’hexagones des hexagones parfaits. On remarque qu'’ils sont défi-
nis par rapport aux nombres de points qu’ils ont, et notamment le nombre de points sur chaque
cOté extérieur. Plus précisément,

Définition 2.1. On définit un hexagone parfait de coté s + 1 comme l'ensemble des points
H?’O tels que, dans le plan d’Argand-Cauchy,

HO’O_ ipm in
s =tes (m+ne3)m=0,n=0m+n=<s0=<p<=<5}

Remarque 2.2. Considérons la figure a droite de 2.3 pour mieux comprendre H?'O.
HX? est "construit" par ajout des points des 6 parties 0,1,2,3,4,5 (6 triangles équilatéraux de
points dont un qui est représenté en rouge). Ces parties correspondent a la variation de p. En-

11



suite, m et n permettent de représenter ces points dans la partie considérée.
Ainsi, la partie rouge correspond a Hg’o réduita p =0.

Nous allons désormais agrandir cette configuration en y ajoutant une couche extérieure
incomplete a '’hexagone.
Soit k € {0,---,5}, j < s, on ajoute un certain nombre de couches compléete sur ’hexagone parfait
de cOté s+ 1, au nombre de k(s + 1) puis j points sur celle d’apres.

LA LR R NN
(AR NN RN NNN] LN
esosOOROS LAR LR L L LR R}
LA R R L LN LA R AR LN N escsssnne
LR R N NN LA R XK NN N ] LR NN NN ] LR X N R N ] LA R E NN NN

Ici, s+1=6, j =5et k varie de 0 a 4 (figure provient de [7])

Remarque 2.3. pour une telle configuration, I'ensemble des points dans le plan est

”
H" = HXUE UE"

E:={e3 (m+ne’)m=0,n=1,m+n=s+1,0<r<k—1}
i ikn in .
E':={e3s (m+ne3)m=0,jzn=1,m+n=s+1}.
Lensemble E’ représente les (s + 1)k points et E” les j points restants a ajouter. On remarque

qu’'en faisant varier r de maniere croissante puis n et m, on remplit les couches dans le sens
inverse des aiguilles d'une montre.

Proposition 2.4. Soit s = 0, I'hexagone parfait avec s+ 1 points sur chaque coté contient
au total ugy1 =3s*+3s+1 points.

Démonstration.

Onau; =1=3-02+3-0+1 car si 'hexagone contient un point sur chaque cété, il ne contient
qu'un seul point.

Deplus,onaVs=1, ugi = ug+6s.

En effet, pour construire I'hexagone parfait de c6té s+ 1 depuis un hexagone de coté s, on ra-
joute pour chaque c6té s — 1 points puis 1 point sur chaque extrémité liant 2 cotés i.e

Ugi1 = Us+6(s—1)+6=u;+6s
Ainsi,
N S
Y (Uis1—u)) =6)_ i
i=1 i=1

D’ol1 par somme télescopique,
Usi1 =3s°+3s+1
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Remarque 2.5. Soit k € {0,---,5}, j < s, soit un hexagone parfait avec s + 1 points sur chaque
coté.

Pour la configuration étendue avec la couche extérieure incomplete, plus générale, le nombre
de points est donc de 35> +3s+ 1+ (s+ 1)k + j. Un telle configuration de points est notée Hsjk

Proposition 2.6. Soitn =2, alorsil existe (s, j, k) € N3 tels quen = 3s2+3s+1+(s+ Dk+j.
Pour la configuration Hsj'k, on définit H(n) par
1)
2 . .
_ jky, | 95°+3s sij=k=0
Hn) = En(H; )l ‘{ 952 +3s+(3s+2)k—1+3j sij+k#0

2) De plus,ona H(n) = |3n—+v12n-3].

Démonstration.
La décomposition 7 =3s? +3s+1+ (s + 1)k + j découle de la construction ci-dessus.
1))

e Sij=k=0,
Soit vs1 la suite des IEn(H?’O)I = |E332+33+1(H2’0)|.
— Pour s =0, c’est-a-dire pour u,, il y a 0 arétes créées, il n'y a qu'un point dans le plan
donc v; =0.

— Sinon,onaVseN*, ve 1 = vs+18s—6.
En effet, si vs est connu, pour ajouter les arétes permettant de créer vy, on ajoute
au graphe de v, les arétes qui lient 'hexagone "extérieur" de coté s+1 avec le graphe
de v, qui sont au nombrede 6+2-6(s—1).
Les arétes entre les points de cet hexagone extérieur sont au nombre des points sur
cette couche extérieur c’est a dire 6(s—1) +6 =65

Ainsi, Vg4 = Vs +12(s— 1) +6+65 = |E,(HY?)|

Puis par somme téléscopique on trouve bien
Vg1 = 9s% +3s
e Sij+k#0,
. . jik jk
Soit rg1 la suite des |E, (Hy )| = [E3g2435414(s+1)k+j (Hs I
On rajoute alors a 952 + 3s le nombre d’arétes entre les points de la couche compléte et

de la couche "nouvelle" incompléte (au nombre de 2sk + k) ainsi que les arétes entre les
points sur cette derniére (au nombre de (s+1)k+ j—1).

Ainsi, on obtient rg,; = 95* +35+ (35 +2)k—1+3j = |En(HSj’k)|

2)
¢ Sij=k=0,

13n—v121n—3] = [3(3s%+3s+1)=\V/12(352 + 35+ 1) — 3] = |95°+95+3—/ (65 +3)2| = 9s°+3s = H(n)
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2.4

Sij+k#0,alorsona, ennotant X =3n—+v12n-3,

H(n)=9s>+3s+@Bs+2)k—-1+3j=|X] = H(n) - [X] =0

Or, X -1 < | X] < X implique que
Hn)—-|X]=0<= Hn)-X<HnN-|X|<Hn)-X+1

Or, H(n)—|X] € Z donc pour montrer que H(n) = | X| il faut montrer que -1 < H(n)— X <
0.
Ensuite,

Hn)-3n+v12n-3<0<— (H(n)—-3n—-v12n-3)(H(n)-3n+v12n-3)=0

— (Hn)-3n)*-(12n-3)20 <=7+ k*+125—4k—-12j=0

Cequiestvraicar s> jetk?—4k+7=k*-4k+4=(k-2)>=0

Ainsi, on a prouvé que H(n) — X <0.

De laméme maniere, on obtient en multipliant par le conjugué le fait que H(n)—X+1 > 0.
En effet,

Hn)-3n+1+v12n-3>0<— (Hn)-3n+1+vVv12n-3)(Hn)—-3n+1-v12n-3) <0
< k(k—6)<12j cequiestvraicarke[0;5],j=0etj+k#0, ce qui conclut.

La preuve de Heitmann et Radin

Théoréme 2.7. Théoréme d’Harborth, ¥Vn € N*

M(n)=H(n)=|3n—+v12n-3|

Preuve : Pour 1 < n < 4, il est facile d’expliciter précisément quelle configuration maximise
le nombre d’arétes.

Sin=1,iln’yapas d’arétes.

Si n = 2, la configuration maximale est celle ot il y a 1 arétes donc M(2) =1 et H(2) =
16 — V21| =1 donc M(2) = H(2).

Si n = 3, la configuration maximale est un triangle, il y a donc 3 arétes, et H(3) = |9 —
v33] =3 donc M(3) = H(3).

Si n = 4, la configuration maximale comporte 5 arétes (2 triangles équilatéraux cotes a
cotes) et H(4) = |12 —-+v/45] =5 donc M(5) = H(5).

Supposons que n =5
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Toutes les propositions, définitions qui suivent rentrent dans le cadre de la preuve du théo-
réme d’Harborth.

Soit X}, une configuration maximale de n disques. Elle restera maximale pendant toute la preuve,
ainsi M (n) = |E,(X,)| = | Ey|

Définition 2.8. Un polygone simple est un polygone dont deux arétes (géométriques) non
consécutives ne se recoupent pas et deux arétes consécutives n'ont en commun qu'un seul
point.

Proposition 2.9. Soit X;, une configuration maximale, alors pour tout x € X,,, Ay # z # x
tel que{x, y} et {x, z} appartiennent a E,,.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas, alors il existe une configuration maximale
a n points avec au moins 1 point qui n’est pas relié a 2 autres disques. Or, il suffit de "connecter"
ce point de sorte a créer un triangle équilatéral avec deux autres points a distance 1. Cette mani-
pulation est forcément possible car le plan est infini et si au moins deux points sont a distance 1
(nécessaire pour une configuration maximale), cela crée la possibilité de changer le point initial
de place et ainsi de créer une aréte en plus.

La configuration initiale n’est pas maximale, ce qui est absurde. O

Par suite,

* G, estun graphe constitué de recollements de polygones connectés, il est donc connexe.
Si ce n’était pas le cas, il ne serait pas d'un seul tenant et donc recoller les différents poly-
gones ou points créerai plus d’arétes.

e Son bord, noté B avec un nombre d’arétes b, est un polygone simple. Cette derniere pro-
priété, dont on omet volontairement les détails ici par soucis ce concision, n’a pas été
démontrée dans la preuve donnée par Heitmann et Radin dans [10] mais I’a été plus tard,
notamment dans I'article de De Luca et Friesecke, [6].

Lemme 2.10. Formule d’Euler
Si f est le nombre de face, c’est a dire le nombre de zones du plan délimitées par des arétes,
d’'un graphe connexe, a son nombre d’'arétes et n son nombre de sommets (n = 1) alors,

n+f=a+2

Démonstration. Par récurrence sur le nombre d’arétes,
e Sia=0,ilyalsommet, 1 face (le plan) donc 2 = 2.

* Montrons désormais qu’a chaque ajout d’arétes, n + f — a reste inchangée.
Sile sommet d’arrivée de I'aréte n’existe pas, on le rajoute d'ou n+1+ f—(a+1) =s+f—a
reste inchangée (pas de faces créées car la nouvelle aréte ne coupe aucune face en deux.)
Si le sommet d’arrivée de I'aréte existe, on rajoute seulement une aréte dou n+ f +1 —
(a+1)=n+ f —a (lanouvelle aréte coupe la face en 2).
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Remarque 2.11. Dans le cas de notre preuve, la face extérieure a B le bord ne nous intéresse
pas, ainsi on a
n+f=|E,(X,)|+1

ou f =) ; fi avec f; le nombre de faces polygonales a i cotés.
Nous allons démontrer le prochain lemme qui sera trés utile dans de nombreuses preuves par

la suite.
Rappelons que le nombre d’arétes sur le bord est b.

Lemme 2.12. |E,,(X;)|<3n—b-3

Démonstration. Sil'on compte le nombre d’arétes de tous les polygones un par un, ceux qui
sont sur le bord sont comptés 1 fois et ceux aux milieu 2 fois d’ou,

b+2(E,(X)|-Db) =3fs+4fs+..23f
Puis, a 'aide la formule d’Euler,
n-b=|E,(X;)|+3-2n

c’est a dire
|En(X)|<3n—-b-3
|

Nous désignerons désormais par sommet de type j un point contenu dans exactement j arétes,
et nous noterons k; le nombre de sommets de type j sur le bord B.

Lemme 2.13. La somme de tout les angles intérieurs du bord B est plus grande ou égale a

2—-1 3-1 4-1 5-1
( )ﬂb+( )nh+( )ﬂh+( )7r]C5
3 3 3 3

Démonstration. Ona b = ky + ks + kg + ks.

En effet, au-dela de 5 arétes, c’est-a dire 6, le sommet serait a l'intérieur de la configuration,
donc pas sur le bord.

Ce sont des polygones ol le nombre de c6tés est supérieur ou égal a 3 et 'angle entre chaque
aréte est au moins % car autrement le potentiel serait infini, ce qui serait catastrophique pour
une configuration maximale (ou minimale pour |'énergie).

Pour chaque sommet de type j sur le bord,

son angle intérieur dans le polygone englobant
. (j—-Dm
tout les autres vaut au moins ~-———-

Exemple ci-contre avec j = 3 aréteset a + § =
2m

3
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Ainsi, la somme de tout les angles intérieurs est plus grande ou égale a

2—-1 3-1 4-1 5-1
( )ﬂb+( )n&+( )ﬂh+( )nk5
3 3 3 3

Lemme 2.14. La somme des angles intérieurs de tout polygone simple a n cotés vaut (n —
2)m.

Démonstration.

Tout polygone se décompose comme une réunion de triangle. On appelle cela la triangulation
d’un polygone.?

Soit un polygone a n cotés, alors en créant un triangle(équilatéral de c6té 1 pour que cela soit
adaptable a notre graphe G,), il reste n — 1 points pour former des triangles et ainsi de suite,
jusqu’a ce qu’il ne reste qu'un seul triangle, pour les 3 points restant.

On a alors bien (n - 2) triangles formés, donc une somme qui vaut (n —2)7. O

Ainsi, la somme de tous les angles internes de G,, est

b/ 27 3 41
(b-2)m = §k2+ ?kg-l- ?k4+ ?k5

- 3
Donc en multipliant par — on trouve
m

3b—6=ky+2ks+3ks +4ks.

SiI'on retire les points du bord, on obtient une configuration X/, telle que son nombre E/, (X))
d’arétes vérifie
|Ep (X)) = | En(Xn)| = b= (ks + 2kq + 3ks),
c’est a dire
|En(Xp)| = |EL(X!)| + ko + 2ks + 3ky + 4ks < |E, (X)) +3b —6.

Remarque 2.15. La proposition suivante, grace a la relation de récurrence obtenue précédem-
ment permet de conclure la preuve du théoréme d’Harborth.

En effet, si M(n) < 3n—v12n -3, alors, puisque la configuration X, est maximale, M(n) est
plus grand que IEn(Hg'k)I = H(n) = |3n—+v12n—-3] qui est le nombre d’arétes de la partie pré-
cédente.

Donc,

B3n—V12n-3]|<Mn)<3n—-v12n-3

C’est a dire, puisque M(n) est un nombre entier :

Mmn)=H(n)=[3n—Vv12n-3].

Proposition 2.16. Vn>=5, M(n)<3n—-+v12n-3.

2Bernard Chazelle montra en 1991 que tout polygone simple peut étre triangulé en un temps linéaire.[14]
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Démonstration.
On considere deux cas :

e Sib=n, alors, d’apres le Lemme 2.12, |E,(X,)|<3n-n—-3=3n—-(n+3)
Donc

6—-v12 6+v12
|E,(X))|=M(n)<3n-v12n-3 12n—3sn+3(=>( Z\/_—n)( 2 —n)zO

<=>n23+\/§ ou ns3—\/§

Ainsi, n doit étre plus grand ou égal a 5 ce qui est vrai donc on a bien le résultat attendu.

* Si b # n, montrons par récurrence forte le résultat pour n € N
-On a montré au début de la preuve que si 1 < n < 4, alors M(n) =3n—-+v12n -3 donc
M(n)=3n-v12n-3
-Sinon, si n = 5 supposons avoir que Yk € [0;n— 1], M(k) <3k—V12k—-3
Alors,

M(n) <|E,(X,)|+3b—6=M(n-b)+3b-6<3n-6-(3(n—b)—\/12(n—n) -3)

Puisque |E,(X,)|=Mn)<3n—-b-3,

M(n)<3n-6—-@(n-b)—12(n—-b)—3)<3n—6—/12(M(n)+3-2n) -3
Puis en réarrangeant les termes, on arrive au fait que
M?(n)-6nM(n) +9n* —12n+3 = 0.

Ce polynéme en M(n) a des racines en M(n) =3n++v12n-3 et puisque le coeffi-
cient dominant est positif, le polyndme est positif pour M(n) =3n++v12n—-3 et M(n) <

3n—v12n-3.

On peut exclure le cas ot M(n) = 3n+ v12n—-3 car M(n) < 3n. En effet, si M(n) = 3n,
alors au moins 3 arétes partent de chaque point et puisque une aréte est partagée par
précisément 2 points et qu’aucun point ne peut recevoir plus de 6 arétes, chaque point
est relié a au moins 6 arétes, ce qui est impossible, notamment pour les points du bord.

Ainsi, on a montré que M(n) <3n-+v12n-3.
L]

Nous savons désormais que si X, est une configuration maximale, elle contient H(n) arétes et
nous avons trouvé une configuration dans la partie précédente qui contenait précisément ce
nombre d’arétes.

Théoreme 2.17. Pour toute configuration maximale X,,, n =5,

1) X,, est une sous-partie du réseau triangulaire, fermée par un polygone simple.

2) Une configuration minimisant l'énergie est donnée par H 05 (voir Proposition 2.6).
3) De plus, I'énergie minimale est alors —|3n—+v/12n—3].
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Démonstration.

1) Supposons par I'absurde que 7 soit le plus petit entier positif pour lequel il existe une confi-
guration maximale avec des polygones non-triangulaires, c’est a dire 3j = 4, f; # 0.

Notons A la somme du nombre d’arétes en plus de 3 pour le(s) polygone(s) comptant plus de 3
arétes. On a alors A= 1.

Par suite, d’apres la formule d’Euler, en comptant la somme de toutes les arétes de tout les po-
lygones dans G,

b+2(E,(Xp)|—-b)=3f3+4f1+..=23f+ A=3(E,(Xp)|+1-n)+ A

C’est a dire,

Bn-b=32 |Ey(X,)|+ A= |E; (X, +1]

On a deux cas, puisque il y a un polygone autre qu'un triangle dans G,

e Sile polygone possede une aréte sur le bord, alors 3b—6 > kp +2ks +3ky + 4 k5
En effet, cette inégalité était une égalité si et seulement si chaque angle intérieur valait
(j-Dnm

3
suit, en retirant de la méme maniére les points sur le bord, que |E,(X,)| = |E},(X))|+ ko +

2ks + 3ky +4ks d’ou grace a 'inégalité ci-dessus

, impossible désormais puisque cela ne vaut que pour des triangles. Alors, il s’en-

|En(Xp)|+1<|E (X)) +3b—6

Alors, comme dans la récurrence forte de la preuve précédente, puisque |E;,(X},)| < M(n—
b), et en utilisant la formule encadrée ci-dessus,

|[En(Xp)|+1<3n—-6- \/IZ(IEH(X,Z)I +1)+33-24n.

* Sile polygone n'a pas d’arétes sur le bord,
Par minimalité de n, |E},(X])| ne peut étre maximal car alors, X, ne serait plus la confi-
guration contenant un polygone différent d'un triangle avec le moins de points possible,
car ce serait | E},(X)))|. Ainsi, |E},(X;)| < M(n—b) +1
Alors, comme dans la preuve précédente avec cette légere modification, on a |E},(X])| <
M(n-b),

|En(Xn)| +1<3n-6—+/12(|E,(X,))| + 1) +33 —24n.

Par suite, nous avons dans les deux cas cette inégalité, et comme dans la preuve précé-
dente, elle implique |E,(X,)|+1<3n—-v12n—-3i.e|E,(X,)|<3n—-v12n-3-1.

Ceci contredit la maximalité de C car |E,(X,,)| < M(n) =3n—-+v12n -3 et donc prouve la
premiére partie du théoreme.

2) 11 a été montré que la configuration H S] k posséde exactement [3n —v/12n — 3] arétes, et c’est
donc bien une configuration minimisante.

3) Lénergie minimale E(xy,...,X,) = % Z Vur(llx; — xj2) est alors

i#]
1 Z 1 1
B )= 5 ) Vim(lxi =2 =2 Y. (=) =2x (=1) x |Ey(Xa)| = =130~ V120 =3
i#] i#j
i —x;jll=1
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Remarque 2.18. Ainsi, nous avons trouvé une configuration maximale, 'hexagone parfait avec
une couche extérieure incomplete mais cette derniere n’est pas forcément unique, il peut en
exister d’autres qui contiennent le méme nombre de points. Lunicité du minimiseur n’est donc
pas acquise.

Pour plus de précisions, [7] donne plusieurs cas ou la configuration est belle et bien unique.

2.5 Le “soft potential”

On consideére désormais le “soft potential”, proposé par Radin dans [11], comme décrit plus
haut par

+00 si0=x<1
VR(x) =4 24x-25 silsx<2
0 sixz%

Contrairement au potentiel a sphéres dures Vjr ot il était tout de suite clair que les configura-
tions minimisant 'énergie étaient constituées de points a distance 1, le probleme de minimi-
sation d’énergie n'est pas modélisable comme un probleme de maximisation de tangence de
disques. On peut en effet imaginer que I’on puisse mettre plus de 6 atomes autour d'un autre a

25
des distances comprises entre 1 et ” (pour les atomes pas sur les bords et sans pour autant que
la distance entre chaque atomes soit inférieure a 1) et donc avoir une énergie globale plus faible.

Lexemple ci-contre, qui n’est pas a 1'échelle,
illustre la possibilité d’'une configuration ou

I'ensemble des arétes noires pourrait per- b
mettre une énergie globale inférieure a 1'en-
semble des arétes rouges(ce qui est en réalité Ab

pas le cas).

Une configuration minimale est une configuration qui minimise I’énergie

E(xq1,...,x,) = % Z VR(llx; — xll2), alors on a le résultat suivant.
i#]

Théoreme 2.19.
L'énergie de toute configuration minimale a n points vaut —|3n—+v/'12n - 3].
Les longueurs des arétes entre les points de cette configuration sont toutes de longueur 1.

Démonstration. La preuve, donnée dans [11], est assez semblable a celle pour le potentiel a
spheres dures, a ceci-prés que 'on se focalise plus sur I'énergie minimale que sur le nombre
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d’arétes. On ne l'explicitera pas dans ce TIPE pour des raisons de longueur et car la preuve
donnée est déja claire. O

On est alors ramené au probleme de maximisation de tangence de disques du potentiel a spheres
dures d’ouy,

Théoreme 2.20. Toute configuration de points X, minimisant l'énergie est une sous partie
du réseau triangulaire fermé par un polygone simple. De plus, une configuration minimi-
sant U'énergie est donnée par H i (voir Proposition 2.6).

Démonstration. Voir la preuve du Théoreme 2.17 puis de la Proposition 2.6. O

3 Le probleme avec une norme quelconque

3.1 Norme quelconque

Soit | - || une norme quelconque sur R?. On considére 1'énergie d’interaction suivante, oi1 Viyg
est le potentiel a sphéres dures :

1

n
5 Y Vir(llx; = x;1D).

i#]

VXn = (xl)---rxn)) E|||| (xl;---;xn) =

On considere encore une fois le graphe G, = (X;,, E;;) associé a une configuration de points X,
ettelsque Vi # j, {x;,xj}€E, < |xi—xjll=1.

Ainsi, déterminer le minimum de Ej.; parmi toutes les configurations X, € (R?)" est la méme
chose que de déterminer une configuration de graphe maximal, i.e. X;, tel que |E}| soit maxi-
mal.

Ce probleme a été étudié par Brass dans [5] et nous donne une réponse complete. On note K.
le kissing number, c’est-a-dire le nombre maximal de points {y;};e;, I =N, que I'on peut placer
sur la sphere unité Sj.; pour la norme | - | et tels que, par convention ici, Vi,{y;, yi+1} € Ej, et

YminI = YmaxI+1-

Exemple 3.1. Avec la norme euclidienne, le kissing number est 6. Une telle configuration
est donnée par exemple par Hf 0 voir la Définition 2.1.

Pour montrer que K., = 6, supposons par I'absurde qu'il y ait au moins 7 points autour
d’un point. Alors, I'arc crée par ’ensemble des arétes entre les points sur le disque unité
doit étre nécessairement de longueur supérieure ou égale a 7. Or, I'arc de cercle entre
deux points consécutifs sur le disque unité est de longueur supérieur a I'aréte entre ces
deux points donc le cercle unité(ou une partie du cercle unité) devrait avoir une longueur
supérieur ou égale a 7. Absurde car le périmetre d'un cercle de rayon 1 est 27 = 6, 28.

De plus, on a le résultat suivant.
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Théoreéme 3.2 (Brass, [5]). SiSy.| est un parallélogramme, alors
* Ky =8,
* Tout graphe maximal est tel que |E,| = |4n—+v28n—12],

e Tout graphe maximal (X, E,,) est tel que, a transformation affine prés, X, c 7.

Au premier abord, on peut se dire que le minimiseur repose sur le réseau carré et est fermé par
un carré, ce qui n'est pourtant pas le cas comme en témoigne I'’exemple ci-contre avec 16 points.

Exemple 3.3.

Configuration maximale a 16 points et Configuration non maximale a 16 points
43 arétes. et 42 arétes.

Remarque 3.4. Brass a en fait donné une construction d'un tel minimiseur, avec pour base un

octogone et un rajout de couches bien particulier (aucun détail n’est donné dans ce TIPE pour
des raisons de longueur de rédaction).

Théoreme 3.5 (Brass, [5]).

Si Sy.| n'est pas un parallélogramme, alors
* Ky =6,
* Tout graphe maximal est tel que |E,| = |13n—+v12n—-3],

* Tout graphe maximal (X, E,) est tel que, a transformation affine pres, X, c A;.

Remarque 3.6. La construction de X,, c A, a partir d'un hexagone et par rajout de couches
successives, est celle donnée dans ce TIPE dans le cas du réseau triangulaire. Voir I’ensemble
H] * dans1a remarque 2.3.

On a de plus le résultat suivant :
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Théoreme 3.7. Soit || - | une norme, il existe un réseau L. de R? — celui dont une sous-
partie donne la configuration optimale de points — tel que

rnln E”"()(n)

. Xnc@®)" Ky _ 1
lim == == E % .
n—+oo n 2 2 peL“_” HR(”p”)
p#0

On dit alors que L. est un minimiseur deE.| au sens de la limite thermodynamique.

Démonstration.
Notons d’abord que 'on a

n

1 1
Ej (X)) = ZVHR(sz xill) == 5 Y (_1):_52'|En|:_|En|
z#] i#]
llx;—xjll=1

Pour un graphe maximale (X}, E,;), on connait le nombre d’arétes d’ot :
* Si §j.j estun parallélogramme alors K.y =8 et |E,| = [4n—+v28n—-12] d'ot,
—V28n—-12-1<|E,;|=4n—-v28n-12| <4n—-v28n-12

C’est a dire
-v28n-12-1 < |Eyl - 4n—-+v28n-12
n n n
Alors par théoréme des gendarmes,

min E”"()(n)
E X, c(R2)"
Bl =4, donc lim <® =—-4

n—+oo n n—+oo n

* Si §j.| n'est pas un parallélogramme alors K.y =6 et |E,| = [3n—-+v12n-3] d’ou,
3n—-Vv12n-3-1<|E,;|=13n-V12n-3]<3n-v12n-3

C’est a dire

—vV12n-3-1 - |Ep| - 3n—-v12n-3
n n n
Alors par théoréme des gendarmes,

min E”"(}(n)
E X, c(R2)"
li Bl =3, donc 11 <® =-3
n—+oco n +00 n
Ainsi, on a bien,
min E””()(n)
. Xpc®)n Ky
lim =_
n—+oo n 2

La derniere égalité est évidente puisque la sommation sur I'ensemble des points du réseaux (a
part!’origine) est uniquement la sommation sur les 6 ou 8 points qui sont sur Sy.j. O
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Construction d’'une norme telle qu'un réseau donné soit minimisant.
Soit un réseau quelconque de R? qui peut étre écrit L = Zu® Zv tel que (cf [8])

T
u=(u,0), v=(1,v2)€R, xR:, >0, (u,v)e[g,g.

Alors on cherche une norme || - | sur R? telle que Sj.; soit un parallélogramme dont I'enveloppe
convexe contient I'origine et qui passe par les points (u1,0), (vy, v2) (v1 — uy, v2) et (U + vy, V2).
Pour avoir un tel parallélogramme, on peut choisir une norme | - | telle que,

V(x,y) €R?, |(x,y)| =max(lax +byl,lcx+dyl) (a,b,c,d) eR*

Avec de telle notations,

Proposition 3.8. Si||(u1,0)[ = [[(v1, v2) |l = (w1 + v1, v2) | = [ (v1 — w1, v2) || = 1 alors
1 v 1 1 v 1
(a)byc)d):(_r_ L )Oyi_) ou (arbyc)d):(__r L )Oyi_)
up Uiz U2 up u1vz U2
ou
1 1 —-v 1 -1 v
(a’b)cyd) :(O)i_)_y—l) ou (aybyc)d) :(O)i_)_)—l
UV Uy U102 Uy Uy U102
Démonstration. On va procéder par analyse synthese.
Analyse : Soit (a, b, ¢, d) € R* tels que

1=1(u1,0)| =max(lau;l,|cu;l) 3.1

= (v1, v2) | = max(lavy + bvs|,|cu; + dvs|) (3.2)

= |[(uy + v1, v2) Il = max(la(uy + v1) + bva|,lc(uy + v1) + dval) (3.3)

= [[(v1 — u1, v2) Il = max(la(vy — u1) + bva|,lc(v1 — wq) + dvsl) (3.4)

(3.1) implique que |a| = u% oulc|= u%
. 1
e Silal|=—,
1231
. 1 . ) U1
- Sia=—,alors (3.2) implique que max||— + bva|,|cu; +duvy|| =1

Uy 1231

1 v
Si%+bv2‘:1alorsd:i—— L
1 (%) [Z5R %)
. 1 1 o
* Sid=+—— , alors d ne satisfait pas (3.3).
UV U2
. 1 U1 e
* Si d = —— — —— alors d ne satisfait pas (3.4).
1%} 1250 %)

Ainsi, |cu; +duvy| =1

x Si n + bvy # 0 alors (3.3) et (3.4) implique |c(u; + v1) +dva| =1 =|c(v; — up) +

u
dvs| =|cv1+duvy|
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. 1
Alors nécessairement c=0etd = —.
U2

De plus, on a alors | — 1+ % +bvy<let|l+ % + bvy| <1 C'est A dire en dé-
veloppant les valeurs absolues de ces deux inéquations puis en les arrangeant
comme il convient,

U1 [ L g1 .
—— < bvy, < —— c'estadire — + bv, = 0 ce qui est absurde.
231 221 221
. -
Sib= , alors ¢ =0.
23R %)
) . il dvz
Supposons par I'absurde que ¢ # 0, alors puisque |cu; +dv2| =1, c= — - —
U1 4]

c’est a dire en réinjectant dans (3.3) et (3.4)ona|+1+cujl<let|+1—cu|<1.

Alors, pourlecas +,ona-2<cu;<0et0<cu;<2douc=0
De la méme maniére pour le cas —, ¢ =0
Alors,d =L oud=-1

12 12}

Ainsi,
1 v 1 1 v 1
(arb)c)d) = (_v_ L )Or_) ou (a)bycrd) = (_)_ L }0)__)
u AR %) %) 25} uyv2 (%)
1
— Si a=——, les calculs sont semblables et on trouve
221
1 v 1 1 v 1
(a)bycyd) = (__’ L )0)_) ou (a)byc)d) = (__) L )01__)
upr U2 1%} up Ui %)

1
e Si|c| = —, les calculs sont les mémes, on permute simplement (a, b) et (¢, d) d’'ou

U
1 1 -v 1 1 -v
(a) br c, d) = (Oy_r ) . (a) b) c, d) = (0)__y ) .
UV U1 U102 UV U1 UIV2
1 -1 v 1 -1 v
(a) b) c, d) = (0)_) - L (a) b) c, d) = (O)__! — L
Vo U1 U1V2 Vo U1 U1V2

Syntheése : Réciproquement, on vérifie facilement que de telles valeurs satisfont bien les condi-
tions (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4).

Tous ces 8 couples de points donnent la méme norme, et donc

Y (x,y) € R?, Mmyw=nmX(

1

U2

U1

1
_x_
U

)

uyv,

O

y

|

Exemple de boule unité pour la norme

HMJW:mu(

x8\
57|’

5
4y

|

~ . 2 2 4
a partirduréseau L=7(1,0)® Z (5, =
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Remarque 3.9.
e Tout minimiseur de E|.; est une sous-partie de L,

i min E||.||(Xn) :—L4n—v28n—12 ,

Xpc(®)"
* L est un minimiseur de Ej.| au sens de la limite thermodynamique.

On a désormais deux manieres d’avoir A comme minimiseur, puisque I’on peut aussi construire
une norme dont la sphere unité est un parallélogramme a partir de ce réseau :

1. Soit en choisissant || - || = || - |2, comme on I’a vu dans la deuxiéme partie de ce TIPE.

2. Soit en choisissant || - || définie par V(x, y) € R?, | (x, Y = max(|x - %yl, I%yl)
On utilise en effet la norme ci-dessus avec A, =7 (1,0) & Z (%, @)

La différence est que le minimiseur pour n fixé n’est pas le méme, le premier ayant pour base

un hexagone, le second un octogone.

e D

Exemple 3.10.

\VAVAVAV/ Av2vee

Une configuration optimale a 16 points
pour | - [|2.

La configuration optimale a 16 points
pour la norme || - || construite a partir du
réseau A,.

3.2 Normep

Si on se restreint aux normes p, ou p = 1, définies par

V) eR% I »ll, = {/NxIP+1ylIP, et [(x ¥)lloo = max(x], 1y,
on a le résultat suivant qui découle de la partie précédente :

* si p € {l,00}, alors Sy, est un parallélogramme (c’est en fait un carré) et donc I'énergie
minimale et le minimiseur sont donnés par le cas K. = 8.

* si p>1estunréel, alors S)., n'est pas un parallélogramme et donc I'énergie minimale et
le minimiseur sont donnés par le cas K| = 6. C’est le cas par exemple pour p =2 comme
vu précédemment.
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En particulier, pour le deuxieme cas, on peut déterminer un réseau L, dont le minimiseur de
E|.|, estune sous-partie, c’est-a-dire celui vérifiant K., = 6.

1 1\P\»
Proposition 3.11. Vp>1,L,=7(1,0)8Z (E’ (1 _ (5) )n)

1
1 1\P\»
Démonstration. Ona a:=(1,0) € Sy, et b:= (5, (1 - (5) ) ) €Sy,

1 1\P\7 1 1\P\5
De plus [[(a—b)| = | > (1— (5) ) | =1 donc (E»_(l - (5) )p) € S,
Leurs symétriques par rapport a l'origine appartiennent donc aussi a §j.j,. On a donc les 6
points du kissing number.
Ainsi, tous les points a distance 1 dans la configuration sont des combinaisons entieres de a et
b donc finalement,
1

1 P\»
L,=Za®Zb=27(1,0)8Z 5,(1—(5) ) .

3.3 Perspectives

* On pourrait imaginer considérer le probleme du “Soft disk" avec une norme quelconque,
c’est a dire minimiser I'énergie Eg . définie par

1
V(X100 Xn) € RD)",  Ep (X1, .eey X) = > > Ve(llxi — x;1).
i#]

Il est alors probable que % ne soit plus I'abscisse adéquate annulant le potentiel en général (il
I’était pour || - |2 a cause de la structure de Ay), mais qu'il doive étre remplacé par un réel x|
dépendant de la norme | - || (et donc du réseau Lj.). Dans tous les cas, il semble tres probable
qu'il existe x;. > 1 tel que toute configuration minimisante soit une partie du réseau L. .

* Cette derniere partie du TIPE, avec des détails supplémentaires, donnera lieu a un court
article qui sera soumis a un journal a comité de lecture et sera disponible gratuitement
sur la plateforme Arxiv.
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