
Actions de groupes et exemples 
de dénombrement

Niloé Le Marrec Fargeot
Encadré par Serge Parmentier

À l’Université Claude Bernard Lyon 1

1



Sommaire
Remerciements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠3

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠3

Chapitre 1 - Premières notions sur les groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠4
1. Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠4

a) Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠4
b) Sous-groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠5

2. Morphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠6
3. Sous-groupes engendrés et propriétés liées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠8

Chapitre 2 - Équivalence modulo un sous-groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠11
1. Généralités et congruence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠11
2. Sous-groupe distingué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠12
3. Groupe quotient et théorème d’isomorphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠13

Chapitre 3 - Actions de Groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠15
1. Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠15

a) Actions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠15
b) Orbites et stabilisateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠15

2. Orbites, théorème de Lagrange et |𝑂𝑥| = |𝐺|
|𝑆𝑡𝑎𝑏𝑥|  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠16

3. Lemme de Cauchy-Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠18

Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠20
1. Dénombrement des Grassmanniennes 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠20

2. Parenthèses sur les 𝑝-analogues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠21

3. Dénombrement des lagrangiens d’un 𝔽𝑝-espace vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠21
a) Notions : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠21

b) Étude de l’action de 𝑆𝑝(𝐸) sur les sous-espaces lagrangiens de 𝐸 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠24
4. Dénombrement des serviettes à carreaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠26

a) Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠26
b) Calcul et dissociation de cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠26
c) Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠28

Annexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠29
1. Anneaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠29

2. Compléments sur ℤ/𝑛ℤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠29
3. Compléments sur l’ordre des éléments d’un groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠31

4. Quelques notions sur le groupe 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠32
5. Rappels sur les relations d’équivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠33

Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠34

Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠34

2



Remerciements

Ce Travail d’Initiative Personnelle Encadré (TIPE) a été permis par l’encadrement de Serge Parmentier, 
enseignant-chercheur à l’université Claude Bernard Lyon 1. Je le remercie donc tout particulièrement 
pour ses explications patientes et précises ainsi que pour les nombreuses relectures attentives de ce 
document. Je remercie également Laurent Bétermin, également enseignant-chercheur dans la même 
université, pour m’avoir mis en contact avec S. Parmentier. Pour ce TIPE, j’ai utilisé les notes écrites 
par S. Parmentier(1) mais également le livre-cours Algèbre: Théorie des Groupes d’Anne Cortella(2), je la 
remercie en conséquence.
Le site web Bibmath.net(3) m’a été également utile pour intégrer les différentes notions à travers de 
nombreux exercices. Enfin, je souhaite remercier mon ami Loïck Bihan-Faou qui m’a aidé en rédigeant 
certaines parties des Annexes qui sont toutes particulièrement classiques mais longues à écrire.

Introduction

La combinatoire est un domaine ancien, étudié par les mathématiciens depuis l’Antiquité. Chrysippe 
de Soles, philosophe de Grèce antique, affirmait qu’avec dix propositions simples, on pouvait former 
103 049 propositions composées. Ce résultat n’a été redémontré qu’en 1994 et correspond au nombre 
de parenthésages d’une liste de 10 éléments. Entre ces deux évènements, les techniques mathématiques 
pour dénombrer des ensembles se sont fortement étoffées. Ainsi la notion de groupes, s’est aussi 
retrouvé dans la boîte à outils des mathématiciens.
Généralisée et formalisée autour des années 1870, elle est particulièrement centrale dans les mathé
matiques modernes. On visualise souvent les groupes par leur action sur un ensemble car ce sont des 
notions intrinséquement liées. Ainsi, nous allons ici étudier la relation entre actions de groupes et 
dénombrement d’ensembles à l’aide d’orbites, de stabilisateurs et du très célèbre théorème de Lagrange.
Nous verrons l’exemple des Grassmanniennes, des sous-espaces lagrangiens mais également un énoncé 

personnel qui étudie l’action du groupe diédral 𝐷4 sur un ensemble de grilles colorées.

3



Chapitre 1 - Premières notions sur les groupes

1. Généralités
Les notions de ce chapitre sont les premières briques de la théorie des groupes. Ces différentes 
définitions, propositions et théorèmes viennent en premier lieux du livre d’Anne Cortella(2). Quelques 
notions et démonstrations sont quant à elles reprises des notes de S. Parmentier(1).

a) Définition

Définition  

Soit 𝐺 un ensemble non-vide. On dit qu’une loi de composition interne 𝐺×𝐺→𝐺
(𝑔,ℎ) ↦𝑔⋅ℎ est une loi de 

groupe si :

1. ∀𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, (𝑓 ⋅ 𝑔) ⋅ ℎ = 𝑓 ⋅ (𝑔 ⋅ ℎ) (associativité)

2. ∃𝑒 ∈ 𝐺, ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑒 ⋅ 𝑔 = 𝑔 ⋅ 𝑒 = 𝑒 (neutre)

3. ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∃ℎ ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ ℎ = ℎ ⋅ 𝑔 = 𝑒 (inverse)

Proposition  

1. Le neutre de 𝐺 est unique.

2. L’inverse d’un élément de 𝐺 est unique.

Démonstration : Prenons le groupe (𝐺, ⋅)
1. Supposons qu’il existe deux éléments neutres 𝑒 et 𝑒′ de 𝐺. D’après les propriétés des éléments 

neutres : 𝑒 = 𝑒 ⋅ 𝑒′ = 𝑒′. Le neutre est donc unique.

2. Soit 𝑔 ∈ 𝐺. Supposons qu’il existe deux inverses ℎ et 𝑡 de 𝑔 c’est-à-dire

ℎ ⋅ 𝑔 = 𝑔 ⋅ ℎ = 𝑒 et 𝑡 ⋅ 𝑔 = 𝑔 ⋅ 𝑡 = 𝑒

Alors

ℎ = ℎ ⋅ 𝑒 = ℎ ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑡 = 𝑒 ⋅ 𝑡 = 𝑡

Ainsi, ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∃!ℎ ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ ℎ = ℎ ⋅ 𝑔 = 𝑒.

□

Remarque : On dit qu’un groupe est commutatif ou abélien si sa loi interne est commutative. Dans ce 

cas, on note souvent la loi additivement (+) au lieu de multiplicativement (× ou ⋅).

Exemples :

• (ℤ, +)
L’addition de deux entiers relatifs est associative, a pour neutre 0 et a toujours un inverse

(∀𝑥 ∈ ℤ, −𝑥 + 𝑥 = 0). C’est donc évidemment un groupe.
• Prenons le carré ayant pour centre l’origine du repère orthonormé. Il est évident que les rotations 

d’angles 𝜋2 , 𝜋 et 3𝜋
2  conservent le carré tout comme les symétries axiales ayant pour axes : les droites 

passant par le milieu de deux arêtes opposées et les droites passant par deux sommets opposés.
En la posant comme loi multiplicative, la composition des rotations et des symétries permet de former 
un groupe car la loi est associative, a pour neutre l’identité et chaque élément a un inverse :
‣ Chaque symétrie est son propre inverse

‣ Si l’on note 𝑟 la rotation d’angle 𝜋
2  et que l’on adopte la notation commutative, on a que 𝑟2 est 

celle d’angle 𝜋 et 𝑟3 d’angle 3𝜋
2 . Or une rotation d’angle 2𝑘𝜋 est égale à l’identité donc la rotation 

d’angle 𝜋 est son inverse et les rotations 𝑟 et 𝑟3 sont inverses.

Dans la suite nous noterons ce groupe 𝐷4.
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1. Généralités

• (ℤ/𝑛ℤ, +)
Cet exemple sera observé dans la suite du TIPE et particulièrement dans une des annexes.

Définition  

On dit qu’un groupe (𝐺, ⋅) est fini si le cardinal de l’ensemble 𝐺 est fini. On appelle ordre le cardinal 

de 𝐺 et on le note |𝐺| ou Card(𝐺).

Notations
• Dans la majorité des cas, lorsque le contexte est clair, nous noterons le groupe (𝐺, ⋅) simplement par 

𝐺. De plus, la loi ⋅ est souvent écrite implicitement.

• Dans la suite de ce document, nous noterons 𝐺 un groupe de loi multiplicative et 𝑒 son élément 
neutre.

Lorsque 𝐺 est fini, on nomme table de Cayley de 𝐺 toute matrice (𝑔ℎ)𝑔,ℎ∈𝐺. Cette notion ne sera 
étudiée que très superficiellement mais il faut noter qu’elle permet de calculer facilement les groupes 
finis.

Exemples :

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Tableau 1. – Table du groupe ℤ/2ℤ.

× Id 𝑟 𝑟2 𝑟3

Id Id 𝑟 𝑟2 𝑟3

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 Id

𝑟2 𝑟2 𝑟3 Id 𝑟
𝑟3 𝑟3 Id 𝑟 𝑟2

Tableau 2. – Table de Cayley du groupe des rota

tions du carré, 𝑟 étant la rotation d’angle 𝜋2 .

Le groupe présenté dans la seconde table est un groupe inclus dans le groupe 𝐷4 des rotations et 

symétries d’un carré. Il nommé 𝐶4 par convention. Nous verrons ce que cela implique dans la partie 
concernant les sous-groupes.

On remarque également que si l’on fixe un élément 𝑔 de 𝐺 et qu’on le multiplie alternativement avec 

tous les autres éléments de 𝐺, on obtient l’application bijective

𝜑𝑔 : 𝐺 → 𝐺
𝑥 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

de réciproque 𝜑𝑔−1 . On observe ce phénomène sur les tables de Cayley car chaque colonne et chaque 
ligne de celles-ci ne comportent qu’une et une seule fois chaque élément.

Le caractère bijectif lié à cette caractéristique est très utile pour la structure de groupe.

b) Sous-groupes

La notion de sous-groupe a plusieurs utilités en théorie des groupes. Pour premier exemple, après avoir 
étudié quelques groupes classiques on s’aperçoit que nombre des groupes étudiés ultérieurement se
ront des sous-groupes de ces classiques. De plus, certains sous-groupes ont des propriétés particulières 
ou permettent des opérations très utiles comme le passage au quotient et le théorème d’isomorphisme 
que nous verrons au chapitre 2. Enfin, par Cayley (c’est un cas particulier du morphisme d’action - 

chap. 2), tout groupe fini d’ordre 𝑛 est isomorphe à un sous-groupe de 𝑆𝑛. Mais nous ne y intéresserons 
pas ici.
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1. Généralités

Définition  

Un sous-ensemble 𝐻  d’un groupe 𝐺 est dit sous-groupe de 𝐺 si et seulement si :

1. 𝐻  est non-vide

2. ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐻, 𝑔ℎ ∈ 𝐻
3. Tout élément de 𝐻  a son inverse dans 𝐻 .

Ainsi {𝑒} et 𝐺 lui-même sont des sous-groupes de 𝐺, appelés sous-groupes triviaux mais l’ensemble 

vide n’est pas un groupe. Si 𝐻  est un sous-groupe de 𝐺, on écrit : 𝐻 ⩽ 𝐺.

Exemple : Prenons (ℤ, +). Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ alors 𝑛ℤ = {𝑛 + … + 𝑛⏟
𝑘 fois

= 𝑘 × 𝑛 ∈ ℤ : 𝑘 ∈ ℤ} i.e. l’ensemble 

des multiples de 𝑛.

• 𝑒ℤ = 0 ∈ 𝑛ℤ car 0 × 𝑛 = 0 donc 𝑛ℤ est non-vide.

• Soit 𝑘 = 𝑙𝑛, 𝑘′ = 𝑙′𝑛 ∈ 𝑛ℤ alors 𝑘 + 𝑘′ = (𝑙 + 𝑙′)𝑛 ∈ 𝑛ℤ
• Prenons 𝑘 = 𝑙 × 𝑛 ∈ ℤ, −𝑘 = −𝑙𝑛 ∈ 𝑛ℤ et 𝑘 + (−𝑘) = −𝑘 + 𝑘 = 0.

Ainsi ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛ℤ ⩽ ℤ

Proposition  
Les conditions suivantes sont équivalentes à celle de la définition ci-dessus :

1. 𝐻  est non-vide

2. ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐻, 𝑔ℎ−1 ∈ 𝐻

Démonstration :  Supposons que les 3 points de la définition sont vrais.

La condition « 𝐻  est non-vide » reste la même.

Soit 𝑔, ℎ ∈ 𝐻  donc ℎ−1 ∈ 𝐻  et comme ∀𝑡, 𝑤 ∈ 𝐻, 𝑡𝑤 ∈ 𝐻 , alors ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐻, 𝑔ℎ−1 ∈ 𝐻 . La première 
implication est donc prouvée.

Supposons maintenant que 𝐻  est non-vide et ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐻, 𝑔ℎ−1 ∈ 𝐻 , montrons la réciproque.

Comme 𝐻  non-vide, ∃𝑔 ∈ 𝐻, 𝑔𝑔−1 ∈ 𝐻  donc 𝑒 ∈ 𝐻 .

Alors ∀𝑔 ∈ 𝐻, 𝑒 ⋅ 𝑔−1 = 𝑔−1 ∈ 𝐻
Soit 𝑔, ℎ ∈ 𝐻 , alors ℎ−1 ∈ 𝐻  donc 𝑔(ℎ−1)−1 = 𝑔ℎ ∈ 𝐻

Par conséquent, la réciproque est vraie et ces différentes caractéristiques sont celles d’un sous-groupe.

□

2. Morphismes

Définition  

Soient 𝐺, 𝐻  deux groupes. On appelle morphisme de groupes ou homomorphisme de groupes de 𝐺 

dans 𝐻  toute application 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  satisfaisant

∀𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔𝑔′) = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑔′).

On dit que 𝜑 est un isomorphisme de groupes si de plus, 𝜑 est bijectif et un automorphisme du groupe 

𝐺 si c’est un isomorphisme de 𝐺 dans lui-même.

Remarque : On peut remarquer que 𝜑(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻  car ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔)𝜑(𝑒𝐺) = 𝜑(𝑔 ⋅ 𝑒) = 𝜑(𝑒 ⋅ 𝑔) =
𝜑(𝑒𝐺)𝜑(𝑔). 𝜑(𝑒𝐺) est donc bien le neutre de 𝐻 . Notons également que
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2. Morphismes

∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻

⇔ 𝜑(𝑔)𝜑(𝑔−1) = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑔)−1

⇔ 𝜑(𝑔−1) = 𝜑(𝑔)−1 (simplification par 𝜑(𝑔)−1)

Exemple :

• Reprenons les groupes utilisés pour les tables de Cayley. 𝜑 : ℤ/2ℤ→𝐶4
𝑘 ↦𝜑(𝑘) avec 𝜑(0) = Id et 𝜑(1) = 𝑟2 

est de manière évidente un morphisme.

Définition  Image et noyau de 𝜑
Soit 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  avec 𝐺, 𝐻  deux groupes.

On nomme image de 𝜑 le sous-ensemble de 𝐻  Im(𝜑) = {ℎ ∈ 𝐻 : ∃𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔) = ℎ}.

On nomme noyau de 𝜑 le sous-ensemble de 𝐺 Ker(𝜑) = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜑(𝑔) = 𝑒𝐺}.

Proposition  

Soit 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  un morphisme de groupes.

Alors l’image de tout sous-groupe de 𝐺 est un sous-groupe de 𝐻 .

L’image réciproque de tout sous-groupe de 𝐻  par 𝜑 est un sous-groupe de 𝐺.

Démonstration : Soit 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  un morphisme de groupes.

Soient 𝐾 ⩽ 𝐺, ℎ1 = 𝜑(𝑘1), ℎ2 = 𝜑(𝑘2) ∈ 𝜑(𝐾) avec 𝜑(𝐾) = {𝜑(𝑘) ∈ 𝐻 : 𝑘 ∈ 𝐾} et 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐾 .

𝜑(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻  donc 𝜑(𝐾) est non-vide.

ℎ1ℎ−1
2 = 𝜑(𝑘1𝑘−1

2 ) ∈ 𝜑(𝐾) car 𝑘1𝑘−1
2 ∈ 𝐾 .

Ainsi, ∀ℎ1, ℎ2 ∈ 𝜑(𝐾), ℎ1ℎ−1
2 ∈ 𝜑(𝐾) et 𝜑(𝐾) est non-vide donc c’est un sous-groupe de 𝐻 .

En particulier, Im𝜑 est un sous-groupe de 𝐻  car Im𝜑 = 𝜑(𝐺).

Soient 𝐾 ⩽ 𝐻 et ℎ1, ℎ2 ∈ 𝜑−1(𝐾) = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜑(𝑔) ∈ 𝐾} avec 𝑘1 = 𝜑(ℎ1), 𝑘2 = 𝜑(ℎ2)

On a 𝑘−1
2 = 𝜑(ℎ2)

−1 = 𝜑(ℎ−1
2 ) donc 𝑘1𝑘2 = 𝜑(ℎ1ℎ−1

2 ) ∈ 𝐾(morphisme). Ainsi, ℎ1ℎ−1
2 ∈ 𝜑−1(𝐾).

Par conséquent, 𝜑−1(𝐾) est un sous-groupe de 𝐺. En particulier, Ker𝜑 est un sous-groupe de 𝐺 car 

Ker𝜑 = 𝜑−1({𝑒𝐻})

□

Proposition  

 Un morphisme de groupe est injectif si et seulement si son noyau est réduit à {𝑒𝐺}.

Démonstration : Montrons avec 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  un morphisme.

𝜑 est une application injective si et seulement si ∀𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔′) ⇒ 𝑔 = 𝑔′.

Soient 𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺, supposons que Ker(𝜑) = {𝑒𝐺}. Alors
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2. Morphismes

𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔′) ⇒ 𝜑−1(𝑔)𝜑(𝑔) = 𝜑−1(𝑔)𝜑(𝑔′)

⇒ 𝑒𝐻 = 𝜑(𝑔−1𝑔′)

⇒ 𝑔−1𝑔′ ∈ Ker(𝜑) = {𝑒𝐺}

⇒ 𝑔−1𝑔′ = 𝑒𝐺

⇒ 𝑔′ = 𝑔

Ainsi si Ker(𝜑) = {𝑒𝐺}, ∀𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔′) ⇒ 𝑔 = 𝑔′ donc 𝜑 est injective.

Supposons maintenant que 𝜑 est une application injective.

Soit 𝑔 ∈ Ker(𝜑). Alors 𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 ⇒ 𝑔 = 𝑒𝐺.

Par conséquent, si 𝜑 est injective de 𝐺 dans 𝐻 , Ker(𝜑) = {𝑒𝐺}.

□

Proposition  
• La composée de deux morphismes de groupes (si elle existe) est un morphisme de groupes.
• La réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes.

• On nomme automorphisme un isomorphisme de 𝐺 dans lui-même et on note Aut 𝐺 l’ensemble 

des automorphismes de 𝐺 qui est un sous-groupe de 𝔖(𝐺).

On note 𝔖(𝐸) l’ensemble des permutations des éléments de 𝐸. Il est parfois noté 𝑆(𝐸).

Démonstration : Soient 𝜑 : 𝐺 → 𝐻, 𝜓 : 𝐻 → 𝐾 deux morphismes et 𝑔, ℎ ∈ 𝐺

𝜓 ∘ 𝜑(𝑔ℎ) = 𝜓(𝜑(𝑔)𝜑(ℎ)) car 𝜑 est un morphisme
= 𝜓(𝜑(𝑔))𝜓(𝜑(ℎ)) car 𝜓 est un morphisme

Ainsi, 𝜓 ∘ 𝜑 est un morphisme de 𝐺 dans 𝐾 .

Notons 𝜑 un isomorphisme de 𝐺 dans 𝐻  et 𝜓 : 𝐻 → 𝐺 sa réciproque.

∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺,

𝜑(𝜑−1(𝑔)𝜑−1(ℎ)) = 𝑔ℎ ⇔ 𝜑−1(𝑔)𝜑−1(ℎ) = 𝜑−1(𝑔ℎ)

La troisième proposition s’ensuit.

□

3. Sous-groupes engendrés et propriétés liées

Lemme  
Toute intersection d’une famille non-vide de sous-groupes est un sous-groupe.

Démonstration : Montrons par récurrence que ∀𝑛 ∈ ℕ \ {0, 1}, la proposition

𝑃𝑛 : ∀𝐻𝑖 ⩽ 𝐺, (⋂𝑛
𝑖=1 𝐻𝑖) ⩽ 𝐺 est vraie.

Initialisation : pour 𝑛 = 2
Prenons 𝐻1 et 𝐻2 deux sous-groupes de 𝐺.

𝑒𝐺 ∈ 𝐻1 et 𝑒𝐺 ∈ 𝐻2 ainsi 𝑒𝐺 ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2.
𝐻1 ∩ 𝐻2 est donc non-vide.
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3. Sous-groupes engendrés et propriétés liées

Soient ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2,

ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻1 et ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻2

⇔ ℎ1ℎ−1
2 ∈ 𝐻1 et ℎ1ℎ−1

2 ∈ 𝐻2

⇔ ℎ1ℎ−1
2 ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2

∀ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2, ℎ1ℎ−1
2 ∈ 𝐻1 ∩ 𝐻2.

Par suite, 𝐻1 ∩ 𝐻2 est un sous-groupe de 𝐺.

Hérédité : Soit 𝑛 ∈ ℕ \ {0, 1}
Supposons que ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑃𝑘 est vraie et montrons que 𝑃𝑛+1 l’est, i.e. ∀𝐻𝑖 ⩽ 𝐺, (⋂𝑛+1

𝑖=1 𝐻𝑖) ⩽ 𝐺.

𝐻1 ∩ … ∩ 𝐻𝑛 ∩ 𝐻𝑛+1 = (𝐻1 ∩ … ∩ 𝐻𝑛) ∩ 𝐻𝑛+1

Or d’après l’hypothèse de récurrence, 𝐻1 ∩ … ∩ 𝐻𝑛 ≔ 𝐻  est un sous-groupe de 𝐺. Or l’intersection 

de deux sous-groupes (𝐻  et 𝐻𝑛+1) est un sous-groupe de 𝐺 d’après l’hypothèse de récurrence. Par 

conséquent, d’après l’hypothèse d’hérédité 𝑃𝑛+1 est vraie.

Finalement, d’après le principe de récurrence, ∀𝑛 ∈ ℕ \ {0, 1}, ∀𝐻𝑖 ⩽ 𝐺, (⋂𝑛+1
𝑖=1 𝐻𝑖) ⩽ 𝐺.

□

Proposition  

Soit 𝑋 une partie de 𝐺.

L’intersection de tous les sous-groupes de 𝐺 contenant 𝑋 est le plus petit sous-groupe de 𝐺 

contenant 𝑋.

Démonstration : Notons (𝐹𝑗)𝑗∈𝐽
 avec 𝐽 ⊂ ℕ la famille des sous-groupes de 𝐺 contenant 𝑋. D’après 

le lemme précédent, l’intersection des 𝐹𝑗 est un sous-groupe.

Si l’on note 𝐹 = ⋂𝑗∈𝐽 𝐹𝑗 alors ∀𝐹𝑗, 𝐹 ⊂ 𝐹𝑗. C’est donc bien le plus petit sous-groupe de 𝐺 qui contient 

𝑋.

□

Définition  

Ce sous-groupe est appelé sous-groupe engendré par 𝑋. On le note ⟨𝑋⟩.

On ne donnera pas toutes les démonstrations des propositions suivantes qui ne sont pas forcément 
utiles pour la suite mais elles sont intéressantes pour visualiser les éléments et la structure d’un sous-
groupe. La notion d’ordre d’un élément est particulièrement intéressante dans certains contextes.

Définition  

Soit 𝐺 un groupe. Pour 𝑔 ∈ 𝐺, on pose Ω𝑔 = {𝑛 ∈ ℕ∗ : 𝑔𝑛 = 𝑒}.

On définit alors l’ordre de 𝑔, noté ord(𝑔), par:

ord(𝑔) ≔ min Ω𝑔

(Avec la convention que min ∅ = +∞)

Cette définition entraine quasi-immédiatement la proposition suivante.
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3. Sous-groupes engendrés et propriétés liées

Proposition  

ord 𝑔 = ord ⟨𝑔⟩

Démonstration : Montrons le résultat pour un ordre fini.

Supposons que l’ordre de 𝑔 est fini i.e. Ω𝑔 ≠ ∅. Alors pour 𝑦 ∈ ⟨𝑔⟩, ∃𝑙 ∈ ℕ∗, 𝑦 = 𝑔𝑙. Si 𝑙 > 𝑛, ∃!(𝑞, 𝑟) ∈
ℕ2, 𝑙 = 𝑞𝑛 + 𝑟, 𝑟 < 𝑛. Or 𝑔𝑙 = 𝑔𝑟𝑔𝑞𝑛 = 𝑔𝑟𝑒 = 𝑔𝑟. Il existe donc un nombre fini d’éléments dans ⟨𝑔⟩ 
qui est très exactement 𝑛.

□

Proposition  

• Soit 𝑥 un élément non-trivial d’un groupe 𝐺 d’ordre fini.

Alors si 𝑛 ∈ ℤ, 𝑥𝑛 = 1 si et seulement si 𝑛 est un multiple de l’ordre de 𝑥.

• Si 𝑥 est d’ordre 𝑛, alors ord(𝑥𝑙) = 𝑛
pgcd(𝑙,𝑛)

Proposition  

Soit 𝑋 une partie non-vide d’un groupe 𝐺, alors

⟨𝑋⟩ = {∏
𝑛

𝑖=1
(𝑥𝑖)

𝜀𝑖 : 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝜀𝑖 ∈ {−1, 0, 1}}

En particulier, ⟨𝑥⟩ = {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ ℤ}, qui est toujours commutatif.

Exemple :

• Prenons 𝑛 ∈ ℤ, alors ⟨𝑛⟩ = {𝑘 × 𝑛 ∈ ℤ : 𝑘 ∈ ℤ} = 𝑛ℤ.

• Si nous prenons 𝑟 la rotation appartenant à 𝐶4 alors 𝐶4 = ⟨𝑟⟩.
• 𝐷4 est lui engendré par 𝑟 et une symétrie.

Définition  

On dit qu’une famille (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼  (resp. une partie 𝑋 de 𝐺) engendre le groupe 𝐺, ou est une famille 

génératrice de 𝐺, si 𝐺 = ⟨𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼⟩ (resp. 𝐺 = ⟨𝑋⟩).
On dit qu’un groupe est de type fini s’il a une famille génératrice finie.

On dit qu’un groupe est monogène s’il existe 𝑥 ∈ 𝐺 tel que 𝐺 = ⟨𝑥⟩.

Exemples : 𝐶4 est monogène mais 𝐷4 ne l’est pas.

Proposition  

Si 𝐺 est monogène infini, alors 𝐺 ≃ (ℤ, +)
Si 𝐺 est monogène d’ordre 𝑛, alors 𝐺 ≃ ℤ/𝑛ℤ (on dit alors que 𝐺 est cyclique d’ordre 𝑛).

Démonstration : Pour le premier point, si l’on suppose que 𝐺 = ⟨𝑥⟩ avec 𝑥 ∈ 𝐺, on observe que le 

morphisme 𝜑 : ℤ→𝐺
𝑙 ↦𝑥𝑙 est un isomorphisme de réciproque 𝜑−1 : 𝐺 →ℤ

𝑦=𝑥𝑙↦𝑙  car ∀𝑙 ∈ ℤ, ∃!𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥𝑙 = 𝑦 (𝐺 

étant monogène infini).

Le second point sera prouvé à la fin du Chapitre 2 grâce au théorème d’isomorphisme.

□
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Chapitre 2 - Équivalence modulo un sous-groupe

1. Généralités et congruence

Définition  

Si 𝐺 est un groupe et 𝐻  un sous-groupe de 𝐺, on appelle congruence modulo 𝐻  à gauche

la relation ∼ entre 𝑥 et 𝑦 ∈ 𝐺 telle que

𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑥−1𝑦 ∈ 𝐻

On pose également la congruence à droite modulo 𝐻  par 𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑦𝑥−1 ∈ 𝐻 .

On remarque immédiatement que si le groupe est commutatif les deux relations sont les mêmes.

Proposition  

Ces relations sont des relations d’équivalence sur 𝐺.

La classe de 𝑥 ∈ 𝐺 à gauche (resp. à droite) est le sous-ensemble

𝑥𝐻 = {𝑥ℎ : ℎ ∈ 𝐻}

(resp. 𝐻𝑥 = {ℎ𝑥 : ℎ ∈ 𝐻}) de 𝐺.

Ainsi, toutes les classes sont en bijection avec 𝐻 .

Démonstration : Nous montrons le résultat pour la relation à gauche, mais la démonstration est la 
même pour celle à droite.

Soient 𝑥, 𝑦 et 𝑧 des éléments de 𝐺.

• Symétrie : 𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑥−1𝑦 ∈ 𝐻 ⇔ (𝑥−1𝑦)−1 = 𝑦−1𝑥 ∈ 𝐻 ⇔ 𝑦 ∼ 𝑥

i.e. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑦 ∼ 𝑥

• Réflexivité : 𝑒 = 𝑥−1𝑥 ∈ 𝐻  donc 𝑥 ∼ 𝑥

i.e. ∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 ∼ 𝑥

• Transivité : Supposons que 𝑥 ∼ 𝑦 et que 𝑦 ∼ 𝑧.

Alors 𝑥−1𝑦 ∈ 𝐻  et 𝑦−1𝑧 ∈ 𝐻  ce qui implique 𝑥−1𝑦𝑦−1𝑧 = 𝑥−1𝑧 ∈ 𝐻 ⇔ 𝑥 ∼ 𝑧 car 𝐻  est un sous-

groupe de 𝐺.

i.e. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, 𝑥 ∼ 𝑦 et 𝑦 ∼ 𝑧 ⇒ 𝑥 ∼ 𝑧

Pour trouver l’écriture explicite des classes à gauche modulo 𝐻 , il suffit de jouer avec l’écriture :

𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑥−1𝑦 ∈ 𝐻
⇔ ∃ℎ ∈ 𝐻, 𝑥−1𝑦 = ℎ
⇔ ∃ℎ ∈ 𝐻, 𝑦 = 𝑥ℎ

□

Notations : On note 𝐺/𝐻  l’ensemble des classes d’équivalence pour la congruence modulo H à 

gauche, et 𝐻 \ 𝐺 à droite.

Il est important de noter que l’on peut voir chaque classe soit comme un sous-ensemble de 𝐺, soit 
comme un élément de l’ensemble des classes (à gauche ou à droite).

Remarque : Pour la classe à gauche, le 𝑥 est à gauche, et pour la classe à droite, il est à droite.
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1. Généralités et congruence

Théorème de Lagrange :  
Si 𝐺 est un groupe fini, et 𝐻  un sous-groupe de 𝐺, alors Card(𝐻) divise Card(𝐺) et

Card(𝐺/𝐻) = Card(𝐻 \ 𝐺) = Card(𝐺)
Card(𝐻)

Ainsi si 𝑥 ∈ 𝐺, alors l’ordre de 𝑥 divise l’ordre de 𝐺.

Démonstration : Comme vu précédemment, toutes les classes d’équivalence pour la relation de 

congruence par 𝐻  (à gauche ou à droite) sont en bijection avec 𝐻 . Ainsi, ∀𝑥 ∈ 𝐺, |𝑥𝐻| = |𝐻𝑥| = |𝐻|.

On calcule ici, à partir des classes à gauche. Or, comme les classes d’équivalence forment une partition 

de 𝐺, si l’on note (𝑥𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ une famille de représentants des classes, on a

|𝐺| = ∑
𝑛

𝑖=1
|𝑥𝑖𝐻|

= ∑
𝑛

𝑖=1
|𝐻|

= 𝑛|𝐻|

Ainsi, il est évident que |𝐻| divise |𝐺| et que |𝐺/𝐻| = |𝐺|
|𝐻| . L’égalité est la même pour |𝐻 \ 𝐺|

□

Définition  

On appelle indice du sous-groupe 𝐻  dans le groupe 𝐺 le cardinal commun de 𝐺/𝐻  et 𝐻 \ 𝐺, noté 

[𝐺 : 𝐻].

Quand 𝐺 est fini, le théorème de Lagrange peut ainsi se mémoriser sous la forme :

Card(𝐺) = [𝐺 : 𝐻] Card(𝐻)

2. Sous-groupe distingué

Définition  

Un sous-groupe 𝐾 ⩽ 𝐺 est dit distingué ou normal si

∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑔𝑘𝑔−1 ∈ 𝐾

Proposition  
1. Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué.

2. Soit 𝐺 un groupe. Le centre 𝑍𝐺 = {𝑧 ∈ 𝐺 : ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑧𝑔 = 𝑔𝑧} est un sous-groupe distingué de 𝐺.

3. Soient 𝐺1, 𝐺2 deux groupes et 𝜑 : 𝐺1 → 𝐺2 un morphisme.

Le noyau Ker 𝜑 est un sous-groupe distingué de 𝐺1
4. Généralisation : Si 𝐾2 ⩽ 𝐺2 est un sous-groupe distingué, alors

𝜑−1(𝐾2) = {𝑥 ∈ 𝐺1 : 𝜑(𝑥) ∈ 𝐾2} est un sous-groupe distingué.

Démonstration : 
1. Évident.

2. 𝑍𝐺 est un sous-groupe dont les éléments commutent avec tout ceux de 𝐺. Ainsi, ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑧 ∈
𝑍𝐺, 𝑔𝑧𝑔−1 = 𝑧 ∈ 𝑍 .
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2. Sous-groupe distingué

3. On sait que Ker 𝜑 est un sous-groupe. Montrons qu’il est distingué.

Pour 𝑥 ∈ 𝐺1 et 𝑥′ ∈ Ker 𝜑, 𝜑(𝑥𝑥′𝑥−1) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑥′)𝜑(𝑥−1) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑥)−1 = 𝑒2.

Donc ∀𝑥 ∈ 𝐺1, ∀𝑔 ∈ Ker 𝜑, 𝑥𝑔𝑥−1 ∈ Ker 𝜑.

4. Soient 𝑔 ∈ 𝐺1 et 𝑥 ∈ 𝜑−1(𝐾2)
On sait que 𝜑(𝑔) et 𝜑(𝑔−1) appartiennent à 𝐺2 mais aussi que 𝜑(𝑥) ∈ 𝐾2.
Ainsi,

𝜑(𝑔)𝜑(𝑥)𝜑(𝑔−1) ∈ 𝐾2 car 𝐾2 est distingué dans 𝐺2

⇔ 𝜑(𝑔𝑥𝑔−1) ∈ 𝐾2

⇔ 𝑔𝑥𝑔−1 ∈ 𝜑−1(𝐾2)

∀𝑔 ∈ 𝐺1, ∀𝑥 ∈ 𝜑−1(𝐾2), 𝑔𝑥𝑔−1 ∈ 𝜑−1(𝐾2) donc 𝜑−1(𝐾2) est distingué dans 𝐺1.

□

3. Groupe quotient et théorème d’isomorphisme

Proposition  

Soit 𝐻 ⩽ 𝐺 un sous-groupe distingué.

Il existe une unique loi de groupe sur l’espace quotient 𝐺/𝐻  telle que 𝜋 soit un morphisme de 
groupe, avec

𝜋 : 𝐺 → 𝐺/𝐻
𝑥 ↦ 𝑥𝐻

Définition  

On dit alors que 𝐺/𝐻  est le groupe quotient du groupe 𝐺 par le sous-groupe distingué 𝐻 .

Démonstration : Notons ⋅ une loi de groupe sur 𝐺/𝐻  pour laquelle 𝜋 est un morphisme. Alors 
nécessairement,

(𝑥𝑥′)𝐻 = 𝜋(𝑥𝑥′) = 𝜋(𝑥) ⋅ 𝜋(𝑥′) = 𝑥𝐻 ⋅ 𝑥′𝐻

On a donc trouvé la loi et montré l’unicité.

Il faut maintenant s’assurer que cette définition soit valide i.e. que la classe 𝑥𝑥′𝐻  ne dépend que des 

classes 𝑥𝐻  et 𝑥′𝐻  et non pas des représentants 𝑥, 𝑥′ choisis pour ces classes.

Choisissons deux autres représentants 𝑦 ∈ 𝑥𝐻  et 𝑦′ ∈ 𝑥′𝐻 , avec 𝑦 = 𝑥𝑘 et 𝑦′ = 𝑥𝑘′ avec 𝑘, 𝑘′ ∈ 𝐻 .
Alors,

𝑦𝑦′ = 𝑥𝑘𝑥′𝑘′

= 𝑥𝑥′(𝑥′)−1𝑘𝑥′𝑘′ ∈ 𝑥𝑥′𝐻  car 𝐻 est distingué, ce qui implique que (𝑥′)−1𝑘𝑥′ ∈ 𝑥𝑥′𝐻

Ainsi, 𝑦𝑦′𝐻 = 𝑥𝑥′𝐻

La loi suivante est alors évidente :

𝐺/𝐻 × 𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐻
(𝑥𝐻, 𝑥′𝐻) ↦ 𝑥𝐻 ⋅ 𝑥′𝐻 = 𝑥𝑥′𝐻

Cette loi est associative avec pour neutre 𝑒𝐻 = 𝐻  et chaque classe 𝑥𝐻  a pour inverse la classe 

(𝑥𝐻)−1 = 𝑥−1𝐻

□
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3. Groupe quotient et théorème d’isomorphisme

Exemple : Soit 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 2. On sait que le groupe ℤ est abélien ce qui implique que 𝑛ℤ est distingué. 

En passant au quotient, on obtient que ℤ/𝑛ℤ hérite de la loi de groupe.

Soit 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ/𝑛ℤ

𝑎 + 𝑏 = 𝜋(𝑎) + 𝜋(𝑏) = 𝜋(𝑎 + 𝑏) = 𝑎 + 𝑏

On voit que c’est la loi des congruences sur les entiers relatifs.

Théorème d'isomorphisme :  
Soit 𝜑 : 𝐻 → 𝐾 un morphisme.

Alors 𝜑 est constante sur les classes à gauche modulo Ker 𝜑 et

𝜑 : 𝐻/Ker 𝜑 → Im 𝜑
𝑥 Ker 𝜑 ↦ 𝜑(𝑥)

est un isomorphisme induit du groupe quotient 𝐻/Ker 𝜑 sur Im 𝜑 ⩽ 𝐾 .

Démonstration : Soit 𝑥′ ∈ Ker 𝜑 alors 𝑥𝑥′ ∈ 𝑥Ker 𝜑 alors 𝜑(𝑥𝑥′) = 𝜑(𝑥). Ainsi 𝜑 est constante sur 

𝑥Ker 𝜑.

On définit 𝜑 sur l’ensemble des classes en déclarant que 𝜑(𝑥Ker 𝜑) = 𝜑(𝑥).

L’application induite 𝜑 est un morphisme :

𝜑(𝑥Ker𝜑 ⋅ 𝑥′Ker𝜑) = 𝜑(𝑥𝑥′Ker𝜑) = 𝜑(𝑥𝑥′) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑥′) = 𝜑(𝑥Ker𝜑)𝜑(𝑥′Ker𝜑)

𝜑 est surjectif par définition de Im𝜑 et injectif car son noyau est trivial :

𝑒𝐾 = 𝜑(𝑥Ker𝜑) = 𝜑(𝑥) ssi 𝑥 ∈ Ker𝜑 ssi 𝑥Ker𝜑 = Ker𝜑(l'élément de 𝐺/Ker𝜑)

□

Proposition  

Tout groupe cyclique d’ordre 𝑛 est isomorphe au groupe additif ℤ/𝑛ℤ.

Démonstration : Soit 𝐺 = ⟨𝑥⟩ cyclique d’ordre 𝑛. L’application 𝜑 : ℤ→𝔾
𝑙↦𝑥𝑙  est un morphisme du groupe 

additif ℤ vers 𝐺. 𝜑 est surjectif (car 𝐺 est cyclique). Son noyau est constitué des entiers 𝑙 tels que 𝑥𝑙 =
𝑒 et cette condition est satisfaite si et seulement si 𝑛 | 𝑙.

On a donc Ker𝜑 = 𝑛ℤ et le théorème d’isomorphisme l’application

𝜑 : ℤ/ Ker𝜑 = ℤ/𝑛ℤ → 𝐺
𝑎 + 𝑛ℤ ↦ 𝑥𝑎

est un isomorphisme de groupes.

□
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Chapitre 3 - Actions de Groupes
Dans ce qui suit, nous noterons 𝐸 un ensemble.

1. Définitions

a) Actions

Définition  

On dit que l’application 𝜙 : 𝐺×𝐸→𝐸
(𝑔,𝑥) ↦𝑔⋅𝑥 est une action à gauche de 𝐺 sur 𝐸 si :

• ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑒 ⋅ 𝑥 = 𝑥
• ∀𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝐸, (𝑔𝑔′) ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ (𝑔′ ⋅ 𝑥)

De la même façon, nous pouvons définir une action à droite de 𝐺 sur 𝐸 par l’application 𝜓 : 𝐸×𝐺→𝐸
(𝑥,𝑔) ↦𝑥⋅𝑔 

ayant pour propriétés :

• ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ⋅ 𝑒 = 𝑥
• ∀𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ⋅ (𝑔𝑔′) = (𝑥 ⋅ 𝑔) ⋅ 𝑔′

On notera que si (𝑔, 𝑥) ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥 est une application à gauche alors (𝑥, 𝑔) ↦ 𝑔−1 ⋅ 𝑥 est une application 
à droite.

Si l’on restreint l’action à gauche 𝜙 à un élément 𝑔 ∈ 𝐺, on obtient alors l’application

𝜙𝑔 : 𝐸 → 𝐸
𝑥 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

qui est une bijection de réciproque 𝜙−1
𝑔  car pour tout 𝑥 ∈ 𝐸,

𝑥 = 𝑒 ⋅ 𝑥 = (𝑔−1𝑔) ⋅ 𝑥 = 𝑔−1 ⋅ (𝑔 ⋅ 𝑥)

= 𝜙−1
𝑔 ∘ 𝜙𝑔(𝑥)

On obtient la même chose avec 𝑔−1 donc (𝜙𝑔)
−1 = 𝜙−1

𝑔 .

À partir de cette restriction, on peut donc construire un morphisme de groupes de 𝐺 dans 𝔖(𝐸) avec 

𝔖(𝐸) qui est l’ensemble des bijections de 𝐸 dans 𝐸.
L’application

𝐺 → 𝔖(𝐸)
𝑔 ↦ 𝜙𝑔

est un morphisme de groupes i.e. 𝜙𝑔𝑔′ = 𝜙𝑔 ∘ 𝜙𝑔′ . Pour 𝐸 fini, se donner une action revient à réaliser 

𝐺 par des permutations de 𝐸.

b) Orbites et stabilisateurs

Lorsque l’on fixe un élément 𝑥 de 𝐸, on veut connaître quelques propriétés que lui confère l’action 

par 𝐺. Viennent alors naturellement deux ensembles.
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1. Définitions

Définition  

Sur 𝐸, la relation 𝑥 ∼ 𝑥′ s’il existe 𝑔 ∈ 𝐺 tel que 𝑥′ = 𝑔 ⋅ 𝑥 est une relation d’équivalence dont les 

classes d’équivalence 𝑂𝑥 sont appelées les orbites avec :

𝑂𝑥 = {𝑔 ⋅ 𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑔 ∈ 𝐺}

De plus, on nomme application d’orbite 𝜙𝑥 : 𝐺→𝑂𝑥
𝑔 ↦𝑔⋅𝑥.

Par conséquent, si l’on fixe une famille 𝐽 ⊂ ℕ tel que 𝑥𝑗 soit un représentant de la 𝑗-ième classe 

pour 𝑗 ∈ 𝐽 , alors la réunion disjointe des orbites donne,

𝐸 = ⨆
𝑗∈𝐽

𝑂𝑥𝑗

L’orbite de 𝑥 est donc l’ensemble des éléments atteints par l’action de 𝐺 sur 𝑥.

De plus, on peut écrire l’orbite comme l’image de 𝐺 par l’application d’orbite. Par conséquent, cette 
dernière est surjective.

Le second ensemble naturellement lié à l’action de 𝐺 est l’ensemble des 𝑔 ∈ 𝐺 tels que 𝑥 ∈ 𝐸 soit 

stable par l’action de 𝑔. Plus formellement,

Définition  

Le stabilisateur de 𝑥 est la partie de 𝐺 définie par :

Stab𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥}

Proposition  

Stab𝑥 est un sous-groupe de 𝐺.

Démonstration : Soient 𝑥 ∈ 𝐸 et 𝑔, 𝑔′ ∈ Stab𝑥
• 𝑒 ⋅ 𝑥 = 𝑥 donc 𝑒 ∈ Stab𝑥
• ∀𝑔, 𝑔′ ∈ Stab𝑥, (𝑔𝑔′) ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ (𝑔′ ⋅ 𝑥) = 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝑔𝑔′ ∈ Stab𝑥
• ∀𝑔 ∈ Stab𝑥, 𝑥 = 𝑒 ⋅ 𝑥 = (𝑔−1𝑔) ⋅ 𝑥 = 𝑔−1 ⋅ (𝑔 ⋅ 𝑥) = 𝑔−1 ⋅ 𝑥 ⇒ 𝑔−1 ∈ Stab𝑥

On en conclut donc que Stab𝑥 est un sous-groupe de 𝐺.

□

Enfin, voici quelques mots de vocabulaire liés aux deux ensembles précédents.

Définition  
• L’action est dite transitive s’il n’y a qu’une seule orbite, c’est-à-dire si

∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐸, ∃𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥′.   Autrement dit, ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑂𝑥 = 𝐸
• L’action est dite simple si pour tout 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐸, il existe un unique 𝑔 ∈ 𝐺 tel que 𝑥′ = 𝑔 ⋅ 𝑥.

• L’action est dite libre si ∀𝑥 ∈ 𝐸, Stab𝑥 = {𝑒}
• L’action est dite fidèle si ⋂𝑥∈𝐸 Stab𝑥 = {𝑒}.

Ces différentes définitions seront utilisées pour les dénombrements des ensembles du chapitre 4.

2. Orbites, théorème de Lagrange et |𝑂𝑥| = |𝐺|
|𝑆𝑡𝑎𝑏𝑥|

Cette nouvelle démonstration du théorème de Lagrange est un premier exemple de dénombrement 
utilisant les orbites, qui sera très utile pour la suite.
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2. Orbites, théorème de Lagrange et |𝑂𝑥| = |𝐺|
|𝑆𝑡𝑎𝑏𝑥|

Soit 𝐺 un groupe et 𝐻 ⩽ 𝐺. 𝐻  agit naturellement à droite sur 𝐺 en posant

𝜓 : 𝐺 × 𝐻 → 𝐺
(𝑥, ℎ) ↦ 𝑥ℎ

Dans ce cas, on utilise 𝐺 comme un ensemble sur lequel le (sous-)groupe 𝐻  agit par la droite.

Par définition des orbites,

∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑂𝑥 = {𝑥ℎ ∈ 𝐺 : ℎ ∈ 𝐻} = 𝑥𝐻

On reconnaît donc les 𝐻-classes à gauche. En posant (𝑥𝑗)𝑗∈𝐽
 avec 𝐽 ⊂ ℕ, une famille de représentant 

des orbites (ou des classes à gauche), on a par réunion disjointe des orbites :

𝐺 = ⋃
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝐻

Supposons 𝐺 fini d’ordre |𝐺| = 𝑛.

On a alors 𝑛 = ∑𝑗∈𝐽 |𝑥𝑗𝐻|. De plus, en utilisant la bijection 𝜑𝑥 : 𝐻→𝑥𝐻
ℎ ↦𝑥ℎ  de réciproque 𝜑𝑥−1 , on obtient 

que ∀𝑗 ∈ 𝐽, |𝑥𝑗𝐻| = |𝐻|. Ainsi

𝑛 = ∑
𝑗∈𝐽

|𝑥𝑗𝐻| = ∑
𝑗∈𝐽

|𝐻| = |𝐽||𝐻|

Par conséquent, |𝐻| divise |𝐺| (on obtient le résultat du théorème de Lagrange) et |𝐽 | = |𝐺|
|𝐻| .

En utilisant l’ensemble des classes modulo 𝐻 , 𝐺/𝐻 , dont le cardinal est celui de 𝐽 , on a que

|𝐺/𝐻| = |𝐺|
|𝐻|

Proposition  

L’orbite 𝑂𝑥 est en bijection avec 𝐺/Stab𝑥.

Démonstration : Reprenons l’application d’orbite

𝜙𝑥 : 𝐺 → 𝑂𝑥
𝑔 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

Comme dit précédement, cette application est surjective car son image est l’orbite de 𝑥.

On observe que

𝜙𝑥(𝑔) = 𝜙𝑥(𝑔′) ⇔ 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑔′ ⋅ 𝑥

⇔ 𝑥 = (𝑔−1𝑔) ⋅ 𝑥

⇔ 𝑔−1𝑔′ ∈ Stab𝑥

⇔ 𝑔′ ∈ 𝑔Stab𝑥

Ainsi, 𝜑𝑥 est constante sur les Stab𝑥-classes à gauche i.e.

∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑔′ = 𝑔ℎ ∈ 𝑔Stab𝑥, 𝜙𝑥(𝑔′) = (𝑔ℎ) ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ 𝑥

On peut donc la passer au quotient i.e. on peut définir
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2. Orbites, théorème de Lagrange et |𝑂𝑥| = |𝐺|
|𝑆𝑡𝑎𝑏𝑥|

𝜙𝑥 : 𝐺/Stab𝑥 → 𝑂𝑥
𝑔Stab𝑥 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

et 𝜙𝑥 est une bijection.

□

Par conséquent, |𝐺/Stab𝑥| = |𝑂𝑥| et le corollaire ci-dessous découle du théorème de Lagrange.

Corollaire :  Pour 𝐺 un groupe fini et pour tout 𝑥 élément de 𝐸 :

|𝑂𝑥| = |𝐺|
|Stab𝑥|

C’est cette égalité que l’on utilisera fréquemment pour dénombrer des ensembles. En particulier si 
l’action est transitive, on pourra l’utiliser pour dénombrer l’ensemble.

3. Lemme de Cauchy-Frobenius
Le lemme de Cauchy-Frobenius, aussi appelé formule de Burnside, permet de compter le nombre 

d’orbites par l’action d’un groupe 𝐺 sur un ensemble 𝐸. Il est souvent utilisé pour des éléments d’un 
ensemble en prenant en compte les transformations conservant l’objet comme les rotations ou les 
symétries. Ce lemme a d’abord été trouvé par Augustin Louis Cauchy en 1845 puis redécouvert par 
Ferdinand Georg Frobenius en 1887 mais c’est William Burnside qui l’a popularisé dans un article 
publié en 1897. C’est pourquoi ce lemme est parfois appelés « the lemma that is not Burnside’s » chez 
les anglo-saxons.(4)

Pour ce lemme, il faut définir l’ensemble des éléments de 𝐸, qui, par l’action d’un élément 𝑔 de 𝐺, sont 
fixés. On le note

Fix(𝑔) = {𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥}

Lemme de Cauchy-Frobenius :  
Soit 𝐺 un groupe fini agissant sur un ensemble 𝐸 fini et Ω l’ensemble des orbites de 𝐸 par 𝐺, alors

Card(Ω) = 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

Card(Fix(𝑔))

Démonstration : Voici la preuve donnée dans le livre « Algèbre, le grand combat » de Grégory Berhuy 
à la page 61.(5)

Soit 𝐶 = {(𝑔, 𝑥) ∈ 𝐺 × 𝐸 : 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥}
Calculons Card(𝐶) de deux manières différentes. Remarquons tout d’abord que l’on a

𝐶 = ⋃
𝑥∈𝐸

{(𝑔, 𝑥) : 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥} = ⋃
𝑥∈𝐸

Stab𝑥 × {𝑥}

Cette union étant disjointe, on obtient :
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3. Lemme de Cauchy-Frobenius

Card(𝐶) = ∑
𝑥∈𝐸

Card(Stab𝑥 × {𝑥})

= ∑
𝑥∈𝐸

|Stab𝑥|

= ∑
𝑥∈𝐸

|𝐺|
Card(𝑂𝑥)

= |𝐺| ∑
𝑥∈𝐸

1
Card(𝑂𝑥)

Mais 𝐸 est l’union disjointe de ses orbites sous l’action de 𝐺. D’autre part, si 𝜔 ∈ Ω, pour tout 𝑥 ∈
𝜔, 𝑂𝑥 = 𝜔. On a donc

Card(𝐶) = |𝐺| ∑
𝜔∈Ω

∑
𝑥∈𝜔

1
Card(𝜔)

(car Card(𝜔) = Card(𝑂𝑥))

= |𝐺| ∑
𝜔∈Ω

Card(𝜔) 1
Card(𝜔)

= |𝐺| Card(Ω)

D’autre part on peut écrire 𝐶 sous la forme de l’union (disjointe) suivante :

𝐶 = ⋃
𝑔∈𝐺

{(𝑔, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥} = ⋃
𝑔∈𝐺

{𝑔} × Fix(𝑔)

On a donc Card(𝐶) = ∑𝑔∈𝐺 Card(Fix(𝑔)).

On en déduit le lemme de Cauchy-Frobenius.

□
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Applications
Maintenant que nous avons introduit les différentes notions utiles aux dénombrements, nous allons 
les appliquer sur trois exemples : les Grassmanniennes, les sous-espaces lagrangiens et un exemple 
personnel : la serviette à carreaux. À chaque fois, nous ferons agir un groupe différent ce qui permettra 
de faire un rapide tour d’horizon de l’utilité de cette notion dans le domaine du dénombrement.

1. Dénombrement des Grassmanniennes 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝)
Pour deux entiers naturels 0 < 𝑚 ⩽ 𝑛, on nomme Grassmannienne l’ensemble 𝐺𝑚,𝑛(𝕂) dont les 

éléments sont les sous-espaces vectoriels de dimension 𝑚 de 𝕂𝑛. En particulier 𝐺1,𝑛(𝕂) est l’espace 

projectif 𝑃𝑛−1(𝕂).

En utilisant |𝑂𝑥| = |𝐺|
|Stab𝑥| , on peut calculer le cardinal des grassmanniennes

Montrons tout d’abord que l’action suivante est transitive :

𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝) × 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝) → 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝)
(𝑀, 𝑉 ) ↦ 𝑀𝑉

avec 𝑀𝑉 = {𝑀𝑣 : 𝑣 ∈ 𝑉 }.

Soit 𝑉 = Vect(𝑒1, …, 𝑒𝑚) ∈ 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝)
Soit 𝑋 ∈ 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝) avec 𝑋 = Vect(𝑥1, …, 𝑥𝑚) avec ℬ︀𝑋 = (𝑥1, …, 𝑥𝑚) une base de 𝑋.

Grâce au théorème de la base incomplète, on peut compléter ℬ︀𝑋 pour former une base ℬ︀ de 𝔽𝑛
𝑝 .

ℬ︀ = (𝑥1, …, 𝑥𝑚, 𝑒𝑚+1, …, 𝑒𝑛)

Alors la matrice 𝑀  formée à partir de ℬ︀ donne une matrice de passage transformant 𝑉  en 𝑋 (car 

∀𝑒𝑖, 𝑀𝑒𝑖 = 𝑥𝑖 et ∀𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽𝑝, 𝑀(𝑎1𝑒1 + … + 𝑎𝑚𝑒𝑚) = 𝑎1𝑥1 + … + 𝑎𝑚𝑒𝑚

Par suite, l’action et transitive donc ∀𝑉 ∈ 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝), 𝑂𝑉 = 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝).

Trouvons le cardinal de Stab𝑉 = {𝑀 ∈ 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝) : 𝑀𝑉 = 𝑉 }.

On remarque que Stab𝑉 = {𝑀 ∈ 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝) : ∀𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑀𝑣 ∈ 𝑉 }

Ainsi, 𝑀 ∈ Stab𝑉 ,

𝑀 = (𝐴
0

𝐿
𝐵) avec 𝐴 ∈ 𝐺𝑙𝑚(𝔽𝑝) et 𝐿 ∈ ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑝)

𝑀  est inversible donc det(𝑀) ≠ 0. Or, 𝑀  est une matrice par blocs donc det(𝑀) = det(𝐴) det(𝐵) 
ce qui implique que det(𝐵) ≠ 0 donc 𝐵 ∈ 𝐺𝑙𝑛−𝑚(𝔽𝑝).

De plus, on observe que

|𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝)| = (𝑝𝑛 − 1)…(𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1)

= (𝑝𝑛 − 1)…(𝑝𝑛 − 𝑝𝑚−1)(𝑝𝑚)𝑛−𝑚(𝑝𝑛−𝑚 − 1)…(𝑝𝑛−𝑚 − 𝑝𝑛−𝑚−1)

= ∏
𝑚−1

𝑖=0
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑖) × |𝐺𝑙𝑛−𝑚(𝔽𝑝)| × 𝑝𝑚(𝑛−𝑚)

On a donc que

|Stab𝑉 | = |𝐺𝑙𝑚(𝔽𝑝)||𝐺𝑙𝑛−𝑚(𝔽𝑝)||ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚|

= ∏
𝑚−1

𝑖=0
(𝑝𝑚 − 𝑝𝑖) × ∏

𝑛−𝑚−1

𝑖=0
(𝑝𝑛−𝑚 − 𝑝𝑖) × 𝑝(𝑛−𝑚)𝑚
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1. Dénombrement des Grassmanniennes 𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝)

Par conséquent,

|𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝)| =
|𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝)|
|Stab𝑉 |

=
∏𝑚−1

𝑖=0 (𝑝𝑛 − 𝑝𝑖) × |𝐺𝑙𝑛−𝑚(𝔽𝑝)| × 𝑝𝑚(𝑛−𝑚)

∏𝑚−1
𝑖=0 (𝑝𝑚 − 𝑝𝑖) × |𝐺𝑙𝑛−𝑚(𝔽𝑝)| × 𝑝(𝑛−𝑚)𝑚

=
𝑝0+1+…+(𝑚−1) × (𝑝𝑛 − 1)(𝑝𝑛−1 − 1)…(𝑝𝑛−𝑚+1 − 1)

𝑝0+1+…+(𝑚−1) × (𝑝𝑚 − 1)(𝑝𝑚−1 − 1)…(𝑝 − 1)

=
(𝑝𝑛 − 1)(𝑝𝑛−1 − 1)…(𝑝𝑛−𝑚+1 − 1)

(𝑝𝑚 − 1)(𝑝𝑚−1 − 1)…(𝑝 − 1)

2. Parenthèses sur les 𝑝-analogues
On appelle 𝑝-analogue de 𝑛 ∈ ℕ avec 𝑝 un nombre premier, le nombre [𝑛]𝑝 ≔ 1−𝑝𝑛

1−𝑝 = 1 + 𝑝 + … +
𝑝𝑛−1 qui a pour limite en 1 l’entier 𝑛.

On définit également la 𝑝-factorielle comme 𝑛!𝑝 = [1]𝑝 × [2]𝑝 × … × [𝑛]𝑝
Ce 𝑝-analogue est souvent utilisé dans des domaines comme la combinatoire, les fractales ou la théorie 

des nombres mais dans notre cas, il peut servir à exprimer le nombre de Grassmanniennes 𝐺𝑚,𝑛 car 

si l’on définit le 𝑝-analogue du coefficient binomial comme (𝑛
𝑚)

𝑝
= 𝑛!𝑝

𝑚!𝑝(𝑛−𝑚)!𝑝
 alors

|𝐺𝑚,𝑛(𝔽𝑝)| = (𝑛
𝑚)

𝑝

3. Dénombrement des lagrangiens d’un 𝔽𝑝-espace vectoriel

a) Notions :

Nous allons travailler dans le cadre de la géométrie symplectique linéaire. Introduisons de façon 
très synthétique quelques notions sur les espaces symplectiques et les sous-espaces lagrangiens. Les 
éléments définitionnels et nécessaires au dénombrement ont été repris des notes de Serge Parmentier(1).

Définition  

On appelle espace symplectique tout espace vectoriel 𝐸 de dimension finie sur 𝕂 muni d’une forme 

𝜔 : 𝐸 × 𝐸 → 𝕂 telle que pour tout 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸, 𝜆 ∈ ℝ,

• Bilinéaire : 𝜔(𝑥 + 𝜆𝑦, 𝑧) = 𝜔(𝑥, 𝑧) + 𝜆𝜔(𝑦, 𝑧) (idem à droite)

• Alternée : 𝜔(𝑥, 𝑦) = −𝜔(𝑦, 𝑥)
• Non-dégénérée : Si pour tout 𝑦 ∈ 𝐸, 𝜔(𝑥, 𝑦) = 0 alors 𝑥 = 0

Pour la suite, (𝐸, 𝜔) désignera un espace symplectique.

Proposition  

Si (𝑒1, …, 𝑒𝑑) est une base de 𝐸, une telle forme 𝜔 est déterminée par la matrice Ω =
(𝜔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑖,𝑗∈⟦1,𝑑⟧

) ∈ ℳ︀𝑑(𝕂)

Le caractère alterné de la forme 𝜔 se traduit par l’antisymétrie de Ω.

Quant à la non-dégénérescence, elle se traduit par l’inversibilité de Ω.
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3. Dénombrement des lagrangiens d’un 𝔽𝑝-espace vectoriel

Orthogonalité :

La notion de sous-espace lagrangien est définie via l’orthogonalité, donc voici quelques rappels.

Définition  

Soit 𝑉  un sous-espace vectoriel de 𝐸, le sous-espace 𝜔-orthogonal de 𝑉  dans 𝐸 est défini par

𝑉 𝜔 = {𝑥 ∈ 𝐸 : ∀𝑣 ∈ 𝑉 , 𝜔(𝑥, 𝑣) = 0}

On dit que 𝑉  est isotrope si 𝑉 ⊂ 𝑉 𝜔 et qu’il est lagrangien si 𝑉 = 𝑉 𝜔.

Proposition  

Soient 𝑉 , 𝑊  deux sous-espaces de 𝐸 :

1. dim(𝑉 𝜔) = dim(𝐸) − dim(𝑉 )
2. (𝑉 𝜔)𝜔 = 𝑉
3. 𝐸 = 𝑉 ⊕ 𝑉 𝜔 ssi (𝑉 , 𝜔|𝑉 ×𝑉 ) est symplectique

4. (𝑉 + 𝑊)𝜔 = 𝑉 𝜔 ∩ 𝑊𝜔 et (𝑉 ∩ 𝑊)𝜔 = 𝑉 𝜔 + 𝑊𝜔

Proposition  

Tout espace symplectique 𝐸 contient un sous-espace lagrangien 𝐿 et est de dimension paire.

Théorème  

On suppose (𝐸, 𝜔) symplectique de dimension 2𝑛, 𝑛 ⩾ 1.

Il existe une base dite symplectique (𝑒1, …, 𝑒𝑛, 𝑓1, …, 𝑓𝑛) de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝜔 s’écrit 

[𝜔] = ( 0
−𝐼

𝐼
0) i.e. ∀(𝑖, 𝑗), 𝜔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝜔(𝑓𝑖, 𝑓𝑗) = 0 et 𝜔(𝑒𝑖, 𝑓𝑗) = 𝛿𝑖𝑗

Notations : Ci-dessous Vect(𝑣1, …, 𝑣𝑘) (sous-espace des combinaisons linéaires des 𝑣𝑖 ∈ 𝐸) sera noté 

< 𝑣1, …, 𝑣𝑘 >.

Groupe symplectique :

Définition  

Deux espaces symplectiques (𝐸1, 𝜔1) et (𝐸2, 𝜔2) sont dits isomorphes (ou symplectomorphes) s’il 

existe une isomorphisme linéaire 𝑠 : 𝐸1 → 𝐸2 tel que

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸1 × 𝐸2, 𝜔1(𝑠(𝑥), 𝑠(𝑦)) = 𝜔2(𝑥, 𝑦)

Définition  

Le sous-groupe de 𝐺𝑙(𝐸) constitué des isomorphismes 𝑠 : 𝐸 → 𝐸 qui conservent 𝜔 est appelé le 

groupe symplectique de 𝐸 et est noté 𝑆𝑝(𝐸).

Proposition  

𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) ⇔ 𝑠 transforme une base symplectique en une autre base symplectique.

Démonstration : (⇒) Supposons que 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) i.e. ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸, 𝜔(𝑠(𝑥), 𝑠(𝑦)) = 𝜔(𝑥, 𝑦). Notons ℬ︀ =
(𝑒1, …, 𝑒𝑛, 𝑓1, …, 𝑓𝑛) une base symplectique de (𝐸, 𝜔).

Rappel : ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2,  𝜔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝜔(𝑓𝑖, 𝑓𝑗) = 0 et 𝜔(𝑒𝑖, 𝑓𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗.
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On sait que 𝑠(ℬ︀) est une base car 𝑠 est un isomorphisme. De plus, ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2, 𝜔(𝑠(𝑒𝑖), 𝑠(𝑒𝑗)) =
𝜔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 0 = 𝜔(𝑓𝑖, 𝑓𝑗) = 𝜔(𝑠(𝑓𝑖), 𝑠(𝑓𝑗)) et 𝜔(𝑠(𝑒𝑖), 𝑠(𝑓𝑗)) = 𝜔(𝑒𝑖, 𝑓𝑖) = 𝛿𝑖,𝑗. Ainsi, 𝑠(ℬ︀) est une 

base symplectique et 𝑠 envoie une base symplectique sur une autre.

(⇐) Supposons qu’un isomorphisme 𝑠 : 𝐸 → 𝐸 envoie une base symplectique ℬ︀ =
(𝑒1, …, 𝑒𝑛, 𝑓1, …, 𝑓𝑛) sur une autre base symplectique ℬ︀′ = (𝑒′

1, …, 𝑒′
𝑛, 𝑓 ′

1, …, 𝑓 ′
𝑛).

On a ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑠(𝑒𝑖) = 𝑒′
𝑖 et 𝑠(𝑓𝑖) = 𝑓 ′

𝑖 .

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2, 𝜔(𝑠(𝑒𝑖), 𝑠(𝑒𝑗)) = 𝜔(𝑒′
𝑖, 𝑒′

𝑗) = 0 = 𝜔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)

𝜔(𝑠(𝑓𝑖), 𝑠(𝑓𝑗)) = 𝜔(𝑓 ′
𝑖 , 𝑓 ′

𝑗) = 0 = 𝜔(𝑓𝑖, 𝑓𝑗)

𝜔(𝑠(𝑒𝑖), 𝑠(𝑓𝑗)) = 𝜔(𝑒′
𝑖, 𝑓 ′

𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗 = 𝜔(𝑒𝑖, 𝑓𝑗)

Il est donc évident qu’alors 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸).

□

Si 𝑆 désigne l’ensemble des bases symplectiques de 𝐸 = 𝔽2𝑛
𝑞  avec 𝑞 premier et 𝑛 ∈ ℕ∗, l’action

𝑆𝑝(𝐸) × 𝑆 → 𝑆
(𝜎, (𝑥1, …, 𝑦𝑛)) ↦ (𝜎(𝑥1), …, 𝜎(𝑦𝑛))

est transitive et simple (cf. Chapitre 3).

Notons 𝑏0 = (𝑒1, …, 𝑒𝑛; 𝑒𝑛+1, …, 𝑒2𝑛) la base canonique. Alors, l’application d’orbite de 𝑆𝑝(𝐸) dans 

𝑆 et qui à 𝜎 associe 𝜎(𝑏0) est une bijection. Par conséquent, calculer |𝑆𝑝(𝐸)| revient à dénombrer les 
bases symplectiques.(1)

Ainsi,

|𝑆𝑝(𝐸)| = 𝑞𝑛2 ∏
𝑛

𝑗=1
(𝑞2𝑗 − 1)

L’expression qui suit nous sera utile pour dénombrer les lagrangiens :

Écriture matricielle d’un symplectomorphisme

Soit 𝕂2𝑛 muni de la forme symplectique de matrice Ω = ( 0
−𝐼

𝐼
0) dans la base canonique et 𝑆 la matrice 

dans la base canonique de 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸).

Montrons que 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) ssi la matrice 𝑆 (dans la base canonique) satisfait à t𝑆Ω𝑆 = Ω.

D’après le cours d’algèbre 4, on a que pour toute forme bilinéaire 𝜔 : 𝐸 → 𝕂 de forme matricielle 

[𝜔] ≔ Ω, on a ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝜔(𝑥, 𝑦) = t[𝑥]Ω[𝑦]

Posons 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, [𝑥] ≔ 𝑋, [𝑦] ≔ 𝑌 , 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸), [𝑠] ≔ 𝑆 avec [𝑠(𝑥)] = 𝑆𝑋
On a 𝜔(𝑠(𝑥), 𝑠(𝑦)) = 𝜔(𝑥, 𝑦) car 𝑠 est symplectique.

Alors ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝔽2𝑛
𝑞 , t(𝑆𝑋)Ω(𝑆𝑌 ) = t𝑋(t𝑆Ω𝑆)𝑌 = t𝑋Ω𝑌

Par conséquent, 𝑠 est symplectique ssi t𝑆Ω𝑆 = Ω.

En écrivant 𝑆 = (𝐴
𝐶

𝐵
𝐷) avec 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℳ︀𝑛(𝕂), la condition précédente s’écrit t𝐴𝐶, t𝐵𝐷 ∈ 𝒮︀𝑛(𝔽𝑝) 

et t𝐵𝐶 − t𝐷𝐴 = 𝐼 .

Par calcul sur les matrices par blocs compatibles (dans notre cas, tous de taille 𝑛), on a :
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t𝑆Ω𝑆 = Ω

⇔ (
t𝐴
t𝐵

t𝐶
t𝐷)( 0

−𝐼
𝐼
0)(𝐴

𝐶
𝐵
𝐷) = ( 0

−𝐼
𝐼
0)

⇔ (
t𝐴𝐶 − t𝐶𝐴
t𝐵𝐶 − t𝐷𝐴

 t𝐴𝐷 − t𝐶𝐵
 t𝐵𝐷 − t𝐷𝐵) = ( 0

−𝐼
𝐼
0)

On remarque que t𝐴𝐶 − t𝐶𝐴 = 0 et que t𝐴𝐶 = t(t𝐶𝐴). Ainsi la condition t𝐴𝐶 est symétrique si 𝑠 ∈
𝑆𝑝(𝐸) est vérifiée. De même pour t𝐵𝐷.

Enfin, il faut que t𝐴𝐷 − t𝐶𝐵 = −𝐼  et t𝐵𝐶 − t𝐷𝐴 = 𝐼  ce qui est équivalent à dire que
t𝐵𝐶 − t𝐷𝐴 = 𝐼 .

b) Étude de l’action de 𝑆𝑝(𝐸) sur les sous-espaces lagrangiens de 𝐸
Désignons par ℒ︀ l’ensemble des sous-espaces lagrangiens de 𝐸 avec dim(𝐸) = 2𝑛 et ∀𝐿 ∈
ℒ︀, dim(𝐿) = 𝑛 ∈ ℕ∗.

Montrons tout d’abord que 𝑆𝑝(𝐸) × ℒ︀ → ℒ︀ : (𝑠, 𝐿) ↦ 𝑠(𝐿) est une action naturelle.

Commençons par montrer que pour 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) et 𝐿 ∈ ℒ︀, 𝑠(𝐿) ∈ ℒ︀.

Supposons que 𝐿 ∈ ℒ︀ et que 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑠(𝐿) = {𝑦 ∈ 𝐸 : ∃𝑥 ∈ 𝐿, 𝑠(𝑥) = 𝑦}. Comme

∀𝑦 ∈ 𝑠(𝐿), ∃!𝑥 ∈ 𝐿, 𝑠(𝑥) = 𝑦, on notera 𝑥1, 𝑥2 les antécédents respectifs de 𝑦1, 𝑦2.

𝜔(𝑦1, 𝑦2) = 𝜔(𝑠(𝑥1), 𝑠(𝑥2))
= 𝜔(𝑥1, 𝑥2) car 𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸)
= 0 car 𝐿 est lagrangien

Ainsi 𝑠(𝐿) ⊂ 𝑠(𝐿)𝜔. Or 𝑠 est un isomorphisme donc dim(𝐿) = dim(𝑠(𝐿)) = 𝑛 implique que 

dim(𝑠(𝐿)𝜔) = 2𝑛 − 𝑛 = 𝑛.

Par suite, dim(𝑠(𝐿)) = dim(𝑠(𝐿)𝜔) et 𝑠(𝐿) = 𝑠(𝐿)𝜔 donc 𝑠(𝐿) ∈ ℒ︀.

Propriétés d’une action :

• ∀𝐿 ∈ ℒ︀, 𝐼𝑑(𝐿) = 𝐿
• ∀𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆𝑝(𝐸), ∀𝐿 ∈ ℒ︀, (𝑠 ∘ 𝑠′)(𝐿) = 𝑠(𝑠′(𝐿)) (isomorphismes)

Pour conclure, l’application présentée est bien une action du groupe des symplectomorphismes sur 
l’ensemble des lagrangiens.

L’action de 𝑆𝑝(𝐸) sur l’ensemble des lagrangiens est transitive(1).

Enfin, en posant 𝐿0 =< 𝑒1, …, 𝑒𝑛 > est le lagrangien porté par les 𝑛 premiers vecteurs de la base 

canonique, on a ℒ︀ ≃ 𝑆𝑝(𝐸)/Stab𝐿0
.

Proposition  

1. Stab𝐿0
= {𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) : [𝑠]ℬ︀can

= (𝐴
0

𝐵
t𝐴−1) avec 𝐵 ∈ 𝐴𝒮︀𝑛(𝔽𝑞) et 𝐴 ∈ 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑞)}

2. |Stab𝐿0
| = 𝑞𝑛2 ∏

𝑛

𝑘=0
(𝑞𝑘 − 1)

3. |𝓛︀| = ∏
𝑛

𝑘=1
(𝑞𝑘 + 1)

Démonstration : 

1. et 2. On a tout d’abord Stab𝐿0
= {𝜎 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) :< 𝜎(𝑒1), …, 𝜎(𝑒𝑛) >= 𝐿0} et 𝑆 = (𝐴

𝐶
𝐵
𝐷) avec 

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℳ︀𝑛(𝔽𝑞) avec pour condition, t𝐴𝐶, t𝐵𝐷 ∈ 𝒮︀𝑛(𝔽𝑞) et t𝐵𝐶 − t𝐷𝐴 = 𝐼 .
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3. Dénombrement des lagrangiens d’un 𝔽𝑝-espace vectoriel

Si on note 𝑆 la matrice du symplectomorphisme 𝑠 et 𝐸𝑖 avec 𝑖 ∈ ⟦1, 2𝑛⟧ le vecteur de 𝔽𝑞 associé au 

vecteur 𝑒𝑖 de la base canonique, on a que 𝑆𝐸𝑖 ≔ 𝐶𝑖 = (
𝑠1 𝑖

⋮
𝑠2𝑛 𝑖

) la 𝑖-ième colonne de 𝑆.

Pour 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝐶𝑖 ∈ 𝐿0 ⇒ 𝑠𝑘𝑖 = {𝑝 avec 𝑝∈𝔽𝑞 si 𝑘∈⟦1,𝑛⟧
0 si 𝑘∈⟦𝑛+1,2𝑛⟧.

Par conséquent, la sous-matrice 𝐶 de 𝑆 est la matrice nulle de taille 𝑛, t𝐴𝐶 = 0 et t𝐵𝐶 − t𝐷𝐴 =
t𝐷𝐴 = 𝐼 .

On a donc que det(𝑆) = det(𝐴) det(𝐷) ≠ 0 (matrice triangulaire supérieure par blocs). Ainsi, 𝐴 et 𝐷 

sont inversibles donc t𝐷𝐴 = 𝐼 ⇔ 𝐷 = t𝐴−1

Enfin, on sait que t𝐵𝐷 ∈ 𝒮︀𝑛(𝔽𝑞), or t𝐵𝐷 = t(𝐴−1) = 𝐴−1𝐵 donc 𝐵 ∈ 𝐴𝒮︀𝑛(𝔽𝑞). Comme 𝐴 est 

inversible, 𝒮︀𝑛(𝔽𝑞) est en bijection avec 𝐴𝒮︀𝑛(𝔽𝑞).

𝑆 = (𝐴
0

𝐵
t𝐴−1) avec 𝐴 ∈ 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑞) et 𝐵 ∈ 𝐴𝒮︀𝑛(𝔽𝑞)

On peut donc compter le nombre de possibilités en fonction des conditions évoquées ci-dessus.

Tout d’abord, on calcule le nombre de matrices symétriques de taille 𝑛 par construction. On choisit 

d’abord 𝑛 termes pour la première colonne parmi les 𝑞 termes de 𝔽𝑞 , soit 𝑞𝑛 possibilités. Ensuite, on 

choisit 𝑛 − 1 termes pour la deuxième colonne, en choisissant parmi 𝔽𝑞 . On continue ainsi jusqu’à la 

𝑛-ième colonne où l’on a 𝑞 possibilités. Les termes au-dessus de la diagonale sont automatiquement 

définis par la construction utilisée. Par suite, |𝒮︀𝑛(𝔽𝑞)| = ∏𝑛
𝑘=1 𝑞𝑘. Il y a donc ∏𝑛

𝑘=1 𝑞𝑘 possibilités 

pour 𝐵.

𝐴 est une matrice inversible, il y a donc ∏𝑛−1
𝑘=0(𝑞𝑛 − 𝑞𝑘) choix. Et enfin, il y a une unique possibilité (en 

fonction de 𝐴) pour 𝐷 = t𝐴−1 car les applications de transposition et d’inversion sont des bijections.

Ainsi, Stab𝐿0
= {𝑠 ∈ 𝑆𝑝(𝐸) : [𝑠]ℬ︀can

= (𝐴
0

𝐵
t𝐴−1) avec 𝐵 ∈ 𝐴𝒮︀𝑛(𝔽𝑞) et 𝐴 ∈ 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑞)} et

|Stab𝐿0
| = ∏

𝑛

𝑘=1
𝑞𝑘 × ∏

𝑛−1

𝑘=0
(𝑞𝑛 − 𝑞𝑘)

= 𝑞1 × … × 𝑞𝑛 × (𝑞𝑛 − 𝑞0) × (𝑞𝑛 − 𝑞1) × … × (𝑞𝑛 − 𝑞𝑛−1)

= 𝑞1 × … × 𝑞𝑛 × 𝑞0(𝑞𝑛 − 𝑞0) × 𝑞1(𝑞𝑛−1 − 1) × … × 𝑞𝑛−1(𝑞1 − 1))

= 𝑞𝑛2 × ∏
𝑛

𝑘=1
(𝑞𝑘 − 1)

3. Par (1), |𝑆𝑝(𝐸)| = 𝑞𝑛2 × ∏𝑛
𝑘=1(𝑞

2𝑘 − 1)

Or ∀𝑘 ∈ ℕ∗, 𝑞2𝑘 − 1 = (𝑞𝑘 − 1)(𝑞𝑘 + 1)

Par conséquent, |𝑆𝑝(𝐸)|
|Stab𝐿0|

= 𝑞𝑛2× ∏𝑛
𝑘=1(𝑞2𝑘−1)

𝑞𝑛2× ∏𝑛
𝑘=1(𝑞𝑘−1)

= ∏𝑛
𝑘=1(𝑞𝑘−1)× ∏𝑛

𝑘=1(𝑞𝑘+1)
∏𝑛

𝑘=1(𝑞𝑘−1)  et

|𝓛︀| = ∏
𝑛

𝑘=1
(𝑞𝑘 + 1)

□
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4. Dénombrement des serviettes à carreaux

a) Présentation du problème

Supposons que nous ayons besoin de serviettes à carreaux pour un grand nombre de personnes et 
que nous cherchons à faire une serviette différente pour chaque personne. Nous voudrions savoir 

combien de serviettes différentes pouvons-nous faire avec 𝑐 tissus de couleurs différentes, sachant que 

chaque serviette est un carré de côté 𝑛 carreaux. Si nous pouvions fixer l’orientation de la serviette, il 

y aurait évidemment 𝑐𝑛2
 serviettes différentes. Hors, chaque serviette peut être retournée, tournée de 

90, 180, 270 degrés, etc… On voit donc que ces actions conservent la serviette.

Appelons Δ = {Δ𝑖𝑗 : (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2} la collection des 𝑛2 petits carrés de la serviette et 𝐶 l’ensemble 

des couleurs (ou tissus colorés). Le groupe 𝐷4 agit naturellement sur Δ :

𝐷4 × Δ → Δ
(𝜎, Δ𝑖𝑗) ↦ 𝜎(Δ𝑖𝑗)

Un coloriage est une application 𝛾 : Δ → 𝐶 qui à Δ𝑖𝑗 associe une couleur 𝛾(Δ𝑖𝑗) ∈ 𝐶 .

Notons 𝐶Δ l’ensemble des coloriages.

L’action

𝐷4 × 𝐶Δ → 𝐶Δ

  (𝜎, 𝛾) ↦ 𝜎 ⋅ 𝛾

est définie par (𝜎 ⋅ 𝛾)(Δ𝑖𝑗) = 𝛾(𝜎−1(Δ𝑖𝑗)). Elle agit sur 𝐶Δ

Le groupe 𝐷4 conserve le polygone régulier à quatre côtés, le carré. Chaque orbite par 𝐷4 représente 
une unique serviette. Nous allons donc utiliser le lemme de Cauchy-Frobenius pour dénombrer les 
orbites de l’ensemble des grilles carrées coloriées.

Le groupe 𝐷4 est composé des rotations d’angles 𝑘𝜋
2  avec 𝑘 ∈ ℤ et des symétries. Il a 8 éléments 

dont 4 rotations (dont l’identité) et 4 symétries. Les rotations sont effectuées par rapport à l’origine, 
qui est placée au centre du carré. Deux des symétries passent par le milieu de deux côtés opposés 
(horizontalement et verticalement) et les deux autres passent par les sommets opposés.

Illustration des symétries et de la rotation d’angle 𝜋2  pour des carrés de taille 4 et 5

b) Calcul et dissociation de cas

Posons Ω l’ensemble des orbites de 𝐶Δ par 𝐷4.

Nous utilisons le lemme de Cauchy-Frobenius pour compter les orbites :

Card(Ω) = 1
Card(𝐺)

∑
𝑔∈𝐷4

Card(Fix(𝑔))

avec ∀𝑔 ∈ 𝐷4, Fix(𝑔) = {𝑥 ∈ 𝐶Δ : 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥}

Nous allons donc chercher à calculer le cardinal de Fix(𝑔) en fonction de 𝑔 ∈ 𝐷4.
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4. Dénombrement des serviettes à carreaux

Il faut dissocier les cas où 𝑛 est pair et où 𝑛 est impair. Dans le premier cas, le centre de la grille est placé 
sur un sommet, dans le second, il est placé au centre d’un carré. Cette distinction est importante car 

les axes de réflexion passent toutes par ce centre. Ainsi lorsque 𝑛 est impair, les réflexions passant par 
les milieux de côtés opposés fixent une colonne centrale (soit l’horizontale, soit la verticale). Lorsque 

𝑛 est pair, aucune de ces colonnes centrales n’est fixée. Les symétries passant par des diagonales (donc 
les sommets opposés) fixent toujours leur propre diagonale. Enfin hormis l’identité, les rotations ne 

fixent aucune case si 𝑛 est pair et fixent la case centrale si 𝑛 est impair.

Cas avec 𝑛 pair

Rotations :

Notons 𝑟 la rotation d’angle 𝜋2 . L’ordre du groupe cyclique ⟨𝑟⟩ engendré par 𝑟 est 4. L’ordre de chacun 

de ces éléments est |Id| = 1, |𝑟| = |𝑟3| = 4, |𝑟2| = 2.

Soient 𝑥 ∈ 𝐶Δ, 𝑎 ∈ ⟨𝑟⟩
Supposons que l’on choisisse une case arbitraire de 𝑥. Notons-la 𝑥𝑖𝑗. L’orbite de 𝑥𝑖𝑗 par l’action de

⟨𝑎⟩ forme un « polygone » régulier à 𝑘 sommets, où 𝑘 = 1, 2 ou 4 en fonction de l’ordre de 𝑎.

𝑂𝑥 = {𝑟𝑖 ⋅ 𝑥 ∈ 𝐶Δ : 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑘⟧} et Card(𝑂𝑥) = 𝑘

Ainsi, il suffit de choisir la couleur de 𝑛
2

𝑘  carreaux différents pour forcer celle de l’ensemble de la grille.

Pour l’identité, la serviette reste fixe, il y a donc 𝑐𝑛2
 choix.

Pour 𝑟2, on doit donc colorer 𝑛
2

2  carreaux. Il y a donc 𝑐𝑛2
2  choix.

Pour 𝑟, on choisit un carreau qui en colore d’office 3 autres. Il y a donc 𝑐𝑛2
4  choix possibles.

De même pour 𝑟3.

Symétries :

Comme dit précédemment, les symétries verticales et horizontales ne fixent aucune case lorsque 𝑛 est 

pair et les symétries diagonales fixent chacune une diagonale (qui est composée de 𝑛 cases). Chaque 
symétrie étant son propre inverse, elles sont toutes d’ordre 2 et d’après le raisonnement ci-dessus :

• Pour une symétrie verticale ou horizontale, nous colorons 𝑛
2

2  cases. Soit 𝑐𝑛2
2  possibilités.

• Pour une symétrie diagonale, nous colorons 𝑛 cases de la diagonale qui sont renvoyées sur elle-même 
par la symétrie puis nous choisissons la couleur de la moitié des cases restantes qui ont chacune une 

orbite composées de 2 cases. Il y a donc au total 𝑐𝑛 × 𝑐𝑛2−𝑛
2 = 𝑐

𝑛(𝑛+1)
2  choix.

Il y a donc au total 2𝑐𝑛2
2 + 2𝑐

𝑛(𝑛+1)
2  possibilités conservées par les symétries.

Total :

En appliquant le lemme de Cauchy-Frobenius et en simplifiant le résultat, nous obtenons que

Card(Ω) = 1
8
(𝑐𝑛2 + 3𝑐𝑛2

2 + 2𝑐𝑛2
4 + 2𝑐

𝑛(𝑛+1)
2 )

Cas avec 𝑛 impair

Rotations :

Reprenons le cas des rotations avec 𝑛 impair.

Contrairement au cas pair, le carré central est fixé quelque soit la rotation. Celui-ci aura toujours 𝑐 

possibilités. Il reste donc à choisir la couleur des 𝑛2 − 1 carrés restants.
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4. Dénombrement des serviettes à carreaux

On conserve le même principe que pour le cas pair et pour une rotation 𝑎, le nombre de carré où l’on 

doit choisir la couleur est donc de 𝑛2−1
𝑘  avec 𝑘 l’ordre de 𝑎. C’est possible car 𝑘 = 1, 2 ou 4 et si l’on 

a 𝑛 = 2𝑙 + 1, 𝑙 ∈ ℤ

𝑛2 − 1 = 4𝑙2 + 4𝑙 + 1 − 1 = 4(𝑙2 + 𝑙)

donc 𝑛2 − 1 est divisible par 2 et par 4 pour 𝑛 impair.

Ainsi, pour l’identité il y a 𝑐𝑛2
 possibilités.

Pour 𝑟2, on doit colorer 𝑛
2−1
2  carreaux donc 𝑐𝑛2−1

2 × 𝑐 = 𝑐𝑛2+1
2  choix.

Pour 𝑟 et 𝑟3, il y a 𝑐𝑛2+3
4  choix chacune.

Symétries :

Dans le cas impair, chaque réflexion fixe 𝑛 cases de la grille mais pour les 𝑛2 − 𝑛 autres cases, elles 

sont renvoyées respectivement sur une autre case. Il y a donc 𝑛
2−𝑛
2  couples de cases à colorier.

• On choisit une couleur par case fixée : 𝑐𝑛 possibilités.

• On choisit une couleur par couple de cases : 𝑐𝑛2−𝑛
2  possibilités.

Il faut préciser que 𝑛
2−𝑛
2  est un nombre entier pair car en notant 𝑛 = 2𝑙 + 1, 𝑙 ∈ ℕ∗ :

𝑛2 − 𝑛 = 4𝑙2 + 4𝑙 + 1 − (2𝑙 + 1) = 2(2𝑙2 + 𝑙)

Chaque symétrie conserve 𝑐𝑛2−𝑛
2 +𝑛 = 𝑐𝑛2+𝑛

2  grilles colorées. Ainsi,

∑
𝑠 symétrie de 𝐷4

Card(Fix(𝑠)) = 4𝑐𝑛2+𝑛
2

Total :

En appliquant le lemme de Cauchy-Frobenius et en simplifiant le résultat, nous obtenons que

Card(Ω) = 1
8
(𝑐𝑛2 + 𝑐𝑛2+1

2 + 2𝑐𝑛2+3
4 + 4𝑐

𝑛(𝑛+1)
2 )

c) Conclusion

Nous avons vu que l’action de 𝐷4 sur les serviettes à carreaux permet de distinguer les différentes 
orbites et donc de calculer le nombre de serviettes.

Ainsi, ∀𝑛 ∈ ℕ∗

Si 𝑛 est pair :

Card(Ω) = 1
8
(𝑐𝑛2 + 3𝑐𝑛2

2 + 2𝑐𝑛2
4 + 2𝑐

𝑛(𝑛+1)
2 )

Si 𝑛 est impair :

Card(Ω) = 1
8
(𝑐𝑛2 + 𝑐𝑛2+1

2 + 2𝑐𝑛2+3
4 + 4𝑐

𝑛(𝑛+1)
2 )
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Annexes
Les 4 premières annexes ont été écrites en collaboration avec Loïck Bihan-Faou. Je l’en remercie à 
nouveau.

1. Anneaux

Définition  

Un triplet (𝐴, +, ⋅) est appelé un anneau à unité si

• (𝐴, +) est un groupe commutatif de neutre noté 0.

• La loi 𝐴×𝐴→𝐴
(𝑎,𝑏)↦𝑎⋅𝑏 est associative et à unité notée 1 (neutre).

• La loi ⋅ est distributive par rapport à la loi + :

𝑎 ⋅ (𝑎 + 𝑐) = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐 et (𝑏 + 𝑐) ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ 𝑎 + 𝑐 ⋅ 𝑎

On dit que 𝐴 est commutatif si ⋅ est commutative.

Définition  

Soit 𝐴 un anneau. On dit que 𝑎 ∈ 𝐴 est un inverse multiplicatif s’il existe 𝑏 ∈ 𝐴 tel que 𝑎 ⋅ 𝑏 =
𝑏 ⋅ 𝑎 = 1. Si 𝑏 existe, il est unique car si 𝑏′ convient également, 𝑎 ⋅ 𝑏′ = 1 entraine (𝑏 ⋅ 𝑎) ⋅ 𝑏′ =
𝑏 i.e. 𝑏′ = 𝑏. Cet unique 𝑏 est noté 𝑎−1.

On désigne par 𝐴× l’ensemble des inversibles multiplicatifs de 𝐴.

Proposition  

Soit (𝐴, +, ⋅) un anneau, alors (𝐴×, ⋅) est un groupe.

Démonstration : Remarquons déja que 1 ∈ 𝐴× car il est son propre inverse et il nous fournit un neutre. 

De plus, ⋅ est associative par définition de 𝐴.

Soit maintenant 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴×. Si l’on note 𝑥−1 et 𝑦−1 les inverses de 𝑥 et 𝑦 alors:

(𝑦−1 ⋅ 𝑥−1) ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑦)

= 𝑦−1 ⋅ (𝑥−1 ⋅ 𝑥) ⋅ 𝑦

= 𝑦−1 ⋅ 1 ⋅ 𝑦
= 𝑦−1 ⋅ 𝑦
= 1

Définition  

On dit que l’anneau (𝐴, +, ⋅) est un corps si 𝐴× = 𝐴 \ {0}.

Par suite 𝑥 ⋅ 𝑦 est inversible d’inverse 𝑦−1 ⋅ 𝑥−1

□

2. Compléments sur ℤ/𝑛ℤ
Proposition  

Soit 𝑎 un entier. La classe de congruence 𝑎 ∈ ℤ/𝑛ℤ est inversible si et seulement si pgcd(𝑎, 𝑛) = 1.

Démonstration : Soit 𝑎 ∈ ℤ tel que pgcd(𝑎, 𝑛) = 1.

On note (𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2 un couple de Bézout associé à 𝑎 et 𝑛 i.e. 𝑎𝑢 + 𝑛𝑣 = 1. Ainsi 𝑎𝑢 ≡ 1[𝑛] soit:
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2. Compléments sur ℤ/𝑛ℤ

𝑎 ⋅ 𝑢 = 𝑎 ⋅ 𝑢 = 1

Puis 𝑎 est inversible de ℤ/𝑛ℤ.

Réciproquement si 𝑎 ∈ ℤ vérifie 𝑎 ∈ (ℤ/𝑛ℤ)× on note 𝑢 ∈ ℤ tel que 𝑎 ⋅ 𝑢 = 1 = 𝑎 ⋅ 𝑢 puis:

𝑎𝑢 ≡ 1[𝑛]

On dispose donc de 𝑣 ∈ ℤ tel que

𝑎𝑢 = 𝑣𝑛 + 1

Puis (𝑢, −𝑣) fournit un couple de Bézout soit: pgcd(𝑎, 𝑛) = 1

□

Proposition  

Les générateurs de ℤ/𝑛ℤ en tant que groupe sont exactement les éléments de (ℤ/𝑛ℤ)×.

Démonstration : Soit 𝑎 ∈ (ℤ/𝑛ℤ)×. On note 𝑢 ∈ ℤ tel que 𝑎𝑢 = 1. Ainsi 𝑎 + … + 𝑎⏟
𝑢 fois

= 1. Par suite, 

pour tout 𝑥 ∈ ℤ/𝑛ℤ:

𝑎 + … + 𝑎⏟
𝑢 fois

+ … + 𝑎 + … + 𝑎⏟
𝑢 fois⏟

𝑥 fois

= 𝑥

Par suite 𝑥 ∈ ⟨𝑎⟩ puis ⟨𝑎⟩ = ℤ/𝑛ℤ. (On considère ⟨𝑎⟩ comme un groupe.)

Supposons maintenant que 𝑎 ∈ ℤ/𝑛ℤ vérifie ⟨𝑎⟩ = ℤ/𝑛ℤ. Ainsi 1 ∈ ⟨𝑎⟩ et l’on dipose donc de 𝑢 ∈
ℕ∗ tel que:

𝑎 + … + 𝑎⏟
𝑢 fois

= 1

Soit

𝑢𝑎 = 1

D’où 𝑎 ∈ (ℤ/𝑛ℤ)×

□

Définition  On appelle indicatrice d'Euler l'application

𝜙 : ℕ∗ → ℕ
𝑛 ↦ 𝜙(𝑛)

tel que ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝜙(𝑛) = Card {𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ : pgcd(𝑘, 𝑛) = 1}

Les propositions précédentes nous disent que, pour 𝑛 ∈ ℕ∗,

𝜙(𝑛) = |(ℤ/𝑛ℤ)×|

Proposition  

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗, ℤ/𝑛ℤ est un corps ssi 𝑛 est un nombre premier. On note alors 𝔽𝑛.

Démonstration : Soit 𝑝 un nombre premier, montrons que (ℤ/𝑝ℤ)× = (ℤ/𝑝ℤ) \ {0}

On a déjà que (ℤ/𝑝ℤ)× ⊆ (ℤ/𝑝ℤ) \ {0}, aussi,
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2. Compléments sur ℤ/𝑛ℤ

|(ℤ/𝑝ℤ)×| = 𝜙(𝑝) = |{𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ | pgcd(𝑘, 𝑝) = 1}| = 𝑝 − 1 = |(ℤ/𝑝ℤ) \ {0}|

Ainsi |(ℤ/𝑝ℤ)×| = |(ℤ/𝑝ℤ) \ {0}|, par suite:

(ℤ/𝑝ℤ)× = (ℤ/𝑝ℤ) \ {0}

Supposons maintenant que 𝑝 ∈ ℕ∗ vérifie que ℤ/𝑝ℤ est un corps. On a donc que

|{𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ | pgcd(𝑘, 𝑝) = 1}| = 𝜙(𝑝) = |(ℤ/𝑝ℤ)×| = |(ℤ/𝑝ℤ) \ {0}| = 𝑝 − 1

Il vient donc que 𝑝 est premier.

□

3. Compléments sur l’ordre des éléments d’un groupe

Définition  Rappel

Soit 𝐺 un groupe. Pour 𝑔 ∈ 𝐺, on pose Ω𝑔 = {𝑛 ∈ ℕ∗ : 𝑔𝑛 = 𝑒}.

On définit alors l’ordre de 𝑔, noté ord(𝑔), par:

ord(𝑔) ≔ min Ω𝑔

(Avec la convention que min ⌀ = +∞)

Proposition  
 Dans un groupe fini, tout élément est d’ordre fini.

Démonstration : Soit 𝐺 un groupe fini et 𝑔 ∈ 𝐺. Le théorème de Lagrange assure que |⟨𝑔⟩| | |𝐺| soit 

|⟨𝑔⟩| ⩽ |𝐺| ∈ ℕ∗. Par suite, ord(𝑔) ∈ ℕ∗.

□

Proposition  

Soit 𝐺, 𝐻  deux groupes et 𝜓 un morphisme de 𝐺 sur 𝐻 . On note 𝑔 ∈ 𝐺 d’ordre fini, alors

• L’ordre de 𝜓(𝑔) divise l’ordre de 𝑔
• Si 𝜓 est injectif, alors ord 𝑔 = ord 𝜓(𝑔).

Démonstration : 

• Soient 𝜓 : 𝐺 → 𝐻  et 𝑔 ∈ 𝐺 tel que ord 𝑔 = 𝑛 ∈ ℕ∗ et ord 𝜓(𝑔) = 𝑘 ∈ ℕ∗

𝑒𝐻 = 𝜓(𝑒𝐺) = 𝜓(𝑔𝑛) = 𝜓(𝑔)𝑛

Comme 𝑘 est l’ordre de 𝜓(𝑔), 𝑛 est un multiple de 𝑘.

• Comme 𝜓 est injectif, on a que Ker𝜓 = {𝑒𝐺}.

𝜓(𝑔)𝑘 = 𝑒𝐻 ⇔ 𝜓(𝑔𝑘) = 𝑒𝐻 ⇔ 𝑔𝑘 = 𝑒𝐺 car 𝜓 est injectif.

Ainsi 𝑘 | 𝑛 et d’après la proposition précédente 𝑛 | 𝑘. Par suite, ord 𝑔 = ord 𝜓(𝑔).

□

Proposition  

Soit 𝑔 ∈ 𝐺 d’ordre fini 𝑛. Alors ⟨𝑔⟩ a exactement 𝜙(𝑛) générateurs.
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Démonstration : Comme 𝑔 est d’ordre 𝑛, ⟨𝑔⟩ ≃ ℤ/𝑛ℤ (on considère le même morphisme que dans la 
proposition suivant la définition de l’ordre) ce qui permet de conclure.

□

4. Quelques notions sur le groupe 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝)
Le groupe 𝐺𝑙𝑛(𝕂) avec 𝕂 un corps quelconque est très fortement lié à la notion d’espace vectoriel et 
de transformation linéaire, il est donc logiquement utilisé pour agir sur les ensembles liés aux espaces 
vectoriels. Il est donc nécessaire de décompter son cardinal pour calculer le cardinal des orbites des 
ensembles sur lequel il agit. Le décompte suivant vient d’un exercice donné par S. Parmentier.(1)

Définition  

Soit 𝑝 un nombre premier, on note 𝔽𝑝 le corps fini ℤ/𝑝ℤ. On peut donc s’intéresser, pour 𝑛 ∈ ℕ∗ 

au groupe 𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝) composé des matrices 𝑛 × 𝑛 à coefficient dans 𝔽𝑝 inversibles.

Plus précisément, on munit ℳ︀𝑛(𝔽𝑝) de sa structure d’anneau usuelle et alors:

𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝) ≔ (ℳ︀𝑛(𝔽𝑝))
×

Proposition  

 Soit 𝑝 un nombre premier et 𝑛 ∈ ℕ∗, alors

|𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝)| = ∏
𝑛−1

𝑘=0
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑘)

Démonstration :  Il est plus commode de travailler d’un point de vue géométrique : on note ℰ︀ ≔ 𝔽𝑛
𝑝  

munis de sa structure usuelle de 𝔽𝑝-espace vectoriel et, si l’on note 𝐺𝑙(ℰ︀) l’ensemble des endomor

phismes inversibles de ℰ︀  alors |𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝)| = |𝐺𝑙(ℰ︀)|.

On note 𝑒 ≔ (𝑒1, …, 𝑒𝑛) la base canonique de ℰ︀  et l’on sait alors qu’un élément de ℒ︀(ℰ︀) est entièrement 

déterminé par son action sur 𝑒. On sait de plus que 𝑢 ∈ ℒ︀(ℰ︀) est inversible ssi (𝑢(𝑒1), …, 𝑢(𝑒𝑛)) est 

aussi une base de ℰ︀ . Il vient alors que si l’on note ℬ︀ ⊆ ℰ︀𝑛 l’ensemble des bases de ℰ︀ :

|𝐺𝑙(ℰ︀)| = |ℬ︀|

Montrons maintenant par récurrence que si, pour 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ on note ℱ︀𝑖 l’ensemble des familles libres 

à 𝑖 éléments de ℰ︀  alors:

|ℱ︀𝑖| = (𝑝𝑛 − 1) ⋅ (𝑝𝑛 − 𝑝) ⋅ … ⋅ (𝑝𝑛 − 𝑝𝑖−1) = ∏
𝑖−1

𝑘=0
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑘)

Initialisation : pour 𝑖 = 1
Il est immédiat que ℱ︀1 = ℰ︀ \ {0} soit |ℱ︀1| = 𝑝𝑛 − 1.

Hérédité :

Supposons 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ tel que |ℱ︀𝑖| = ∏
𝑖−1

𝑘=0
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑘). Si 𝑖 = 𝑛 on a fini. Supposons donc 𝑖 < 𝑛.

Pour construire un élément de ℱ︀𝑖+1 il convient d’abord de choisir un élément (𝑏1, …, 𝑏𝑖) de ℱ︀𝑖 qui 

nous fournira nos 𝑖 premiers vecteurs puis de prendre un dernier vecteur 𝑥 tel que 𝑥 ∈ ℰ︀ \ ⟨𝑏1, …, 𝑏𝑖⟩. 
Ainsi :

|ℱ︀𝑖+1| = ∑
𝑏∈ℱ︀𝑖

|ℰ︀ \ ⟨𝑏⟩|
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Or, pour 𝑏 ∈ ℱ︀𝑖, ⟨𝑏⟩ ≃ 𝔽𝑖
𝑝 car 𝑏 est libre. Ainsi |ℰ︀ \ ⟨𝑏⟩| = |ℰ︀| − |𝔽𝑖

𝑝| = 𝑝𝑛 − 𝑝𝑖, par suite:

|ℱ︀𝑖+1| = ∑
𝑏∈ℱ︀𝑖

(𝑝𝑛 − 𝑝𝑖) = |ℱ︀𝑖|(𝑝𝑛 − 𝑝𝑖) = ∏
𝑖+1−1

𝑘=0
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑘)

Finalement la propriété est bien héréditaire.

Il vient ainsi, car ℬ︀ = ℱ︀𝑛 que:

|𝐺𝑙𝑛(𝔽𝑝)| = |𝐺𝑙(ℰ︀)| = |ℬ︀| = ∏
𝑛−1

𝑘=0
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑘)

□

5. Rappels sur les relations d’équivalence
Par souci de concision, nous ne donnerons pas les démonstrations pour cette partie mais elles peuvent 
être trouvées sur le site de Christophe Bertault.(6)

Ici, 𝐸 est un ensemble quelconque.

Définition  Relation d'équivalence

On appelle relation d’équivalence sur un ensemble 𝐸 toute relation binaire ∼ sur 𝐸 qui est

• Réflexive (i.e. ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ∼ 𝑥)

• Symétrique (i.e. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑦 ∼ 𝑥)

• Transitive (i.e. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸, 𝑥 ∼ 𝑦 et 𝑦 ∼ 𝑧 ⇒ 𝑥 ∼ 𝑧)

On les note souvent ∼, ≃, etc…

Définition  Classes d'équivalence :

Pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, l’ensemble cl(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝐸 : 𝑦 ∼ 𝑥} est appelé la classe d’équivalence de 𝑥 (pour 

∼). Les classes d’équivalence forme une partition de 𝐸 et pour tous 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸,

cl(𝑥) = cl(𝑦) ⇔ 𝑥 ∼ 𝑦

Définition  Espace quotient :

L’ensemble des classes d’équivalences de ∼ appelé l’ensemble quotient de E par ∼ et souvent noté 

𝐸/ ∼.

Définition  Ensemble de représentants des classes d’équivalence :

On appelle ensemble de représentants des classes d’équivalence de ∼ toute partie 𝑅 de 𝐸 qui contient 

un et un seul élément de chaque classe d’équivalence de ∼.
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Notations
Voici un rappel de quelques notations utilisées dans ce TIPE :

• 𝕂 est un corps quelconque

• 𝔽𝑝 avec 𝑝 premier est le corps fini ℤ/𝑝ℤ
• 𝐶4 est le groupe cyclique d’ordre 4. Il est isomorphe à ℤ/4ℤ pour l’addition et au groupe des rotations 

du carré.

• 𝐷4 est le groupe diédral qui agit sur le carré.
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