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RESUME. La théorie des partitions d’un entier positif n posséde une longue histoire.
Euler I'a étudiée et y a démontré de magnifiques théoremes dans son ouvrage Intro-
ductio in analysin infinitorum, publié en 1748. Cette théorie trouve de nombreuses ap-
plications, par exemple dans la classification de la jordanisation d’une matrice n *x n,
qui repose essentiellement sur la partition de n. En 1997, M. Bousquet-Mélou et K.
Eriksson ont démontré un théoréme concernant un type particulier de partitions : les
partitions d’amphithéatre (lecture hall partitions). Le but de ce TIPE est comprendre
deux démonstrations de ce théoréme ainsi qu’une généralisation de ces partitions d’am-
phithéatre.
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1. INTRODUCTION

Définition 1.1. Une partition d'un entier positif n est une suite monotone des entiers
positives Aj,Az,..., A\ tels que

I(X)
j{:‘AiZZ n
i=1

et on appelle [(\) la longueur de la partition.

Exemple 1.2. Si on note p(n) le nombre de partitions de n, c’est-a-dire le nombre
de facons par lesquelles n peut s’écrire comme la somme des entiers > 1, par exemple
p(l)=1,p2)=2car2=20u2=1+4+1,p3)=3car3=3=1+2=1+1+1.

Théoréme 1.3.

Spme =T+

n>0 k=1

Avant la démonstration,nous calculons p(3) en utilisant ce produit infini,

o

1 1 1 1 o0 00 0o
Hl_xk T l-zl-a21—2a2% (Zxk> (Zx2k> (ng,k)
k=0 k=0 k=0

k=1

= (1+:C+x2+x3—|—---)(1+x2+x4—|—~--)(1—|—x3+---)--~,
donc, comment obtenir 3 ? Soit choisir 3 de la premiere parenthese(1+1+1), soit

choisir z de la premiere parenthése et 2 de la seconde parentheése(1+2), soit z® de la
troisieme parenthese(3), ce qui convient notre résultat ci-dessus.

Démonstration. D’abord, nous avons

1 G km
1—aF Z T
m=0
donc
N (o) 1 o o .
S st = T e =TT,
n>0 k=1 k=1 m=0
doncn =kimqy+---+ kmy. O

Et puis,si on note par p(i,n) le nombre de partitions de n de parts impaires, et
note par p(d,n) le nombre de partitions de n de parts distinctes. Euler a montré que
p(i,n) = p(d,n) [9]. En effet, similairement nous pouvons montrer

o0

i 1
> plm =+
n>0 k=1
Zp(d, n)z" = ﬁ(l + 2,
n>0 k=1

donc il suffit de montrer

Lemme 1.4.

H# ~ T+

k=1 k=1
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Démonstration.
[Ta+=]] 1_ 2k :Hl_ka—l‘
k=1 k=1 k=1

Une étape avancée

Si on note par p,(d,n) le nombre de partitions de n de longueur impaire des parts
distinctes, et note par p.(d,n) le nombre de partitions de n de longueur paire des parts
distinctes. Par exemple, 4 = 14 3 = 4 donc p.(d,n) = p,(d,n) = 1,

7T=7=142+4, donc p,(d,n) =2,
7=146=2+5=3+4, donc p.(d,n) =3, pe(d,n) — p,(d,n) =1,

12=12=14249=1434+8=1444+7=1454+6 =243+7=244+6 = 3+4+5,
donc p,(d,n) =8,

12=1411=2410=3+9=448=5+4+7=14+2+34+6=1+2+4+5, donc
pe(dvn) :77 pe(dvn) _po(d7n> =-—1

Euler a prouvé un théoreme

Théoreme 1.5. (Euler)[9] p.(d,n) = p,(d,n) sauf que n est de la forme m, kelZ

Ce théoreme est le résultat des deux lemmes suivants.

Lemme 1.6.

H(l —z") = Z(pe(d, n) — po(d,n))x".
n=1 n=1
Lemme 1.7.
H(l - xn) = Z (—1)”1’% =1+ Z(_l)n <x"(3’21+1) 4 xn(32—1)) .
n=l n=-00 n>1

Les démonstrations sont dans 1’appendice)6.16

Nous pouvons voir le signe de xn(ggﬂ), i.e., la valeur de (p.(d,n) — p,(d,n)) d’apres

lemme 1.7,

1 n Z(_]_)n (xn(?)z-‘rl) 1 xn(Sg—U) ] — - IQ +I5 +x7 .

n>1

Si on combine théoremel.3 et lemme 1.7,

(1) (Zp(n)x"> (Z(—l)”x”‘?’”‘””) =1,

n>0 ne”
Nous obtenons par comparer les coéfficients des x™
p(n) —p(n—1) =pn—2)+pn—=5)+pn—-7) —--- =0,

ou la somme arréte quand n — k < 0. Avec p(0) = 1,p(1) = 1, nous pouvons obtenir les
p(n) par récurrence.
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Exemple 1.8. p(2) = p(1) +p(0) = 2, p(7) = p(6) + p(5) — p(2) — p(0) = 15.

Maintenant, changeons un peu la notation, soient D I’ensemble des partitions avec
les parts distinctes, O ’ensemble des partitions avec les parts impaires.

[e.9] oo

S g :H(lﬂic):n#:zqu

neD k=1 k=1 neo

ou le poid |u| de la partition = (1, fio, - - -, fomm) €St |p| = p1 4 o+« - - + i la question
B . . . . . ey s . . .. n—1 1 . .

, ’est un produit infini, mais alors si j’écris un produit fini, i.e., [[;~; 7%=, puis-je le

donner un sens ?

Pour n > 1, soit £,, 'ensemble des partitions

Al A An
n — )\7>\7”'7)\n: S—<—<-— 7.
£ {( b )0 1 2 n }
On appelle les éléments de £, partitions d’amphithéatre(lecture hall partition) de
longueur n,

si on enleve les \; nuls, on obtiendra

H1 H2 Hm
D, = Hs ey fim) € D : < <. .. Bmd
{(Ml H2: e im) n—m+1~"n—-—m+2 n}

Ce qui est montré par Mireille Bousquet-Mélou et Kimmo Eriksson[3] et ce que je
voudrais comprendre est le théoreme suivant

Théoréme 1

n—1
ZQIAIZH;
1_x2k:+1
NELn k=1
< 0%
% '-' 5
F A
s v’ 03‘
N
753
< s
S
(=]
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2. PREMIERE DEMONSTRATION

En fait, Mireille Bousquet-Mélou et Kimmo Eriksson ont prouvé un théoreme meilleur,
pour le comprendre, nous avons besoin des termes.

Définition 2.1. Pour une partition A = (Ay, Ag, - - -, \,), on définit le poid pair |A| et le
poid impair |A,| comme
’)\el = Z )\n72k7

osis[ 251

|)\o‘ = Z >\n72k71-

0<k<|2]-1

Exemple 2.2. Pour n = 8, [%2| = 3, |2] =1 = 3, [A] = As + X6 + s + Ao,
| Ao| = A7+ A5 + A3 + Ay

POU_l"TL:77 LnTAJ :3, L%J —]_:2, |)\e|:/\7+)\5+)\3+/\1, |)\o|:)\6+/\4+/\2~

Avec ces définitions, nous allons prouver

i=n—1

S sl — T — ;Hyi.

AELy 1=0

Si on pose x = y, on obtient le théoreme 1.

Exemple 2.3. Pour n = 3,
[Ale = Z Az—or = A3+ A1, Mo = Z A3 k-1 = Az,

0<k<L1 0<k<0
=2 1
[Ale g [Mo — - -
ZQJ Yy —Hl—x”lyi’
AeLs 1=0
ou

Z x)\3+>\1y>\2 — 1 1 1 ]
1—21—2%2yl— 23y?

AEL3
D’abord, nous avons besoin d’une réduction de la partition. Fixons n > 1, soit
A= (A1, A2, -+, A\y), on définit la D-séquence associée D(N) = (dy,dy, - -+, d,,) par di = )\
i .
di = X\ — [.Z —‘, 2<i<n

Nous pouvons voir que A est une partition d’amphithéatre si et seulement si d; > 0
pour tout i.

Pour 1 < i < n, soit A® = (0,0, ...,0,i,i+1, ...,n), alors D(A®) = (0,...,0,4,0, ...,
Si A € L, avec D()\) = (dy,da,- - -,dy,), alors A\ + A\ € L, car pour D(A + \?)
(dllvd/% ’ '7dl )

0).

— 1.

7 —

. . 4 1) (N + 14
1—‘:di+zvdi+1:/\i+1+l+1_ [ww

Exemple 2.4. Pour n = 3, soit A = (A1, A\, A3), alors

3
di = Ai,dy = Xo — [2)\1],d5 = A3 — [5)\2}
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ct
AW =(1,2,3), D (\V) = (1,0,0),

@ =(0,2,3), D (\?) = (0,2,0),
A =(0,0,3), D (\®) = (0,0,3).
similairement, nous pouvons obtenir un lemme pour A — \®.

Lemme 2.5. Soient A = (A1, Ay, - -+, A) avec D(N) = (di,dy, - - -, dy). Alors A=\ € L,

st et seulement si d; > 1.

Définition 2.6. On dit qu'une partition d’amphithéatre de longueur n est réduite si sa
D-séquence (dy,ds, ..., d,)vérifie 0 < d; < i pour tout 1 < i < n. Et on note une telle
partition par R,,. En effet, il y a n! telles partitions.

Exemple 2.7. La D-séquence (dy, ds, d3) doit vérifier 0 < d; < 1,0 < dy < 2,0 < d3 < 3.

Nous pouvons écrire une partition\ sous la forme A = p+>7_ k;A® o {)\(i) }?leeut
étre considéré comme une base d’un espace vectoriel.

Proposition 2.8. Soit A\ une partition d’amphithéatre avec D-séquence (dy,ds, ..., d,).
Alors Uapplication X\ — (p, k1, ka, ..., k) ot k; = |d;/i]

A=+ Zn: e A@
i=1

est une bijection entre L, et R, x N".

Avec ces notations ci-dessus, nous pouvons réécrire ce que nous voulons étudier

E x|/\\ey\>\|o:§ x|ﬂ|e+2?:1kilA(i)|ey|H|o+Z?:1k‘i|/\<i>\o
)\Eﬁn ,UzeRn

— <§ : xluleylu|o> E : T ;;lkil,\(i)\ey g ki A

HERR (k1,k2,....kn)ENT

(1) (4) )
= <Z x'ﬂ'eyﬂo> H (:Elk ‘ey|/\ ‘o)k;z

PER i=1 (k1,k2,e...kn) ENP

- 1
_ lule, |ulo
(3 ) Ml e

HER R i=1

Donc, nous avons maintenant

P,(x,
Z xmeywo _ (2, y)

n AD [ XD,
vl Hi:l 1 — AW y| |

Po(a,y) = Y aleyle

AERR

Alors, pourquoi écrire I'équalité sous cette forme? une des motivations est calculer les

|/\(i)|e7 |,\(i)|0‘
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Lemme 2.9. Les poids pairs et impairs de la partition A(j), 1 < j < n, sont
pour 0 <1 < L”T’IJ

AP =nt+(n—2) 4+ (n—2i) = (i +1)(n—1),
A2 = (= 1)+ (n—=3) + -+ (n—2i+ 1) = i(n— i),
Et pour 0 <i< |2] -1
IAED] = (n—2) 4 (0= 20) = (i + 1) (n — ),

A2 = (n—1)+ (n=3)+ -+ (n—2i—1)=(i+1)(n—i—1),

Donc,
I1 (1 . xlA“)leylA(“\o)
i=1
_ <1 _ x\)\("’%)\eyl)\m*%)lo) H (1 _ x|)\(n72i71)|6y‘)\(n72i71)‘O>
0<i<| gt 0<i<|g]-1
— H (1 _ (mi-l-lyi)n—i) H (1 _ (xn—iyn—i—l)iﬂ) (%)
0<i<| 25t | 0<i<| % |-1

Pour compléter la déduction ci-dessus, il faut vérifier un lemme

Lemme 2.10. Pour tout entier n >0, on a

(1,2,...n} = {n—mogz’g L”T_l”u{n—%—uogig {gJ —1}.

Démonstration. (i) Soit n pair, i.e., n = 2m, alors L"T’lj = L%J —1=m-—1,doun
{n=2i0<i<m-1}={n,n—-2,n—4,..,n—2(m—1) =2}
et
{n—-2i-10<i<m-1}={n-1,n—-3,n—-5..,n—2m—-1)—-1=1}
(ii)Soit n impair, i.e., n = 2m + 1, alors VLT_IJ =m, L%J —1=m—1, dou
{n=2i0<i<m}={n,n—-2,n—4,..,n—2m =1}
et

{n—-20-10<i<m-1}={n—-1,n—-3,n-5..,n—-2m—-1)—1=2}

Avec un changement de variable j = n — ¢ — 1 pour le seconde produit,
(%) = H (1— (xz#lyi)nfi) H (1— (l.j+lyj>nfj)
o<i<| 5t | n—| 2| <j<n-1

Donc 'égalité peut s’écrire comme

|
—

n n

H (1 — x|)\(i)\ey|)\(i)|o> — (1 _ (xi-i-lyi)n—i) 7

i=1

s
Il
o

d’oll notre but devient

n—1

1 — l.iJrl i\n—1
Po(a,y) =Y alleyPe=T] Sl Dy

1 — gitlyi
AER,, i=0
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On note {0, 1,2, ..., n} par [0, n], nous pouvons prouver 1’égalité ci-dessus par récursion
si nous pouvons construire une bijection T : R,, x [0,n] — R, .1 telle que si n = Y(u, 1),
alors,

Mo = [ules  [nle =1+ 2[pule — 1o

Avec cette relation, nous avons

n+1

Maintenant, nous allons nous servir d’une involution dans ’ensemble des lecture
hall partitions réduites. Soit p une partition, la D-séquence D(u) = (dy,ds, ..., d,) avec
dy = p, dj = N\ — Hﬁﬂ;zﬁiﬁn

Pour p € R, on définit p* par

Pn+1($,y> =

*
Hpn—2k = Hn—2k;

n—2k—1, n—=2k-1 B (%)
N — ok Hn—2k Hn—2k—1

[n—2k—1 — ’leu’anZ
Avec la convention p; = puf = 0 pour ¢ < 0.
Proposition 2.11. La correspondence p— p* définit une involution de R,,.
Pour montrer cette proposition, nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 2.12. Soient I, m, i des entiers positifs, i > 2. Alors

T .
V , zJ —me{0,1,2,..,i—2) = |- {lew €1{0,1,2,....i — 1}.
1 1 —

La preuve de ce lemme est un peu longue, vous pouvez lire la preuve de la proposition
directement si vous voulez]]

Démonstration. (Preuve du lemme) Posons par division euclidienne
l=il'+a,0<a<i—1,
m=G—1)m'+00<b<i—2.

Casl:a=0,b=0,ie,l=dl'"m=(i—1)m

1
0< V , zJ == — (i —D)m <i—2
1

= '-m=0<«< i(l'-m)=0
ce qui implique que

- { ! 1m—‘ —0€{0,1,2,.,i— 1}

Cas2:a#0,b=0,ie,l=il'"4+a,1<a<i—1m=(G(i—-1)m

i — 1
V , zJ —m=il'+a—-1—(i-1)m —1
1

Donc 'inégalité
0< (G-I —m)+a—1<i—2
est équivalente a

1l—a , , _t—a-—1
1—1 1—1
d’ott ,
i _a+a<i(l'—m’)+a<i£+a
i—1 =1 ’
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or

1—a 1—a
17— +a=- >0 car 1<a<i—1,
1—1 1 —1
et )
‘Z_a_1_|_ ‘
i—— +ta=1— :
i1 i1
ce qui entrainer que i(I' —m') +a <i—1 car
1—a— a
il —m)+a<i——+a<i-— <1,
( J+as 1—1 tas 1—1

et i(I' —m') 4+ a est un entier. (nous utilisons ce raisonnement plusieurs fois dans
cette démonstration)

Réciproquement, si

— ) _1
0<ill —im' +a<i—1 & — < -m)<—2"=
i i
alors
i—1 , , , i—1
—(—a)+a—-1<(E-1DH{l'-m)4+a—-1<—>(—a—-1)4+a—-1,
¢ {
or
1 —1

, (—a)+a—1:—1+2>—1,
donc (i—l)(l’—m’)—i—a?—lZOcar Z

(i—l)(l’—m’)+a—1z—1+%
et (1 —1)(I' =m') +a — 1 est un entier.

Cas3:a=0,b#£0,ie,l=il''m=(Gi—1)m'+b1<b<i—2

Supposons que

0< V_,llJ —m=>G-0)'—m)—b<i-2,

alors ; o
1+0—
<l'—-m<—=
1= T T
don 1 b  +b—2 21 —4
L (A P h P P D)
7 —1 71— 1 71— 1 71— 1

donc " — m’ =1, ce qui implique que

1<i(ll —m)—b—1=1— [%m-‘ <i-2

Réciproquement, si
0<i(l' =m')—b—-1<i—1,

alors

b+1<l’—m’§1+2,
(3

i
ce qui implique aussi I’ —m' =1, d’ou

1< V_,llJ—m:i—l—bgi—Z
(3
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Cas4:a#0,0#0,ie,1<a<i—1,1<b<i—20u2—i<b—a<i—3

1
V , lJ —m=illta—1T—1—(i—1)m —b
7

Donc
0<(@—-1)l"-m)+a-b-1<i—2
est équivalente a
b—a+1 <l,_m,<@—2+b—a+1 <22—4

2
1—1 = - 1—1 _i—1<

Y

b—a+1>3—i

> —1
1—1 T ai—1

Y

donc 0 <! —m' < 2.

(1)Si !’ —m/ =0, alors
—1
1—1

b—a+1l)+a—-b—-1<1—- [ Zlm—‘ =il'+a—im' —b—1=a—-b—-1<i—1.
P

(ii)Si I’ —m' =1, alors
0<(@-D'—m)+a-b-1<i—2 & 2—i<a-b<0,

par suite

1§l—ﬁ Zlm—‘ —idta—b-1<i—1.
Z_

c’est ce que nous voulons.

Réciproquement,

0<1— L,ilm—‘ =i(l'=m)+a-b-1<i-1

implique que

b—q+1§l,_m,§z—1+b'—a—l—l
) )
or
b— 1 3—1  —14+b— 1 3
q+ > .z>_17z —|—. a + _9_ 29
1 i 1 1

donc soit I' —m/ =0, soit I' —m/ =1

(i)Sil!—m’ =0,alors 0 <a—b—1<4i—1maisen fait,a —b—1 < i — 2, car
1<a<i—1,1<b<1i—2, donc
1—1

Og(i—l)(l'—m’)—i—a—b—l:{ , ZJ —m<i—2
i

(i) Sil/! —=m'=1,alors 0 <i4+a—b—1<i—1,donca—b <0, ce qui implique
que (i — 1)(I' =m/) +a—b—1 <1i—2 pour 'autre coté, il faut voir que a — b > 3 — i,
car 1 <a<i—1,1<b<i—2,donca—b+1—12> 2, cest exactement ce que nous
voulons. O
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Démonstration. (Preuve de la proposition 2.12) Soit 4 € R,. Nous voulons montrer
que pu* € Ry, ie., d; € {0,1,2,...,i — 1} pour 1 < i < n. Selon le lemme, d,, 9,1 €
{0,1,2,....,n — 2k — 2}.

Comme pf o) = fin—oxr pour tout k, nous pouvons réécrire (*) comme
n—2k—1, . n—2k—1 »
n— ok Hn—2k| T Hn—2k—1 = Hn-2k-1 ok _ gHn-2k-2| = Gn-2k-1,
Or d,,_ox_1 € [0,n — 2k — 2] car p est une partition réduite.
n — 2k
o | e0n— 2k — 1],
n—2k — Mn—2k [n—%—l” 2% 1—‘ €[0,n ]

selon le lemme, donc p* est une partition réduite.

d’ailleurs

. * n—2k—-1, . n—2k—-1
( n—2k—1) = {Wﬂn—%J —Hp_ok—1 = Hn—2k-1" [m#n—%—;‘ = dy—ok—1,
Ce qui implique que I'application p +— p* est une involution. O

N’oubliez pas que nous avons besoin d’une relation récursive pour prouver

n—1 : ; i
1 _ a:z—i—l 1\n—1
Po(z,y) = Y ey = 1] )

1 — gitlyt
AERR 1=0 Y

Maintenant nous utilisons une bijection T : R,, x [0,n] = R, 41
T(/L,Z) =1n= <M17M2>-~->Mna ’VTlu’n-‘ +Z>

Avant la démonstration, nous prenons n = 3 et voyons comment ¢a marche. D’abord,
les partitions d’amphithéatre réduites sont :(0, 0, 0), (0,0, 1), (0,0, 2), (0,1, 2), (0,1, 3), (0, 1,4),
tous vérifient) < d; < i. Rappelons que la relation voulue avec n = 3 est
1—at

1—=x

P4(x,y) = Pg(l'Qy,[E_l)

donc avec
Psy(x,y) = 1+ 2+ 2%+ 2%y + 2%y + 2y

ou la puissance de x représente ||, = ps + p1 = pg car py =0,
et la puissance de y représente ||, = o,

o Py(z,y) = (1 + + 2% +2°) (1 + 2%y + 2'y? + 2%y + 2% + 2"y")
= 1+x2y+ x5y3+x7y4
+x + 2y + 2593 + 28y
+2? + 2ty + x"y?  2%y?
4ad 42ty + 2 4 10y

maintenant nous calculons Y(u,i) avec i € {0,1,2,3} et p = ps, pj = w1 = 0, p =
2001 + [2113/3) — o

1((0,0,0),i) = (0,0,0,i—l— Eu;—D =(0,0,0,1),
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4
Y((0,0,1),i) = (0,0,1,z’+ {BMQ;D = (0,0,1,i+2),

4
Y((0,1,3),1) = <0,1,3,z+ {SMJD = (0,1,3,i+4),

4
T((0,1,4),7) = (0,174,¢+ %M;’D = (0,1,4,i +6),

les parties correspondentes sont notées par les couleurs pareilles.Par exemple, les
termes (0,1,4,i 4+ 6),0 <4 < 3 correspondent aux z!T6y0+4,

Apres cet exemple, nous revenons a la preuve que notre bijection vérifie

o = lttle,  |nle =@+ 2|ple — [plo

Démonstration. D’abord comme p o, = fin—ok, NOUs avons |n|, = |ue
Notons que [1,n] ={k € Z|1 <k <n} ={1,2,...,n}

, n+1l | «
nle =i+ [ - unw S YR T
n—2k—1€[1,n—1]

o n+1 n—2k—1 n—2k—1
=1+ n Mo, | Z mun—zk—Q + Wun—% — Mn—2k—1

n—2k—1€[1,n—1]

it n+1 , n Z n—2k—1 n n—2k-—1 il
=1 n Hy, n—2k—2'u"_2k_2 n— ok Hn—2k Hlo

n—2k€[1,n]

—i+ Y n-2k+1 Lnz2kol — |y
=1 n— 2k Hn—2k n— 2%k Hn—2k Hlo

n—2k€(1,n]

(grace au lemme suivant en posant ¢ = n — 2k, m = i, o)

=14 2|ple — |plo-

Lemme 2.13. Pour tout (i,m) € Z?, nous avons

FHLI -‘ V—l J
—m| + —m | = 2m.
7 7

Démonstration. on commence par supposer que i|m, i.e., m = pi, alors

’VZ'-F w V_l J
—m| + —m| =m+p+m—p=2m.
) 1

Sinon on fait la division euclidienne, supposons m = pi 4+ q avec 0 < ¢ < i, alors
—m=—pi—q=—(p+1)i+(i—q),

1+ 1 1—1
[ ; m-‘—i—{ - mJ:m—i—p—i—l—l—m—(p—l—l):Zm.
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Exemple 2.14. Pour n =5,

T(MJ) =n= <N17N27N37H47M5, {_l%—‘ ‘f‘l) )

bt

o =15 +n3 +m = ps + p5 + i = pis + pi3 + 1 = |ftle,

6 * N * *
’77‘6:7764‘774"‘772: [‘Ns—‘ T4y T e,

5

[ (3] )

=1+ (2u5 + 2p3 + 2p11) — (p2 + pa) =i+ 2ple — |plo,

ou puy = 0.

I+

2 *
§N3 — M2,

13

Maintenant, nous allons montrer comment obtenir une partition d’amphithéatre
a partir d'une partition dont les parties sont impaires en suivant ’algorithme de M.
Bousquet-Mélou et de K. Eriksson.

Soit A € O, écrissons A sous la forme

A= 173152 (2n —3)2(2n — 1), 0<i;<j pour 1<j<n
Alors la partion d’amphithéatre obtenue est
pw="T(Y(..(C(Y((0),d2),13), )y in-1), in)-
On commence par un exemple n = (1,3,5,5,7) € Os. D’abord, écrissons n =
191527100
1°3'5°7°9°.
Rappelons notre formule pour I'application T
Hr—ok = Hn—2k;
. n—2k—1, n—2k—1
Hp—2k—1 — n—2k—2 2:un—2k—2 T T ok P2k | — Hn—2k—1(%),
T(luvz> =1nN= (/”LI’/'LQa "'7[’671’ ’7 n lun“ + Z) .
Donc
(i)
N =7((0),1) = (0,1) car n’ =0 =[2%0]+1=1
(ii)

1 =7((0,1),2) = (0,1,4) car 7> =n5" =1,1

(iii)

n® =7((0,1,4),1) = (0,1,4,7) car 7

3)
3

2
—

=4,n

(3)
1

=1

@ _

1=
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2 2 4
ny = hniﬂ - bnf)J — ) =1,mi" = knéﬂ +1=7

(iv)
77(4) = T((()? 1,4, 7)7 1) = (Oa 1,4, 7) car 779 = Uf)) =1, 7)54) = 77§3) =1,

4 1 @ 3 4 3 3 3 (3 3 4 5 (3
ni)zbné) = =00 = |57 | | =g =308 = | Dl |+ 1 =10,

On peut vérifier que c’est vraiment une partition d’amphithéatre et nous pouvons
voir comment les entiers impairs sont ajoutés chaque étape. Les carreaux bleus viennent
de 7, les carreaux rouges viennent de 545, les carreaux jaunes viennent de 3, et le carreau
violet vient de 1.

3. SECONDE DEMONSTRATION

Dans cette partie, je vais introduire une autre démonstration appartenant a AE JA
YEE[5]. Son méthode est créer une bijection entre £,, et O, ou
>\2 )\n

A
En:{()\l,)\Q’,)\n)GN”OSTIS?S

. N>0,i= 1,2,3,...,n},
n

On = {(A\1, A2, -, \p) € N 1\, = 1(mod2)}.
D’abord, nous allons comprendre l'application &, : O, — L,, étant donné une
partition o = (01,09, - +,0,), nous commencons par (0,0,0,--,0) € L,, et insérons un
par un le plus grand o; restant dans £,,,alors chaque étape est une application ¢, telle

que T = ¢p(p, 2k — 1)ou p € L, , k <n+1et Pyest la composée de ¢; , 1 <i<n
Pour faire I'insertion, il faut savoir d’abord la position d’insérer

c:min{{j Hn-2j1 “”ZJ,,0§j<£J},k:—1},

n—2j—1 n—2j

nous appelons ¢ la position d’insertion.

Apres la position, nous devons savoir la facon d’ insérer. Soit 7 = (71,72, - -, )
défini comme ci-dessous.

Tnoi=0p—i+1, 0<10<2c—1,
Tn—2¢c = On—2¢ 1 k — C,
Tn—2c—1 = On—2¢—1 1 k—c— L,
Tn—i = On—i, 2ce+2<i<n
par calculation simple, nous avons

Tl = m=lpl+2+(k—c)+ (k—c—1)=|u|+ 2k - 1.
i=1
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Cette définition est un peu compliquée, donc nous commencons par un exemple.

Exemple 3.1. soit n =5,k =3, u = (0,0,0, 3,4), c’est-a-dire, je voudrais insérer 5 dans
L.
M5 p2 u3 H5—2x1
=347 4[5 = 572 0 3 5—2x1’
Donc ¢ =1,
’7'5:0'5+1,7'4:O'4—|—]_,7'3:U3+(3—1)7TQ202+(3—1—1),Tl:0'1,
donc nous obtenons 7 = (0,1,2,4,5).

Avant la preuve, laissez moi réécrire

1

by

Maintenant, il faut expliquer plus précisément la condition de la partition d’amphithéatre

Lemme 3.2. Pour (\;, \i11) € N2, la condition

ﬁ < .)\i—i-l
1 i+ 1
est équivalente a
Soit
Y A
3 <[]
1 1+1
Soit

Ai Ai
"7—‘ = ’VZ _:1-‘ et < Tit1-

Démonstration. Nous considérons en deux cas

Casl : 2 < [, ’2”1 > k pour certain k € Z, alors [’H =ket Lfﬂ =k+1.

Cas2 : k—1< 71 <=z < k, dans ce cas,nous avons

Y
i =(k—=1)xi+q (division euclidienne) =ki— (i —q) donc r;=q,

Ait1 = (k=1)x(i+1)+p (division euclidienne) = k(i+1)—(i+1—p) donc 11 = p.

Donc avec les deux cotés divisés par i et (i + 1) respectivement, nous avons

7:(k—1)+Q/Z7Z.J:1 :(k_1)+H_1’
Comme 2 < )fo:f, alors p > 2lq > ¢, ie., ry < i O

Ce que je voudrais montrer est si une partition p est obtenue par insérer ¢ =
(01, ...,04,) itérativement, avec o; > 2k — 1(le plus petit), alors ¢, (u, 2k — 1) est en-
core une partition d’amphithéatre.

D’apres 'algorithme, pour tous les lemmes ou théoremes, il faut les vérifier en cas
différents par exemple comme suivant :

n—2c+1<i<ni=n—2ci=n—2c—1,n—-2c+2<i1<n
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Lemme 3 3. Etant donné une partition o = (01, ...,01) € O,, avec 01 = 2k—1, supposons
que ¢n( ), o1-;) = A est une partition d’amphithéatre pour tout i = 0,1,...,n — 1,
avec N0 = (0,0, ...,0). Alors pour tout j = 0,1,2,....k — 2, nous avons

Ao Ao, ; ;

Démonstration. Nous le prouvons par récurrence en [. Pour [ = 0, c’est trivial. Supposons
le résultat est vrai pour | — 1. Soit ¢ la position de l-eme insértion. Rappelons ici la

définition de c,
Hn—2j—1  Hn—2j . VLJ
= 0<7<|= kE—1
n—2j—1 n-—25 =7 2}’ }

St

D’abord, nous avons ¢ < k.

(i)Montrons pour 0 < j < c¢—1, (n—2j — )])\ 2] 1 si et seulement si (n— 2])])\
1)

TL2j

Si )\nl 21]) L = q*(n—2j—1), alors rg 21]) . =n—2j—1, donc par hypothese, rnl 9j = N—2],
c’est-a-~dire, (n — 2j)|)\ff 21])
Réciproquement, c’est similaire grace a 1’équation TT(ll:;])'fl +1= n 2] Or, par la

(l 1) (1-1)
n 2j—1 n—2j

minimalité de ¢, aucun de — ne peut étre entier. Ainsi, pour 0 < h < 2¢ — 1,

—27—17 n—2j
A“ ” N | S 0 (1-1)
comme —"=- n’est pas entier, on a | == | — == > — deplus \,_, = A\, ;" +1, donc

M | [ 1 !
{nn—h il P et Tﬁl h)+1—rfl)h,

donc nous avons montré le résultat pour 0 < j <c¢—1
(ii)pour ¢ < j < k — 1.

Sic=k —1, rien a montrer.

Sic<k—1, alors

(1) (1-1)
)‘n 2¢c—1 /\n—2c ot (l 1) 1+1_ (l 1)

n—2c—1 n-2c Tr—2e- n2er

(=1

n—2c

donc il existe ¢ € Z tel que )\n 26 L = qn—2c—1), A = ¢q(n — 2¢), donc

)\g)_zc_l =q(n—2c—1)+k—c—1et )\n—Zc = q(n—2c¢)+k—c. Nous savons par hypothese que

Al est une partition d’amphithéatre, ce qui entraine que - k — 11 < : . > k—c<n-2c

doncr, 9. =k—c=(k—c—1)4+1=1r,_9.1+1. Cela ﬁmt la partie pour ¢ < j < k—1

(iii)pour ¢ < j < k — 1, comme pour h > 2¢ + 2, )\g: )\ ’, le résultat est vrai
par hypothese. Il

Il faut un lemme simple pour la phrase bleue

Lemme 3.4. Si (z,y,n,n + 1) € Z* vérifie x/n = y/(n + 1), alors n divise =, et n + 1
divise y
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Corollaire 3.5. Soit 0 = (01,09,...,01) € O,,. Supposons que ¢p,(A\D,01_;) = N0V est
une partition d’amphithéatre pour tout i < [. Soit ¢ la position d’insertion, alors pour
0<h<2-1, )\S)_h n’est pas multiple de (n — h)

Et puis ,on va donner une borne inférieure de r,_;, , ie., r,_p > k — {%w pour
h <2k —2

Lemme 3.6. Etant donné une partition o = (04, ...,0,) € O, avec o1 = 2k—1, supposons
que ¢n,( A9, 0,_;) = NV est une partition d’amphithédtre pour tout i = 0,1,...,n — 1,
avec N0 = (0,0, ...,0), pour tout j =0,1,2,....k — 2, si AD s 0, alors

n—27

P k=10 >k

n—2j n—2j

Démonstration. Nous prouvons par récurrence en [. Pour [ = 0, ¢’est vrai. Supposons le
résultat est vrai pour [ — 1

Cas 1: h > 2c+ 2, alors )\ff)_h = )\fll:}?,donc par hypothese, le résultat est vrai pour
c<ji<k—-1

Cas 2 : h < 2¢, par corollaire 4, /\g:}l

Comme rg)_h = 7“7(1[__,?—1—1 et rfll__;;_l > k—j—1, nous avons rg)_Qj_l > k—j—1, rfll)_Qj >k—j

) (1=1)

n’est pas multiple de (n—h) ,i.e.r, ,’ <n—h.

Cas 3: h=2c2c+1.8ic=Fk—1, cest fini. Sinon, comme

)\(1—1) )\(l—l) l l
noZenl _ Tnmge o 7(1:21271 =n—2c—1, 7"7(1:212 =n — 2c,
n—2c—1 n—2c
nous avons
/\7(1[)72&1 = /\,(fjg,l—i—k—c—l = q(n—2c—1)+k—c—1 = (¢+1)(n—2c—1)—(n—2c—1—(k—c—1)),
donc
7}(1[)72c71 =k—-c—1, r,(f),gc =k—c
C’est ce que 'on veut montrer. O

le lemme suivant montre que [)\g) / h—‘ augmente au plus 1 apres chaque insertion.

Lemme 3.7. Etant donné une partition o = (04, ...,0;) € O,, avec o1 = 2k—1, supposons
que ¢ (A9, 07_;) = AV est une partition d’amphithéatre pour touti = 0,1, ...,1—2, avec
A0 =1(0,0,...,0). Soit ¢,( A"V, 01) = AD, alors pour h=1,2,....n, on a

Ay ALY
M| < 1
{ n | S h | T

Démonstration. Soit ¢ la position d’insertion, d’apres corollaire 4, on sait que )\g_l) /h
n’est pas entier pour h > n — 2¢ + 1, donc selon notre méthode d’insertion, nous avons

)\(l) )\(l—l)
{—hwz{h si. h=n—2c—1,0u h=n-2c

h h

A awU
|VT = h stnon

et
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0 (-1
Donc maintenant, supposons que [%—‘ > [n”_;;cc—‘ +1, comme Ag)_QC = )\fszlg—i—k—c,
donc k—c>2,0n a
(1-1) (1-1)
ATL*QC*l _ >\n72c —q

n—2c—1 n-—2
Or
A=A bk —e=(g+1)(n—2c) = (n—2c— (k—¢)),

n—2c n—2c
)\(l) ) )\(1—21)
n—zzc > n—zc 1
|Vn —2c n — 2c T

fj_‘;{ 49, le lemme 5 nous dit que 7“7(5__21,)1 o =

si on veut que

il faut k — ¢ > n — 2c.

Pour une contradiction, considérons r
k—c+ 1, alors

n—26—|—2—7“£f:212+2 <n—2c+2—(k—c+1l)<n—2c+2—-(n—2c+1) =1,

ce qui implique que Ag:;g 4o est un multiple de n —2c+2, contradiction a la corollaire
4. De méme pour lecas h=n —2c—1 U

Lemme 3.8. Etant donné une partition o = (o4, ...,0;) € O, avec o1 > 2k—1, supposons
que ¢ (AD, 01_;) = MO+ est une partition d’amphithédtre pour touti = 0,1, ...,1—1, avec
A0 =(0,0,...,0).

Alors il ewiste un j € {0,1,..., | 5] — 1} tel que

0 0
)\n—2j—1 _ )\n—2j
n—2j—1 n-—2j
, . . A . TR Sy

Démonstration. D’apres lemme 3.4, si 11"_’2—2;_’11 est un entier, alors 1’équation #213:11 =
2, e :
n”_—‘;; est satisfaite. Donc notre but est chercher un tel j.

Cas 1 : n est pair, alors on prend j = 5 — 1, car )\gl) est un multiple de 1.

Cas 2 : n est impair, nous considérons )\(2”. Si )\g) = 0, alors 2|0, c’est fini. Si

/\g) > O,Aél) = )\532*”,371, donc d’apres lemme 3.6, 2 — Tél) <2-—k+ ”7_3 + 1(*%).
2

De plus 2k —1 > n + 1, or n est impair, ainsi en effet 2k — 1 > n + 2(**). Grace aux

(Fet(**), 2 — r{) <0, cest-a-dire, 2])\3) et AV, )\él) conviennent. O

Théoréme 3.9. Pour tout o € O, ®,(0) est une partition d’amphithéatre.

Démonstration. Soit 0 = (01,09, ...,0;), et 01 = 2k — 1 pour certain k.

Montrons par récurrence en [. Supposons que A=Y est une partition d’amphithéatre
et ¢ est la position d’insertion.

Cas1:0< h<2c—1,\,_, n'est pas multiple de n — h, donc

/\(l) )\(l—l) B
e 2] e,
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Comme A~V est une partition d’amphithéatre, on sait que

soit M\ (1=1) 7] M\ (-1)
An—h < )\n—h-i-l
n—nh n—h+1]|’
qui implique que
BN U ]
)\n—h < )\n—h—i—l
n—h n—h+1]|’
soit (1) (1)
)\n—h o )\n—h+1 t (1-1) (1-1)
noh| " |mohe| T ST

ce qui entraine que

A ) h A(l) h+1
n— _ n— @ O]
{n—h B e e

car Tr(bl:f? +1= szl)—h? 7}(5—_211 +1= Tg)—hﬂ

Cas2:2c+2< h< n,)\g:}t) = )\Slh et A= egt une partition d’amphithéatre, donc
/\7(2,1 I'est aussi.

(1-1) (-1

. )‘n72‘:72 >\n72cfl (l) (l_l) (l)

Cas 3 : h = 2c + 2. Comme =2 < —m2 N7y 0 = Ay gt g €t Ao | =
0 NO

(l_l) )\TL72672 n—2c—1
A_9e—1 Tk —c—1, alors -re= < —nre

(-1 NG

Cas 4 : h = 2c+ 1. On sait que /7\:22;:11 < 5E car A=1 est une partition d’am-
)

phithéatre et AV, = (k—c—1)+ A0 A = (k—¢)+ A2,

)\(l_21) 1 )\(l_zl) (i-1) (1-1)
n—zc— — n—zc t - < -
{n —2c—1 n —2c R I

) (I=1)
(i)Si [ ”_20—‘ = [/\”26—‘ + 1, alors la condition de partition d’amphithéatre est tou-

Donc soit (1)

n—2c

jours satisfaite.

0 (1-1)
(ii)Si [’7\1"_2260—‘ = [’7\1”_222 , Le., r,(f:Qlc) + k —c < n—2c, ce qui implique que 7’7(11:12—1 +

0 (-1
A A
k—c—1<mn—2c—1, donc [#26_‘11-‘ = [M—‘ et 7’7(1[)_20_1 < rfll)_%.

n—2c—1

-1 -1
DL )T
n—2c—1 n—2c|’

la question maintenant est : est-il possible que

)\(l) )\(l)
{M — | [nz2¢ et rg)—Qc—lzr?(ll)—Qc?

n—2c—1 n— 2c¢

Soit (2)
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l N .
dans ce cas, 7“7(1)_26_1 est au plus £ — ¢ — 1 mais 7’5}_26 est au moins k — ¢ + 1, donc

¢’est impossible, donc la condition de partition d’amphithéatre est satisfaite.

)\(l) . )\(l*}lL)
_nh < n— 1
{n —h| ~|n—~h 4

donc l'autres cas n’existent pas.

D’apres lemme 3.7,

Cas 5 : D’apres corollaire 3.5, >\nl 21§+1 n’est pas un multiple de n — 2¢ + 1.

(i)Si )\n 26 n’est pas un multiple de n — 2¢, alors ¢ = k — 1, ce qui implique que

-1
)\; 9e = )\n ”) ) +1. Comme )\n 2etl = £L 2(): 41 + 1, alors le raisonnement restant est simi-
laire au cas 1.

(ii)Si )\n 26 est un multiple de n — 2¢, alors

-1 -1 -1
N TA] A
n —2c n —2c n—2c+11|’

A0 A0
n—2c _ n—2c+1 et ’I“( ) > ,r,g) 2e41s
n —2c n—2c+1

donc 7,_9. = k — c¢. Par lemme 3.6, nous avons r,(f)_ZCH = rff 2lc)+1 +1>m—c+1,

ou 09 = 2m — 1, ce qui implique que £ > m, contradiction a notre condition que o §
o9 < ... < gy, O

supposons que

Exemple 3.10. Comme a la fin de la premiere démonstration, nous allons montrer

I'algorithme de Ae Ja Yee par le méme exemple (1,3,5,5,7), nous commengons par
A0 =(0,0,0,0,0).

(i)7=2%4—1, donc k; = 4.
0 0
Wos AP 0y D
5—2x0—-1 4 5—2x%0 5

alors d’apres notre formule

=0 donc ¢ =0,

1 0 1 0
)‘é—)2*0—1 = )‘é—)2*0—1 + (k1 —c1—1) =3, Aé—)%o = )‘é—)z*o + (k1 —c1) = 4,

A =AY =000 =AY =0 = A =0,
nous obtenons A = (0,0,0,3,4) apres la premiere étape.
(ii)5 = 2% 3 — 1, donc ky = 3.

1 1
)\é—)Q*O—l — § % )\é—)2*0 _ il
5—-2x0—-1 47 5—-2%x0 5’

1 1
)‘é—)2*1—1 = )‘gl) = )\‘S’ )2*1 = Ag’l) =0 donc cy=1
5-2%1-1 2 5-2%1 3 o
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alors d’apres notre formule
MW= r1=500 =" +1=4,
AP = A 4 by — ) =207 = AV 4+ (s —a— 1) = 1,
A=A =0,
donc le résultat apres deuxieme étape est (0,1,2,4,5).
(i) 5=2%3 — 1, donc k3 = 3.

e 4 AP 5
el 2 IO Z ) dope ¢y =0,
5-2%x0—1 4 5-2%x0 5

/\2?1)2*071 = /\4(12) + (ks —c3 — 1) =6, )\é?)—)z*o = )‘22) + (k3 — c3) =8,
A =AY =20 =P =107 =2 =,

donc le résultat apres troisieme étape est A = (0,1,2,6,8).

(iv)3 =2%2 — 1,donc ky = 2.

3 3
MZQ%M:§
5—-2%x0—1 4" 5—2%x0 5’

3 3

)\é—)Q*l—l :1% )\é—)2*1 :2
h—2%x1—-1 2 h—2x%1 3’

dans ce cas, posons ¢y = ks — 1 = 1.
)‘gl—)Q*l—l = )\gg) +(ka—ca—1)=1, )‘gl—)Z*l = )‘é?)—)2*1 + (ks — 1) = 3,
MW =2 P r1=92 =P +1=7,
A =7 =0,
donc le résultat apres cette étape est A4 = (0,1,3,7,9).
(v)1=2x%1—1, donc ks = 1, ce qui entraine que c5 = 0.
A =AY 4 (ks — ) =100 =AY 4+ (ks — 5 —1) =7,
A =AY =320 =AY =120 =AY =,

Donc le résultat apres quinzieme étape est A®) = (0, 1,3,7,10).

Réciproquement, définissons I'application inverse ¥ par itération. Chaque étape il
faut extraire un entier impair de la partition d’amphithéatre.
solent 7 = (19,72, ..., T,) € Ly, [(7) le nombre des parties nonnulles.

Pour 0 < j5 < [@W, posons k; le plus petit entier £ > j tel que

Tn—2j—1 —(k—j—l) < Tn—Qj_(k_j)
n—25—1 - n—2j

Y

ici,nous utilisons la convention que 79 = 0 et si n est impair, alors kLQ | = {g-‘
2
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choisissons k = min{k;|0 < j < [5]} et b = min{j|k; = k}, nous appelons b la

position d’extraction. Définir u = (p1, p2, ..., i) comme suivant.
Pn—i = Tp—i — 1,0 <7 < 20— 1,
HUn—2b = Tp—2b — (k - b>7
fn—2b-1 = Tn-2p-1 — (K —b—1),

Mn—i :Tn_i,2b+2 <i<n
Nous pouvons voir que 2k—1 est extrait de la partition 7, donc notons p = (7, 2k—1)

On commence par un exemple pour montrer comment obtenir une partitione O, a
partir d'une partition d’amphithéatre 7® = (0,1, 3,6,9).

(i)Pour j =0,k = j+ 1 =1, nous avons

(0) © _ 4
T =64 t—— =85
donc kg = 1,b = 0, d’apres 'algorithme
75(1) = 7'5(0) -1, Til) = 7'4(0),

Ti(l) = TZ-(O), 1<e <3,

donc apres la premiere étape,nous obtenons 7Y = (0,1,3,6,8), 1 est sorti

(i)

1=0k=1
1) (1)
Ty Ts
— =6/4 > =7/5
4 / 5 /7
j=0,k=2
(1) (1)
1 -2
iz — =5/4> T = 6/5,
1=0,k=3
1) 1)
T, —2 Ts 3
=4/4 < =5/5
4 / _ 5 /7
donc ky = 3.
j=1k=2
(1) (1)
Ty Ty —1
= =1/2< =2/3
2 / — 3 /7
d'ou ky = 2, donc k = min{ko, k1} = k1 =2,b=1,
TéQ) :T5(1) —-1=7, Tf) :Til) —1=35,

n) =) -@2-1)=27"=r"-2-1-1)=1,

donc apres la seconde étape, nous obtenons 72 = (0,1,2,5,7), 3 est sorti

(iii)j = 0,k =1
TP/ =5/4> (Y —1)/5 =6/5,
j=0,k=2
) _ 1y /4 — ) _ o\ /r
(rP —1)/4=4/4 < (P —2)/5 =5/5,
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donc kg = 2.
j=Lk=2,

) /2=1/2> (1) —1)/3=1/3,
J=1k=3,

(n? =1)/2=0< (1" —2)/3=0,
d’ou ky = 3, donc k =2,b=0,
7'5(3) = 75(2) —(k—10b) = 5,7’53) = Tf) —(k=b—1)=4,
donc apres la troisieme étape, nous obtenons 7 = (0,1,2,4,5), 3 est sorti.

(iv)une calculation similaire donne ky = 5,k; = 3, d'ou k = 3,b = 1 et apres la
troisitme étape, nous obtenons 7 = (0,0,0,3,4), 5 est sorti.

(v)une calculation similaire donne k = 4,0 = 0, et apres la cinquieme étape, nous
obtenons 7™ = (0,0,0,0,0), 7 est sorti.

les entiers sortis forme une partition(1, 3,3,5,7) € Os.

Remarque 3.11. Généralement, k; = j+1, comme vu dans (i)j = 0, k = 1. Mais dans(i7),
voyons que j = 0, kg = 3, donc définissons

. l(7) Tn—2j—1 Tn—2j
{0 ]<\\ 2 JHVTL—QJ—:[ n—2] Tn=2j-1 =2

dans ce cas, k; = r,_2; + j. Par exemple, pour(ii), kg =75 + 0,00 8 =5%2 — (5 —
3),i.e.,T5 = 3.

Lemme 3.12. Pour une partiton d’amphithéatre T € L,,, posons ¥(T) = (pu,2k — 1),
alors p est une partiton d’amphithéatre de longueur n.

Démonstration. Soit b la position d’extraction,pour montrer que ,_p et p,_p+1 satisfait
la condition de la partition d’amphithéatre, i.e.,

Hn—n Hn—h+1
2 < )
) n—h " n—h+1
apres I'extraction, il faut vérifier 5 cas.

Cas 1:0<h<2b-—1, nous savons

Tn—h Tn—h+1
n—h " n—h+1

et d’apres l'algorithme, p,_p, = 7,—5 — 1, d’ou (2).
Cas 2 : h > 2b+ 3, c’est le cas trivial car p,_p = 7_s.

Cas 3 : h = 2b,commefi, 2511 = Tn-2p41 — 1, fln—2p = T—2p — (k —b), ou (k —b) > 1,
donc la condition de la partition d’amphithéatre est satisfaite.

Cas 4 : h =2b+ 1, la condition de la partition d’amphithéatre est satisfaite grace a
la définition de b.

Cas b5 : h=2b+ 2,
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(i))Pour k —b > 1,sib+1 € A, alors ky,; = 122 + b+ 1, ce qui implique que
Tpn_op—o+b—+ 12> r,_9,+ b par minimalité de k, donc 7,,_op_o > 7,,_0p — 1 = 1r,,_9p_1, mais

cela implique que
Tn—2b—2 < Tn—2b—1
n—2b—2 n—2b—1

car 7 est une partition d’amphithéatre. Maintenant, fi, oy _2 = 75952 €t fly_2p_1 =
Tn—ov—1 — (k — b —1), or notre algorithme garantit que

To-gp1 —(k=b—-1) [ Tuop1 |
n—2b—1 ~n—-20—1 ’

donc
Hn—2b—2 < Hn—2b—1

n—20—2 " n—2b—1"
(ii)Pour k—b > 1,si b+1 ¢ A. D’abord,pour 7,,_o,_5 = 0, ¢’est fini. Pour 7,,_9,_o # 0,
kppr =b+2,alorsb+2>r, o+ b, ie., 140y =2=1r,_9,_1 + 1, cela revient au raison-
nement au-dessus.

(iii)b = kK — 1, comme Tp,_9p—2 = fin—25—2, Tn—2b-1 = Tn—2p—-1 — (K = b — 1) = ptip_2p—1,
la condition de la partition d’amphithéatre est satisfaite. U

Lemme 3.13. Pour 70 € L, tel que || # 0, posons
¢(T<O)) - (T(1)7 2k — 1)a ¢(T(1)) - (7(2)7 2m — 1)7
alors k < m.

Démonstration. Posons pour ¢ = 0, 1

(@) (i)
. l(T) Th—2j-1 Tp9i Q) "
Ai — O < < n J — n ] 7 A 1 _ i A
{ =7 L 2 J {H—Qj—l n—2j N TnZ2j (>

- fo [0 1\

Soit b la position d’extraction pour 7. Et selon la définition et la remarque de k,
nous avons

k9D = min({rily; + jlj € A} U{j+1lj € B})
Par minimalité de k()| les j tels que j < b(®) appartiennent & A et 7‘7(?_)2]- +5 > k0 >
b +1, ie., 7“,(10_)% > 2. De plus, on a 7“,(11_)2]» = 7"5:3_)23-

r£122j + 5> kO alors b < b implique que £© < kM.

—1let j e A pour j < b. Comme

Si b > O pour h < n — 2b — 2, alors T,El) = T}EO), ce qui implique que pour
j > b0 j € A(By respectivement) si et seulement si j € Ag(By respectivement).
Par minimalité de £, nous avons k() < j+1si j € By et k0 < 7“7(2% +jsij € A,

donc k@ < j+1sij€ Byetk®< 7“7(11,)% +jsije Ay ie, KO <k,

Pour b = b Sj kO = rg%(m + 0O alors b € Ay, or kM = rs_)%(o) + b0 =
n — 200 + b0 > kO Sinon,alors k@ =@ +1 =p® 41 = kM.

En résumé, nous avons toujours k(© < k()| c¢’est-a-dire, I'entier extrait cette fois est
toujours plus grand que la fois derniere. U

les deux lemmes suivant montrent que 1) = ¢~
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Lemme 3.14. Pour toute o = (01,09,...01) € O, telle que o1 = 2m — 1, alors pour
k=1,2,...,m, nous avons

Démonstration. Posons 7 = ¢(u,2k — 1), ¢ la position d’insertion, nous allons montrer
que la position d’extraction est aussi c. Notons par r; le reste de p; et 7; le reste de 7;.

D’apres le lemme 3.6, pour ji,—9; > 0,7 =0,1,2,...,m—2, nous avons r,_g; +j > m.
Pour j < ¢, Th—2j = fin—2; + 1. Et p,_9; n’est pas un multiple de n — 25. Donc
Tpegj +J=Tnoj+j7+1>m+1>k, quand j<c
Tn2j+J]=Tnoj+j=>m2>k, quand j>c
Le lemme 3.3 nous dit que j € A si j < k — 2. Combinons ce résultat et le lemme
3.3, nous avons pour j # c ,k; > k.

il reste a montrer que k. = k.

Casl:c<k—1,1ie.,
HUn—2c—1 _ HUn—2¢
n—2c—1 n-—2c
donc 79,1+ 1 =7, 9.=k—c,alorsce Aet k. =c+ 7,_o. = k.

Cas2:c=k—1, alors 7,_9.1 = ftn_2c + 1, ce qui implique k. = k. O
Lemme 3.15. Pour 1 € L,,, ¢(¢(7)) = 7.

Démonstration. Soient (u,2k — 1) = 1(7) et b la position d’extraction. Nous allons mon-
trer que b est la position d’insertion.

Soit r, le reste de uy, et 71, le reste de 7, respectivement. Nous avons montré dans
lemme 3.13 que j < b implique j € A,

Tn—2j—1 Tn—2j ~ ~
—_— — n— ] — 1 n— "
’Vn—zj—l—‘ ’771—2]‘—‘77“ . Tn=2

avec Ty,_oj > 2.

Pour j < b, nous avons r,,_sj_1 = Tp_2; — 1 < n — 2j, donc il est impossible d’avoir
Hn—25—1 _ Hn—2;
n—2j—1 n-—25

Cas1:b=k—1, c’est le cas ou b est la position d’insertion d’apres notre algorithme.

Cas 2 : b < k — 1, nous avons en fait ici que
Hn—20—-1  Hn—2b
n—2b—1 n—2b
On peut s’inspirer de la deuxieme étape ou 7 = 0 ou troisieme étape pour com-
prendre pourquoi cette équation est vraie. Donc b est la position d’insertion d’apres notre
algorithme.

i

Maintenant, comme ® et ¥ sont obtenues par itération de ¢ et i respectivement,
nous avons une bijection entre O,, et L,,.
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4. GENERALISATION

4.1. (k,])-partition d’amphithéatre. Pour généraliser le théoreme, nous introduisons
une séquence {a\¥"} qui satisfait

ay =l — ayh,

(kD) __ (k1) (k1)
o117 = kay; — a7,

avec a( b =0,a (kl) =1.

Définissons LY = {)\ = (A1, o M) |2

Remarque 4.1. Si k =1= 2, alors on a

(kD) _ (k l) (k1)
as;” = 2a — G99,
équivalent a
(k1) (k) (K,D) (k1)
2i T Qgi_ 1 = Qgi 7 — Qg

ce qui implique que
aﬁf’l) =n,neN
Cela revient au cas simple de la partition d’amphithéatre.
Exemple 4.2. k = 1,1 = 5, par calculation nous obtenons
a® = (a{"? o o) = (0,1,5,4, 15,11, 40,29, 105, 76, 275, ...),

Si nous posons la condition initiale de la suite fibonacci comme

Jo=1Lfi=1fa=2
alors nous pouvons voir que agf’) = 5% fo,_1 €t aén 1= = foni1 + fon_1 pour n >1
de méme,
a®V = (aé5’1), a"Y o, ) —(0,1,1,4,3,11,8,29,21, ...),
aéil Jon—1 et a;n+1 foni1 + fon_1 pour n > 1.

Grace aux Mireille Bousquet-Mélou et Kimmo Eriksson[4], nous avons le théoreme
suivant.

_ Théoréme 2

- 1
G%k,l)@) — H — pCuNwIR n=2m
=1 -
u 1
Ggﬁ,l) (q) — H 1 ag k)+ (k l) , n=2m-+1
_ — q %

nous admettons ce théoreme sans le prouver.



INTRODUCTION A LA PARTITION D’AMPHITHEATRE 27
Exemple 4.3. k=1,1=14

par calculation,nous obtenons

aSit) = 2+ 1,a50" = 4i;

agﬂ =2i+1, a%’l) = 1;
ce qui implique que

k—1 1 k—1 1

G q) = = . —.
o (@) H w1) (4,1)) (1 B qaéif%ﬂgfﬂ) H (1 — %) (1 — ¢its)

i=0 (1 — a1t i=0

Maintenant, d’apres le théoreme 4.3, thzl)(q) est la fonction génératrice de

1,4 Al A2 A3 Aok
,Cék ) _ {()\1,)\2,...,)\%) 1 > % — 1 > h—1) >0 > -+ >0
avec " .
: 2% 7 B
klggo a&f)l o kggo 2k — 1 —
(1,4)
LGy 2k+1
l}i{go (14) kl_>Holo 4k 1/2,
Aoy

donc pour la condition’\2—1 > % > % > % > ...

la fonction génératrice est
1

(436%) o0 (0 ¢%) oo
Exemple 4.4. On reprend l'exemple pour k =1, =5

. (1,4) .
Jim Gy (q) =

(1,5)
. Qop . 5f2k71
lim G5 = lim ———————,
koo g koo for—1 + for—3

1,5
i aék—i-)l g fort1 + for—1

S

Nous obtenons que

[aay

k—1 1 k— 1

(1,5) _ _
G2k (Q) - H ( (1,5) (5’1)) <1 (1,5) (5,1)> - H (1 _ qf2i+1+2f2i71)(1 _ q6f2i+1+f2i71)'

i—o 1 — g2i+1to2 — q2i+2T %241 40

Or on sait que pour la suite Fibonacci,

lim 2t — L+ V5

k—oo Ay 2 ’
ce qui implique que

lim Apy2 _ 3+ \/3

k—oo QA 2 ’
ainsi

lim ag}f) _ 5+5

k—00 CL(175) 2 ’
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1,5
lim agk—i—)l _ 5+ \/g
k—oo agf’) 10

le résultat n’est pas aussi joli que 'exemple précédent.

4.2. points de réseau. Un autre point de vue par permutations et points de réseau.

Considérons la partition d’amphithéatre £,, avec la partie la plus grande < k, écrivons
k = tn + 1 par la division euclidienne, Sylvie Corteel et Sunyoung Lee ont prouvé que

Théoréme 4.5. (Corteel, Lee, S[11]).
HNE L, N\ <tn+i}| =+ 1)""(t+2)
En particulier,pour ¢ = 0, on a
A€ Ly \/n <t} =({t+1)",
et nous pouvons voir que
L, =Upso{X € Lyt —1 < \y/n <t}
et Schuster a prouvé que

Théoréme 4.6.

> W=

AE{NELA|An /n<t}
1—utt!

il [N = (TA/1], [Aa/2], oo [Af]), [t o+ 1)y = 1522
On peut déduit que

S P = S 1) ()"t = (1= ) Y ([ 1)

AELy t>0 t>0
Maintenant, nous avons besoins du polynéome Eulerien E(x), défini par

n, .t __ En<£ll'>
> (t+1)rat = A oy

t>0

ou par

E,(x) = Z ples(m),
TESn

ou S, est 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}, D(7) = {1 <i < n|m; > m11},
des(m) = card(D(m)), maj m =3, p(p 4 il y a plus de détails sur le polynome Eulerien
dans I’appendice.

Avec le théoreme suivant,

Théoréme 4.7. (MacMahon)
Zﬂ-esn mdes(w)umajw

N (e

>0

le théoreme 4.7 et le théoreme 4.8 impliquent que

Théoréme 4.8. (S,Schuster[12])

des(m), majm
ZTI’GSn x u

[An/n], [Tl
T U = = A
Z Hz‘:1(1 - xuz)

AeLy,
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Définition 4.9. Pour une suite s = (sq, ..., s, ) des entiers positifs, le cone s-amphithéatre
est défini comme

07(18>:{)\6R"\0<ﬁ<§< <ﬁ},
51 52 Sn

alors £ = ¥ 0z,

la fonction génératrice pour O est

F(S E 2
reLl®
IS S S Py A
ol z RN A

Rappelons ce que nous avons fait dans la premiere démonstration pour construire
une application de la partition d’ amphithéatre a la partition réduite, maintenant nous
faisons des choses similaires.

Posons v = {vy, vg, ..., v, } avec v; = (0,0, ..., 0, 8;, Sit1, ..., Sp) (dans la premiere démonstration,
v; = (0,0,...,4,i + 1,...,n)), alors

C,r(ls) = {ZO[{UAO S Oéi} s
i=1

et le parallélépipede associé est

Hgls) = {ZO[ZUZ|O <o < 1} s

i=1
donc, énumérer les partitions de s-amphithéatre est en fait énumérer les points dans
).

Théoréeme 3

ZAEH(S)OZ”

VAN

Démonstration. Pour tout A € £ = CF N 7™, X peut s’écrire sous la forme

A= Zaivi = Z[%‘J%‘ + Z{ai}w,
=1 i=1 i=1

donc (comme dans la proposition

F9)(z) = Z A Z iy laivi (Z PO 1{%}@1)

)\EAC,ELS) (Lalja“wtanJ)eNn
=10 > e 3
i=1 (leu |,oos|an])EN™ ATl Azn

== = 2

=1 e nzn
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Exemple 4.10. Posons s = (2,4), alors v; = (2,4),ve = (0,4)
11y N 72 = {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5)},

donc
2 _ 1420+ 22+ 25 + 2122 + 2125 + 2125 + 2125 _ 14 222
? (1= zf23)(1 — z3) (1 —2{23)(1 — z2)’
en posant ¢ = z; = 25, on obtient
1+ q3
£(274) q — .
L e ey
Yy
8
7
6
5
4 —> V3
0,3 « point
0, 4] ---- domaine
Vo = s

—_

00)2 3 4 5

Exemple 4.11. Posons s = (1,2), alors v; = (1,2), v = (0, 2), c’est le cas de la partition
d’amphithéatre
A A
Lo={(,A): 0T < T}

Et
11§ N z2 = {(0,0), (0,1)},

la fonction génératrice est

1
F(LQ) —
2 (1 —2122)(1 — 29)°
1
L0 = oy

c’est exactement le théoréme [I]
Exemple 4.12. Posons s = (2,4, 3), alors v; = (2,4, 3),vy = (0,4, 3),v3 = (0,0, 3)
" nz? = {(0,0,0), (0,1,1), (0,1,2), (0,2,2), (0,2,3), (0,3,3), (0,3,4), (1,2,1), (1,2, 2)
,(1,3,2),(1,3,3),(1,4,4),(1,4,5),(1,5,5), (1,5,6) },
donc la fonction génératrice est
Z(a,b,c)engs)mZS 2325

243 '
s = T - - )
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points

‘/st /VQ A

/// . e
-~ domaine

1
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6. APPENDICE
6.1. Connaissances préliminaires de combinatoriques.

Définition 6.1. (nombre de Stirling de seconde espece)une partition de I’ensemble [n] est
une collection des blocs nonvides tel que chaque element de [n] appartient a exactement
un bloc. Le nombre de telles partitions est dit le nombre de Stirling de seconde espece,
noté S(n,k).

convention : S(0,0) =1,5(n, k) =0sin <k, S(n,0)=0sin > 0.

Exemple 6.2. S(n,1) = S(n,n) =1,5(n,n—1) = ().

Théoréme 6.3. (une formule recursive)
S(n,k)=Sn—1,k—1)+kS(n—1,k).

Démonstration. Considérons un élément particulier "n”. Si cet élément forme un bloc
singleton, alors les autres (n — 1) éléments forment (k — 1) blocs, c’est S(n — 1,k — 1).
Sinon, les autres (n — 1) éléments forment k blocs, et je dois ajouter "n” dans un de ces
blocs, il y a k possibilités, ¢’est pourquoi kS(n — 1, k) existe. O

Si nous voulons mettre n boules différentes dans k boites différentes,alors il y a
k'S(n, k) fagons. En effet, nous pouvons d’abord séparer ces m boules dans k boites
comme ci-dessus, et puis labelliser ces k boites(k! possibilités). Donc nous obtenons une
corollaire :

Corollaire 6.4. le nombre des applications surjectives f : [n] — [k] est k!S(n, k).

Corollaire 6.5. Pour tout x reels, n entier positif, nous avons

"t = Zs(nv k)(@)g, (x)r =

x!
(x— k)

Démonstration. z™ et Y, _,S(n,k)(z), sont tous les deux polynémes de degrés n, donc
si nous pouvons prouver qu’ils sont égaux pour n 4 1 entiers ou plus, alors ces deux
polynomes sont identiques.

Soit x un entier positif, 2™ est le nombre de fonctions de [n| a [z]. De 'autre coté,
S(n,k)(z) = k1S(n, k)(}), c’est le nombre des fonctions de [n] & un sous-ensemble de [n]
de taille k. Donc apres la sommation, les deux cotés sont égaux pour tout entier positif,
ce qui entraine 1’égalité de deux polynomes. O

Définition 6.6. Soient a; > ay > --- > ay; des entiers tels que a; +as+---+a, = n. Alors
la suite monotone (aq, as, - - -, ax) est appelée une partition de n. Le nombre de partitions
de n est noté p(n), le nombre de partitions de n en k parties est noté py(n)

Exemple 6.7. 4 a5 partitions :(4), (3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1), donc p(4) = 5, p2(4) =
2

Définition 6.8. (diagramme de ferrers) une partition p = (1, s, -+, Tx) est un ensemble
de carrés tel qu’il y a x; carrés pour la ieme ligne. Si on transpose I'image par rapport a
la diagonale,on obtient sa conjuguée.

Théoreme 6.9. Le nombre de partitions de n en au plus k parties est €gal au nombre de
partitions de n tel que chaque partie est inférieure a k.

Démonstration. En prenant la conjuguée,on peut construire une bijection entre ces deux
partitions. U
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Exemple 6.10. Sionprend n =5k =2etn=17,k =4

o o o
o o o
e o o o o o o o o
o« o e o o o o o o o
o o o o o o o o o o
. e e e e

Théoréme 6.11. (principe d’inclusion-exclusion)

Soit Ay, Ay, - -+, A, des ensembles finis. Alors
card(A; UAU---UA,) = Z (1) teard(A;, N A, N---NA;),
i1 yi2, i
ou i1, lg, - - -, 1; parcourt tous les j-element sous-ensembles de [n].
Démonstration. Montrons que pour chaque x € A;UA;U---U A, X est compté une fois

dans le coté droite. Supposons que z € A;; N A, N--- N A;,, c’est-a-dire I'intersection
Ay, M Ag, N+ - N Ay, ne peut pas contenir x sauf que (ky, ko, - - -, ki) € (i1,42, - -+, is).

Donc a droite, x est compté

()+)- ()

fois. I'égalité ci-dessus est une transformation de (1 —1)° = 0. O

Exemple 6.12. (relations récursives et fonctions génératrices) On commence par des
exemple : a0 = 3a,41 — 2a,, et posons ag = 0,a; = 1, nous cherchons une formule pour
(.

Soit G(x) = }_,5 @.2", donc nous avons
Z Uniox™ T =3 Z A" — 2 Z anz" 2,
n>0 n>0 n>0
ce qui entraine que
G(z) — z = 32G(z) — 22°G(7),

ainsi

x —1 1
G — — = — n 2 n
() = e~ T T - T 20"

n>0 n>0
Donc a,, = 2™ — 1.
6.2. Connaissances préliminaires des g-séries.
Théoréme 6.13. Pour |t| < 1,|q| < 1, nous avons
1+i (I—a)(1—=aq)---(1 —:Lq”_l)t” _ ﬁ 1 —atqn"'
— (I=q) - (1-g") S 1—tq

Pour simplifier ’écriture, nous utilisons les notations suivantes

(@)n = (a;q)n = (1 —a)(1—aq) - (1 —ag"™"), avec (a)=1,
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(@)oo = (a; @) = lim (1 —a)(1 —aq) -~ (1 —ag"""),

n—o0

donc ’équation est

Démonstration. Posons

n=0
Donc
1= 0P) = (1 —a) T 22— - an TLE2 (- g
— =(1-a ———=(1-a ————=(l-a
vt 1—tg" st 1 — tgnt? 4

c’est équivalent a

(1—1) i Apt" = (1 —at) i A t"q".
n=0 n=0

En comparant les coefficients des ", nous avons
An—Any = q" Ay —ag" Ay,
ce qui implique que
1—ag"! (1—ag" Y- (1—a)
[ (S DR ()

Corollaire 6.14. Pour |t| <1,]q| <1,

o0

tn
1+ =1 -t
n(nl) 00
1+ = 1+ tq"™).
Zl—q i - Lo

Démonstration. Pour la premiere équation, posons a = 0 dans le théoreme 6.13.

Pour la seconde équation, en remplagant a par a/b et t par bz dans le théoreme 6.13,
nous obtenons

1"‘2 (b—a)(b—aq) - -(b—aq”l)z”_ﬁl—azq”

(1=gq) - (1=4q") - 1 —bzqn
et puis posons a = 0, b = —1, nous aurons ’équation voulue. O

Nous pouvons les écrire comme
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Corollaire 6.15. (Heine) Pour |q| < 1,|t| < 1,]b] < 1, nous avons

(@) (D)™ ~ (B)osolat) c/b () b™
2 (@a(e)n (o) ( Z Jm(at)m

n=0 m=0

Démonstration. On sait que (b), = (1 —b)(1 —bq) - - - (1 — bg" '), alors

(bg™)
donc
~ <a>n(b)ntn . (b)oo — (a)ntn (Cq )
nz:; (@n(c)n (C)oo;) (@)n (bg

d’apres le théoreme 6.13, en posant ¢t = bq, a = ¢/b, on a

(an)oo . i (C/b)mbmqnm

bg"ee = (Dm

donc on a

- (@)n(b)nt" _ (b)oo — (@)nt" (c/b)mb™ g™
Z_% (@n(c)n (C)OOZZIO @ (@m

de méme, par théoreme 6.13

. (@)n(tg™)" (g™ e (at)so (E)m
Z()(q)_(q) ~ (at) ()

0 (@)n (tq™) oo (at)m (oo’

donc on a finalement

o (@)n(B)nt” _ (0)o(at)s (/D) (t)mb™
nzg (@n(c)n N (€)oo (t)oo mZ:O (@)m(at)m .

U
Théoréme 6.16. Pour z # 0, |¢| < 1
o0 )
Z annQ _ H(1 B q2n+2)(1 + Zq2n+1)<1 L 1q2n+1)
n=-—00 n=0

Démonstration. Pour z > |q|, |q| < 1, d’apres la corollaire 6.14, en posant t = 2q, ¢ = ¢°,
on a

oo (o] m m2
ntly _ <9 22 g
n=0 m=0 ! m
1 - m m2 m
vy D IR Gt e

Or appliquons corollaire 6.14 en posant t = ¢*™*2, ¢ = ¢%, nous avons

> (_1)7’ 2mr+2r r(r—1)

q q
(q2m+2; QQ)OO —
s (4% *)-
donc
1 = m, m2/ 2m+2, - - T 2" T m+r)2 m+
m Z 2"q™ (q 1) oo Z Z 2

m=—o0 m=—oo r=0
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d’apres la corollaire 6.14,

=g/ 1
; (@), (—a/%0)e

Donc le résultat final est
o

L Z zmqmz.

(—=/26%)00(@% @)oo

C’est, équivalent a ce que nous voulons montrer. O
Remarque 6.17. Si on remplace g par ¢*/? et pose a = —q'/2, alors on a
2_
(@ Doe = (456%)00(0%: 8)oo (6% *)oo = D (—1)Fg® P12,
k=—o0

Il y a d’autres preuves de cette égalité, mais il faut des connaissances supplémentaires,
par exemple la fonction theta

oo
O(z|r) = Z T T 2Nz, im(1) >0
n=-—oo
ou la noyau de chaleur
o0
Ht([E) — Z 6—47r2n2t€27rin:c7
n=—oo

Si c¢’est intéressant pour vous, veuillez trouver un livre de ’analyse de Fourier ou de
)
l’analyse complexe.

6.3. Polynome eulerien. Pour w = wyws - - - w, € S,, i est une descente de w si
w; > w41, définissons

D(w) = {ilw; > w1}, des(w) = card(D(w)).
Posons .
Ag(z) =) at e =N " A(d, k),
WESy k=1
alors A(d, k) est le nombre de permutations w € Sy avec k — 1 descentes.

Exemple 6.18. A3(x) = x + 42% + 23, car la permutation avec 0 descentes est (123), les
permutations avec 1 descentes sont {(132),(213), (231), (312)}, et la permutation avec 2
descentes est (321).

Supposons que

w = (ala az, ..., ai1>(ai1+17 Q425+ ey aig) e (aik,l-‘rl? ceey ad)
avec ap, i, 41, ---, @, _,+1 les éléments les plus grands dans les cycles, et a; < a;,41 <
- < a;_,+1, cela implique que si w(a;) # a;11, alors a; < a;41. Donc a; < a;41 oui=d
si et seulement si w(a;) > a;. Par suite on a

d — des(w) = card{l <i < dlw(i) > i},

OU W = (@1, A2, vey Wiy y Qiy 15 Qig 42y ey Qig * %5 Qiy 1415 vy Ag) POUT

W= (a1, a2, ., @iy )(Aiy 41, iy 425005 iy) (@i, 11, -5 Q).

Exemple 6.19. pour w = (21)(634)(75), w = (2163475).
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Proposition 6.20. Pour tout d > 0, on a

S migm = _AdD)

(1— x)d+1
m>0
Démonstration. Montrons par récurrence en d.
(i) pour d=0, c’est vrai.

(ii) supposons que I’équation est vraie pour d > 0. Dériver I’équation par rapport a
x,on a
a1 m Tl —2)A () + (d+ Dadi(z)
g me ™ = ,
(1 + :L")d+2

m>0
donc il suffit de montrer que

Agir(z) = (1 — 2)Ay(z) + (d + 1)zAg(z),
en comparant les coefficients des x", c’est équivalent a
Ald+1,k) = kA(d, k) + (d — k + 2)A(d, k — 1) (%)

D’un coté, A(d+ 1, k) est le nombre de permutations dans Sy, avec k — 1 descentes,
de l'autre coté, on peut obtenir une telle permutation par

(1) choisir une permutation w = wyws - - - wy avec k — 1 descentes, et ajouter d + 1
apres w; si i € D(w) ou a la fin, donc il y a kA(d, k) permutations.

(2) choisir une permutation w = wyws - - - wy avec k — 2 descentes, et ajouter d + 1
apres w; si i ¢ D(w) ou au début, donc il y en a (d — k + 2)A(d, k — 1).
d’apres (1) et (2),0n a prouvé (*). O
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