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Introduction

Ce TIPE est rédigé pour quiconque s’intéresse a la conjecture de Mahler d’un point de vue
géométrique, ou tout simplement a la géométrie convexe.

Ainsi, pour parler de cette conjecture, nous aurons besoin de définir ce qu’est :
— Un corps convexe K C R¢ (compact, convexe, d’intérieur non vide) ;
— Un ellipsoide (généralisation de Dellipse aux dimensions d > 2);

— Le polaire d’une partie K, noté K° et défini par :
K°={yeR?|Vze K, (y,z) <1}

— Le produit de Mahler M(K) = vol(K) - vol(K°), qui est invariant par toute transformation
linéaire de K.

Les travaux de Santald et Blaschke [San49; Blal7] nous disent que le produit de Mahler est
maximal pour les ellipsoides, ou pour les boules & une transformation linéaire pres.
En 1939, Mahler énonce sa conjecture [Mah39] de la maniére suivante : pour tout corps K
symétrique par rapport a ’origine,
4d
M(K) = —
avec égalité si et seulement si K est un hypercube ou son polaire, I'octaedre. Il démontre lui-méme
ce résultat pour d = 2.

Aujourd’hui, le cas d = 3 a également été démontré par Iriyeh et Shibata [IS20] en 2020.
Toutefois, le cas d > 4 reste ouvert, bien que [BM85] en donne une bonne approximation.

En 1981, Saint-Raymond montre que la conjecture de Mahler s’applique aux corps convexes in-
conditionnels (c’est-a-dire invariants par symétrie orthogonale par rapport aux axes de coordonnées)
en toute dimension [CRS81].

Nous définirons donc toutes ces notions dans les chapitres allant de 1 & 4 puis nous attaquerons
a la conjecture de Mahler dans le dernier chapitre. Nous finirons ce dernier par la présentation d’un
résultat portant sur les corps convexes de C? invariants par Paction du tore. Nous n’avons pas réussi
a trouver dans la littérature de résultat équivalent.
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Chapitre 1
Pré-requis

Pour parler de la Conjecture de Mahler nous allons avoir besoin de parler de boules, de < corps
convexes >, i.e. d’ensembles convexes et compacts d’intérieur non vide, qui sont de plus symétriques.
Dans ce chapitre nous nous attelerons a définir les notions de boules, de compacité. Et nous nous
intéresserons plus particulierement a ces notions dans des espaces euclidiens. Pour suivre la logique
de progression de ce chapitre il faut avoir en téte que

Espace vectoriel normé C Espaces Métriques C Espaces Topologiques.

Nous commencerons donc par les espaces topologiques.

Toutes les preuves qui suivent ne seront pas toutes démontrées. Pour plus de détails on peut
se référer aux notes de cours [Mir23; Ngol9]. Sinon se référer a [Ska0O4] pour une version papier.
Pour la partie algebre on pourra regarder par exemple, [Gou2l] ou tout ouvrage de L2.

1.1 Espaces topologiques

1.1.1 Définition d’une topologie

Définition 1.1.1: Topologie

Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X toute famille 7 de parties de X vérifiant :
(i) DeTetXeT,
(ii) Pour tous Uy, Up € T,ona Uy NUz € T,

(iii) Pour toute famille quelconque (U;);er de T, on a U U, eT.
el

Voici quelques exemples de topologies :

Exemple 1.1.2 (Topologie dite < grossiére > )

X un ensemble quelconque et T = {0, X }.

Exemple 1.1.3 (Topologie dite < discrete >)

T = P(X) est une topologie ou toute partie est ouverte et fermée

Exemple 1.1.4

X =R avec T qui est la famille des réunions d’intervalles ouverts de X.



Définition 1.1.5: Espace topologique

Soit X un ensemble. On appelle espace topologique le couple (X,7) ou 7 est une topologie
sur X.

1.1.2 Owuverts, fermés

Définition 1.1.6: Ouvert

Soit (X, T) un espace topologique. Alors les éléments de T sont appelés ouverts.

Définition 1.1.7: Fermé

Soit (X,7) un espace topologique. On dit que F' C X est un fermé si X = X \ F est un
ouvert i.e. ‘X € T.

r

Soit (X, 7)) un espace topologique. Alors :

1. Une réunion finie de fermés est un fermé.

2. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

PREUVE.

1. Soit (X,7) un espace topologique. Soit (F;);c; une famille finie de fermés. Alors les U; = F;

sont ouverts. Ainsi
C
(U =NF-u
i€l i€l i€l
est un ouvert par (ii) dans la définition 1.1.1.

2. Soit (X,T) un espace topologique. Soit (F;);c; une famille quelconque de fermés. Alors les

U; = °F; sont ouverts. Ainsi
C
(Nm=Ur-Uu
iel iel iel

est un ouvert par (iii) dans la définition 1.1.1.

On aurait aussi pu remarquer qu'un fermé F' C X peut s’écrire X \ °F et comme X est fermé,
par (i) dans la définition 1.1.1, alors l'intersection est fermée. ]

—{Remarque :}

On aurait pu aussi définir la notion d’espace topologique par les fermés.

1.1.3 Voisinages, intérieur, adhérence
Voisinages

Définition 1.1.9

Soient (X, 7) un espace topologique et x € X. On dit que V' C X est un voisinage de x s’il
existe U € T tel quex e U C V.




Intérieur et adhérence

Définition 1.1.10: Adhérence

Soient (X,7T) un espace topologique et A C X. On appelle

A= (| F
ACF
F fermé

I’adhérence de A. C’est le plus petit fermé au sens de I'inclusion qui contient A.

Définition 1.1.11: Intérieur

Soient (X,7T) un espace topologique et A C X. On appelle

A= |J U
UCA
U ouvert

Iintérieur de A. C’est le plus grand ouvert au sens de l'inclusion qui est contenu dans A.

—{Remarque :}

On notera dans les chapitres suivants int A 'intérieur de A pour éviter toute confusion avec A°.

Définition 1.1.12: Frontiére

Soient (X, 7) un espace topologique et A C X. On appelle 94 = A\ A 1a frontiere de A.

Propriétés

Soit (X, 7T ) un espace topologique et A, B des parties de X. Alors :
Si AcC B,alors Ac Bet AC B.
A ouvert < A = A.
A fermé < A = A.
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1.1.4 Compacité

Définition

Définition 1.1.14: Compact

Soit (X, 7) un espace topologique. Alors X est compact si :
1. X est séparéie. Ve #Aye X, U, VeT, UNV=0 e €U et yeV,

2. YV (Up)ser € T, (X C User Ui = 3J C I,Card(J) < oo, tel que X C UjeJUj)




FIGURE 1.1 — Espace séparé

—{Remarque :}

Dans la littérature anglo-saxonne, on appelle compact ce qui est pour nous un quasi-compact (i.e.
ne vérifiant pas la condition de séparation).

Définition 1.1.15

Soit (X, 7T) un espace topologique. Alors K C X est un compact si
Y (Uy)ier € T, <K C U U, = 3J C I,Card(J) < oo, tel que K C U Uj).
iel jed

Un partie K de X est compacte si tout recouvrement ouvert de K admet un sous recouvrement
fini.

FIGURE 1.2 — Recouvrement fini d’un carré

Exemple 1.1.16

L’ensemble vide est compact.

Exemple 1.1.17

Prenons I’exemple de X un ensemble muni d’une topologie 7 = {0, X }. Alors c’est un quasi-
compact si X a plus d’un point et un compact sinon.

Exemple 1.1.18

Tout ensemble fini muni d’une topologie est compact.



Exemple 1.1.19
R n’est pas compact car le recouvrement

R= U]n—l,n—l—l[
nez

n’admet pas de recouvrement fini car cette union est incluse dans un intervalle ]a, b[, avec a,b
des réels. Par contre, R la droite achevée, est compacte.

Propriétés

Théoréme 1.1.20 Image d'un compact

Soit f : X — Y une fonction continue entre espaces topologiques. Si A C X compacte alors
f(A) est compacte.

Théoreme 1.1.21 Théoréme des bornes atteintes

Soit f : X — R une fonction continue sur un espace topologique X compact. Alors f est
bornée et atteint ses bornes.

Théoréme 1.1.22 Théoreme de Tychonoff

Soient (X, T) et (Y,O) des espaces topologiques compacts alors X x Y est compact pour la
topologie produit.

Soit (X, 7T) un espace topologique. On a :
1. La réunion d’une famille finie de parties compactes est toujours compacte.

2. Si X est séparé alors, I'intersection d’une famille quelconque de compacts est toujours
compacte.

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Définition

Définition 1.2.1: Distance

Soit X un ensemble non vide. On appelle distance une application d : X x X — R™T,
(z,y) — d(z,y) qui vérifie les propriétés de :

(i) Séparation : d(z,y) =0 <= z =y,
(ii) Symeétrie : d(z,y) = d(y,z) pour tous z,y € X,
(iii) Inégalité triangulaire : d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) pour tous z,y, z € X.




Exemple 1.2.2

Pour X = R%. La distance euclidienne sur R? qui est

d(z,y) = /(@1 —91)? + -+ (za — ya)?,

pour tout (z,y) dans R? x RZ.

Exemple 1.2.3
Pour X =R, (z,y) — |z — y| est une distance.

Exemple 1.2.4
Pour X = C qui peut étre identifié & R?, (z,w) — |z — w|.

Définition 1.2.5: Espace métrique

Un espace métrique est un couple (X, d) ou d est une distance.

1.2.2 Topologie des espaces métriques

Boules

Définition 1.2.6

Soit (X, d) un espace métrique. Alors, pour a € X et r > 0, on définit
B(a,r) ={z € X : d(z,a) <7}

comme la boule ouverte de centre a et rayon r et

B(a,r)={x € X : d(z,a) <7}

la boule fermée de centre a et rayon r.

Exemple 1.2.7

Sur X = R muni de la distance usuelle, (cf I'exemple 1.2.3), I'intervalle ouvert ]0, 1] est une
boule ouverte et le segment [0, 1] une boule fermée.

Exemple 1.2.8

Sur X = R? muni de la distance usuelle (cf exemple 1.2.4) alors le disque unité est une boule
fermée.

Exemple 1.2.9

Sur X = R? muni de la distance usuelle (cf exemple 1.2.2) alors la boule unité est une boule
fermée.

10



Théoréme 1.2.10

Un espace métrique est un cas particulier d’espace topologique. En effet, soit (X, d) un espace
métrique alors

Ta={UcCX:VxeU, 3Ir>0, B(zx,r)CU}

est une topologie sur X. On dit que les U sont les ouverts de X.

PREUVE. Soit (X, d) un espace métrique.

1. () et X sont des éléments de T. En effet, prenons x € X. Alors la boule unité ouverte de centre
x est bien comprise dans X ’ensemble vide étant par définition I’ensemble qui ne contient aucun
élément alors la proposition est nécessairement vraie.

2. Soit (U;)ier une famille quelconque de 7. Soit © € U;erU;, alors il existe j € I tel que
x € Uj. Donc il existe r > 0, B(z,r) C U;. Or pour tout i € I, U; C U;erU; donc il existe
r >0, B(a;,'r’) C UierU;.

3. Soit (U;)ier une famille finie de 7. Soit x un élément de l'intersection des éléments de cette
famille. Alors pour tout ¢ € I, il existe r; > 0, B(z,r;) C U;. Comme I est fini, min;cy(r;)
existe et on le note r. Ainsi B(x,r) C NicrUs;.

O

Corollaire 1.2.11

Soit X un espace métrique alors X et () sont ouvert et fermés.

—{Remarque :}

Dans un espace métrique ce ne sont pas forcément les seuls & vérifier cette propriété. Prenons
X = [0,1] U [2,3] muni de la distance usuelle sur R . Soit = € [0, 1] alors la boule ouvert centrée
en x de rayon % est incluse dans [0, 1] car la distance entre z est un point de [2,3] est d’au moins
1. Alors par le méme raisonnement [0, 1] est un fermé car son complémentaire est ouvert. Dans
ce cas, on dit que X n’est pas connexe.

Convergence de suites dans un espace métrique

Définition 1.2.12

Une suite (x,,), d’éléments de X muni d’une distance d converge vers [ € X si

Ve >0, IN € N,Vn > N, d(zp,l) < e.

Théoréme 1.2.13 Unicité de la limite

Dans un espace métrique (X, d) la limite d’une suite d’éléments de X, si elle existe, est unique.

Définition 1.2.14

Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (x5, )neny d’éléments de X est bornée si

JreX,IM >0,VneN, z, € B(x, M).

11



Adhérence d’une suite

Définition 1.2.15

Soit (X, d) un espace métrique et (z,),en une suite d’éléments de X. On appelle valeur
d’adhérence de la suite tout point £ € X tel que :

(e ﬂ{xkkzn}
neN

On note Adh(u,) I’ensemble des valeurs d’adhérence de (uy)y.

Un point £ € X est une valeur d’adhérence de (z,,) si et seulement si :

Ve>0, VNeN, In>N, dll,z,) <e

Soit (X, d) un espace métrique. Si (xy,)nen est une suite d’éléments de X et z € X, alors :

x € Adh(un) < Jpune extraction, lim wug,p) =2
k—-+o0

Exemple 1.2.18

((=1)"),,cy admet comme valeur d’adhérence 1 et —1.

Exemple 1.2.19

(cos(n)),,cy admet comme valeur d’adhérence [—1, 1].

Soient (X, d) un espace métrique et (z,)nen une suite d’éléments de X. Si x,, — = alors x est
l'unique valeur d’adhérence de (z,)n.

Bornés

Le caractere métrique d’un espace nous permet d’introduire la notion de bornitude.

Définition 1.2.21

Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X alors on dit que A est bornée si :

dM > 0,3a € A, Vz € A, d(x,a) < M.

Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X alors on dit que A est bornée si :

Jre X,3IM >0, AC B(z,M).

1.2.3 Voisinages, intérieur, adhérence

Comme un espace métrique est un cas particulier d’espace topologique toutes les définitions
et propriétés données en 1.1.3 restent valables.
12



1.2.4 Compacité

Théoréme 1.2.23

Tout espace métrique est séparé.

Théoréme 1.2.24

Soit (X, d) un espace métrique. Alors

K C X compact <= (v (kn) € KN, Adh(k,) # @).

Exemple 1.2.25

[0, 1] muni de la distance usuelle sur R est compact.

Exemple 1.2.26

10, 1] muni de la distance usuelle sur R n’est pas compact.

1.2.5 Espaces complets
Suites de Cauchy

Définition 1.2.27

Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (2, )neny d’éléments de X est de Cauchy si

Ve >0, 3N € N, Vp,q > N, d(zp, zq) < €.

Théoréme 1.2.28

Soient (X,d) un espace métrique et (zp)nen une suite d’éléments de X qui converge alors
(zn)nen est de Cauchy.

Soient (X, d) un espace métrique et (z,)nen une suite d’éléments de X. Si (x,)nen est de
Cauchy, alors (z,)nen @ au plus une valeur d’adhérence.

Soient (X,d) un espace métrique et (xy)nen une suite d’éléments de X qui est de Cauchy.
Alors (z,,), est convergente si et seulement si (x,), admet une unique valeur d’adhérence.

Exemple 1.2.31

On peut étre de Cauchy et non convergente. Dans Q muni de la distance usuelle dans R, la

suite
"1
(Sn)n21 = (Z )
k! n>1

k=1

est de Cauchy et elle converge vers e dans R mais ne converge pas dans Q.

13



Exemple 1.2.32

On peut construire d’autres contre-exemples dans (Q,| - |) & l'aide de suites récurrentes.
(Cela ressemble fortement a 'idée de la méthode de Héron). Ainsi la suite (u, ), définie par
Up = %(un + %) pour tout n € N est de Cauchy et converge vers v/2 ¢ Q. On verra ensuite
que cela vient du fait que Q n’est pas complet contrairement a R.

Dans (X, d) un espace métrique, toute suite de Cauchy est bornée.

Complétude

Définition 1.2.34

Un espace métrique (X, d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy d’éléments de
X converge.

Propriétés
Théoreme 1.2.35
(R,| - |) est complet.

Définition 1.2.36

L’application d; : (X X Y) x (X xY) — R, entre deux espaces métriques (X,dx) et (Y,dy)
défnie par
di((21,91), (%2, y2)) 1= dx (21, 32) + dy (y1,2)

est une distance (produit) sur X x Y. On peut généraliser cela & N espaces métriques.

.

—{Remarque :}

Le produit cartésien fini d’espaces métriques est un espace métrique pour une distance produit
(il en existe une infinité). Cela n’est généralement pas vrai pour un produit cartésien infini.

Soit ((Xi,ali))l.e ; une famille finie d’espaces métriques complets alors le produit cartésien
X = [];¢; Xi muni d’une distance produit est complet.

Corollaire 1.2.38

R? muni d’une distance produit est complet.

Théoréme 1.2.39

Tout espace métrique compact est complet

14



1.3 Espaces vectoriels normés

1.3.1 Définition

Définition 1.3.1

Soit E un espace vectoriel. On appelle norme une application |-|| : E — Ry, z — |[|z| qui
vérifie :
(i) [zl =0 & = = 0g,
(ii) Va,y € E, |lz +yl < = + [yl
(i) Yz € E,YA € R, ||Az|| = |A] - ||z]|-

Définition 1.3.2

On peut définir un espace vectoriel normé comme le couple (E,||-||) ou E est un espace
vectoriel et ||-|| est une norme.

Soit (£, ||-||) un espace vectoriel normé. Alors 'application d : E x E — Ry, (z,y) — ||z — ||
est une distance. Ainsi (E,d), ou d est la distance associée a ||-||, est un espace (vectoriel)
métrique.

1.3.2 Espace pré-hilbertien

Définition 1.3.4

Soit E un R-espace vectoriel. On dit que (-,-) : E X E — R est un produit scalaire sur E si
c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Définition 1.3.5

Un espace pré-hilbertien est un couple (E, (-, -)) ou E est un espace vectoriel et (-, -) un produit
scalaire sur F.

Soit (E, (-,-)) un espace pré-hilbertien. Alors 'application ||-|| : £ — Ry, x — +/(z, x) est une
norme. Ainsi (E, ||-||), ou ||| est la norme associée a (-, -), est un espace vectoriel normé.

Théoréme 1.3.7 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit E un espace pré-hilbertien. Alors pour tout (u,v) € E?,

[(w, 0| < full - [lo]l -

1.3.3 Espace euclidien

Définition 1.3.8

Un espace euclidien est un espace pré-hilbertien ou E est de dimension finie.

15



Exemple 1.3.9

R"™ muni du produit scalaire (x,y) — > i ;y;.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

1.3.4 Topologie des espaces vectoriels normés

Définitions

—{Remarque :}

Dans un espace vectoriel normé, la distance étant définie par d(z,y) = ||z — y||, la boule ouverte
de centre a et de rayon r se note : B(a,r) ={z € E | ||z — al| < r}.

Propriétés

Soit E un espace vectoriel normé. Alors seuls F et () sont a la fois ouverts et fermés. Ainsi
tout espace vectoriel normé est connexe.

Soit F un espace vectoriel normé. Une partie F' de E est fermée si et seulement si toute suite
convergente d’éléments de F' a sa limite dans F.

—{Remarque :}

La définition de la convergence d’une suite pour un EVN est la méme que pour un espace métrique
a la différence pres qu’on remplace la distance par la norme associée.

Définition 1.3.13

Soit (E1, ||-[l1)s- -+, (En, [||l,,) des espaces normés. On appelle norme produit sur ’espace pro-
duit £ = E; x -+ x E, 'une des normes suivantes (en posant = (z1,...,%y)) :

e Ni(@) = [leally + -+ |zall, ;
2 2
e Na(@) = /llzal? + - + llzal2;

e Noo(r) = maxi—1,..n [|2l];-

Soit E7 et Fo deux espaces vectoriels normés et £ = E7 X Fs que 'on munit d’une norme
produit.

e Si O est un ouvert de Fq et Oy est un ouvert de Fo, alors O; x O est un ouvert de F.

e Si Fy est un fermée de F; et F5 est un fermé de Es, alors F} x F5 est un fermé de E.

—{Remarque :}

On lavait déja vu.
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1.3.5 Compacité

Théoréme 1.3.15 Borel-Lebesgue

Soit (E, ||-||) un vectoriel de dimension finie. Alors

K C E compact < (K fermé et borné).

—{Remarque :}

En général c’est faux en dimension infinie. Le lemme de Riesz nous dit justement que un espace
vectoriel est de dimension finie si et seulement si ses boules fermées sont compactes. Ainsi, on
considere ’espace des suites telles que la série des carrés des valeurs absolues converge. La norme
associée est :

Alors la boule unité fermée B(0,1) est fermé et bornée mais non compacte. Idem si on prend
I’espace des suites telles que la série des valeurs absolues converge de norme associée :

o0

Exemple 1.3.16

Le cercle unité dans R? est compact.

Exemple 1.3.17

Le boule fermée (ou spheére fermée) unité dans R" est compacte.

1.4 Algebre

1.4.1 Matrices symétriques, orthogonales

Définition 1.4.1

Une matrice A € .7, (R) est dite positive si
VX eR", I XAX > 0.
Une matrice A € .7, (R) est dite définie positive si

VX e R", IXAX > 0.

Une matrice A € .7, (R) est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives. Idem
pour strictement positive.
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Définition 1.4.3

Zn(R) est ensemble des matrices symétriques réelles i.e. les matrices égales a leur trans-
posée. O, (R) est ’ensemble des matrices orthogonales i.e. I'ensemble des matrices M vérifiant
‘MM = I,.

Soit M € ., (R). Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. M € 0,(R)
‘M € O,(R)
Les colonnes de M forment une base orthonormée pour le produit scalaire canonique.
Pour toutes matrices colonnes X,Y e R”, (MX,MY)=(X,Y).
Pour toute matrice colonne X € R, ||[MX]| = || X]|. Idem pour les lignes

R PR

Soit % une base de R™. Alors 4 est une base orthonormée si et seulement si la matrice de
passage de Z dans la base canonique est orthogonale.

(On(R), x) est un sous-groupe de GL,,(R).

Théoréme 1.4.7 Théoréme spectral pour les matrices symétriques réelles
Soit A € .7, (R) alors il existe P € 0, (R) tel que A= ‘PDP avec D diagonale.

PREUVE. Montrons tout d’abord que les matrices symétriques ont des valeurs propres réelles.

Soit A € C une valeur propre de A (existe toujours par d’Alembert-Gauss). Soit X € C" un
vecteur propre associé alors AX = AX. De plus, AX = AX = X\ X car A est a coefficients réels.
Dot {(AX)X est égal & A!XX d’une part et A\!X X d’autre part. On obtient donc

MXX =N XX.

Comme X # 0 on a ‘XX =Y, |z;? strictement positif. On en déduit que A = X i.e. \ réel.
Ainsi on a montré que toutes les valeurs propres de A sont réelles.

Comme les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique x 4 alors celui-ci
s’écrit H (X —N)"™ i.e. xa est scindé sur R. Ainsi, A est trigonalisable.

A€Spec(A)CR
Notons T la matrice triangulaire supérieure telle que T'= P~1AP avec P = Py, . ot & est la
base des colonnes de P.

On applique lalgorithme de Gram-Schmidt sur la base . On obtient une nouvelle base %’
orthonormée. La matrice de passage précédente s’écrit

P=Py e »Pw.z= QR

qui est le produit d’une matrice triangulaire supérieure R (par construction de l’algorithme de Gram-
Schmidt) et d’une matrice orthogonale @ (car ses colonnes forment une base orthonormale). On sait
que A = PTP~!. En remplacant P par QR on a

A= (QR)T(QR)"' = QRTR™'Q".
18



Posons A’ = Q7 'AQ et donc aussi A’ = RTR™'. Finalement A’ est triangulaire supérieure par
produit de matrices triangulaires supérieures mais aussi symétrique car

tA/ — t(Q—lAQ) — t(tQAQ) — tQtAQ — tQAQ — A,.

On a bien A’ diagonale. Ceci montre que A est diagonalisable dans une base orthonormée formée

par les colonnes de Q).
O

Théoréme 1.4.8 Pseudo-réduction simultanée
Soient A € .7t (R) et B € .%,(R) alors il existe P € GL,(R) telle que

tPAP=1, et 'PBP=0D

avec D une matrice diagonale réelle.

PREUVE. Soient A € . T(R) et B € %,(R) alors (X,Y) + ‘XAY définit un produit scalaire
sur R™. Ainsi, il existe une base orthonormée de R™ pour ce produit scalaire. On note

Q= (C1|02!--~|Cn)

la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de cette base. C’est une matrice de passage donc
Q € GL,(R). Ainsi '*QAQ = I,,. On remarque que ‘QBQ appartient a .7, (R). En effet,

('QBQ) = 'Q'BQ = 'QBQ.
D’apres le Théoreme 1.4.7, il existe R € 0, (R) tel que
'R("QBQ)R=D ie. '(QR)B(QR)=D

avec D diagonale. Posons P = QR bien inversible car @), R le sont.
Et de plus,
'PAP = "(QR)A(QR) = 'R('QAQ)R = 'RR = I,

car R est orthogonale. Ce qui conclut la preuve. O

1.4.2 Formes quadratiques

Définition 1.4.9

Soit E un R-espace vectoriel. Une application ¢ : £ — R est une forme quadratique si :

1. Pour tout A € K et tout = € V, q(Ax) = \2q(z).
2. L’application B : V x V — K définie par :

B(z,y) = 5(alx +) — a(z) — a(y)

est une forme bilinéaire symétrique.
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Exemple 1.4.10
Pour tout z € R?,

est une forme quadratique sur R

Exemple 1.4.11
Pour tout (z,y, z) € R3,

q(z,y,2) = 2> + y* + xy + 2y + TY2

n’est pas une forme quadratique.

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension n € N*. Alors on peut définir ¢ de manieére unique
par une matrice A € .7, (R) tel que

Ve € E, q(z):='XAX avec X = [1]p,,,-

n n
Pour A = (a; j)1<i,j<n, On peut réécrire ¢(x) = Z aivim? +2 E @5, T
i=1

1<i<j<n
Définition 1.4.13

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -). On dit que un endomorphisme
f: E — E est symétrique si

V(z,y) € B, (f(x),y) = (=, f(y))

Soit ¢ une forme quadratique sur R™ associée a I’endomorphisme symétrique f. Soit % une
base orthonormée de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres Ai, ..., A, de f. Si
x € R™ a pour coordonnées (x,...,x]) dans £ alors

q(z) = e
k=1

PREUVE. On pose X € #,1(R) la matrice de = dans la base canonique de R™. On note A la
matrice associée a f dans la base canonique et D la matrice de f dans la base %. Ainsi, D est
diagonale et il existe P € 0,(R) telle que A = PD!P. Ainsi

q(z) = 'X(PD'P)X = 'XPD'PX.

/
2
On note X' = | : | la matrice de z dans %. Donc X' = P7!1X = {PX et ‘X' = {('PX) = 'XP

~

Finalement .
q(z) = 'X'DX' =" Aail.
k=1
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Corollaire 1.4.15

Soit g4 la forme quadratique associée & la matrice symétrique réelle A € .4, (R). Soient
A1 <... < )\, les valeurs propres de A. Alors

Vo e R", Arlz)3 < ga(x) < An 23 -

PREUVE. On reprend les notations précédentes. Comme P est orthogonale elle conserve la norme.
En effet,

lz||* = | X|* = 'XAX = 'X(PD'P)X = {(PX")(PD'P)(PX') = 'X"'P(PD'P)(PX’)

— tX/DX/
= Z Moz
k=1
Comme
Vie[l,n], A <A<\
alors on a
vie[Lnl, M(2)? < M(@h)? < ()’
Ainsi " " "
A ()P <Y (@) < A Y (@)
=1 =1 =1
i.e.

M lz]® < gal@) < A |z

Théoreme 1.4.16

Soit A € .7,(R). On note ¢ la forme quadratique associée a A. Alors :
1. Spec(A4) C Ry & g4 est positive.
2. Spec(A) C R & g4 est strictement positive.
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Chapitre 2

Introduction aux notions de convexité

Dans ce chapitre, nous verrons donc ce qu’est un ensemble convexe. Nous démontrerons des
théorémes classiques de convexité, comme le Théoréeme 2.1.13, nous parlerons de « séparation > et
< d’hyperplan d’appui »>. Puis nous terminerons en donnant quelques exemples de convexes, et
notamment, un cas particulier de <« polytope > qui correspondra au minimiseur potentiel du produit
de Mahler.

On pourra se référer a [Bar02; Tex19] pour un cours complet de convexité. (Ces documents
m’ont servis a 1’élaboration des preuves de cette partie).

2.1 Notion de convexe

On considére maintenant I’espace euclidien E = R¢ de produit scalaire associé

(x,y) =z151 + ... + TqYd

pour & = (x1,...,2q9) et y = (y1,...,yq) des points de R, On définit la norme
2] = 23+ ...+ 22
et la distance entre 2 points x et y comme :
d(z,y) = [l —yl| pour z,y € R

2.1.1 Ensemble convexe

Définitions

Définition 2.1.1: Combinaison convexe

Soit {z1,..., 2} des points de E. Une combinaison convexe de {z1,...,%;,} est un point x
de F tel que :

m m
T = Z o;x;  avec Z a; =1 et a; >0 pour tout ¢
=il i=1

.

On définit un segment entre 2 points x et y de cette fagon : [z,y] = {ax + (1 —a)y | 0 < a < 1}.

Définition 2.1.2: Ensemble convexe

Soit A C E. On dit que A est convexe si :

Vr,y € A, [z,y] C A
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(a) Non convexe (b) Convexe

FIGURE 2.1 — Exemples

Propriétés

Lemme 2.1.3

Soient K un corps et (E;);er une famille quelconque de K-espaces vectoriels alors V' = [[;c; E;
est un espace vectoriel.

PREUVE. Par construction , on munit V' = [[;,.; E; des opérations définies composante par com-
posante : (x +y); :=x; +y; et (\-x); := X -x;. Ainsi on a :

1. Oy := (0;); est I’élément neutre pour +.

2. Pour x = (x;); on définit —x := (—x;); ainsi tout élément de V admet un opposé

3. La distributivité a gauche et & droite, I’associativité mixte, I’élément neutre a gauche découlent
directement de leur validité dans chaque FE; pour tout 4.

Ainsi V' est un espace vectoriel car elle vérifie ces propriétés composante par composante. O

—{Remarque :}

On a toujours @, E; C [[;¢; £ mais I'inclusion réciproque n’est vérifiée que si I est fini. En effet,
[L;cr Ei est Pensemble de toutes les familles (z;);c; ou les x; sont quelconques et @,c; E; est
Pensemble des familles (x;);c; & support fini V.

Contre-exemple :
PRrR=RX]#RY=[[R
neN neN

Soit (Cy)ier C E une famille quelconque de convexes. Alors le produit cartésien
[1¢:
iel
est un convexe.
PREUVE. Soient a € [0,1] et z,y € [[;c; C;. Alors, on consideére le point ax + (1 — a)y et par
convexité des C; on a pour tout ¢ € I,
az; + (1 —a)y; € C;.

Comme ceci est vrai pour chaque coordonnée, on a [];c; C; convexe. U

Lemme 2.1.5

Soient V, W des espaces vectoriels et f : V' — W une application linéaire. Si A C W (resp.
B C V) est un convexe alors f~1(A) (resp. f(B)) est un convexe.
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PREUVE. Soient x1,79 € f~1(A). Alors f(x1), f(z2) € A. Pour a € [0,1], on a par linéarité :
flary + (1 — a)ze) = af(r1) + (1 — ) f(x2). Comme A est convexe, ce dernier terme est dans A,

donc axy + (1 — a)ze € fF1(A).

Soient v € [0,1] et x,y € B. Alors f(z), f(y) € f(B). Ainsi af(z) + (1 —a)f(y) = f(az +
(1 —a)y) € f(B) car az + (1 — a)y € B par convexité de B. O

Soit (Cy)ier C E une famille quelconque de convexes. Alors l'intersection

ne

i€l

est un convexe.

PREUVE. Soit E l’espace vectoriel contenant les C;.
Considérons I'application f : E — [[;c; E, x — (z,z,...,z). Alors [[;c; C; C [l;cr E. Et on a

! <ECZ) = ZDICz

Et comme 'image réciproque d’un convexe est convexe (par le Lemme 2.1.5), cette intersection est
convexe.

Définition 2.1.7

Soit V' un espace vectoriel. Soit o € R. Alors pour tous A, B C V des convexes on définit la
somme

O

A+B:={z+y|zecAye B}
et ’homothétie de rapport @« € R de A

aA:={ax |z € A}

Corollaire 2.1.8

Soit A C F un convexe. Soit o € R Alors oA est un convexe.

PREUVE. Soit A C E un convexe. Soit a € R. Soit f : E — E, a — aa. Alors on a f(A) = aA qui
est bien convexe par le Lemme 2.1.5. O

Corollaire 2.1.9 Somme de convexes

Soient A, B C E des convexes. Alors A + B est un convexe.

PREUVE. Soient A, B C E des convexes. Considérons l'application linéaire f : E x E — E,
(a,b) = a+b. Alors 'image de A x B par f est A+ B. Par le Lemme 2.1.5, comme A X B convexe,
on a bien A + B convexe. O
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2.1.2 Enveloppe convexe

Définition 2.1.10

L’enveloppe convexe de A C E, notée Conv(A), est 'ensemble des combinaisons convexes de
points de A. Ce qui se réécrit

p p
Conv(A) = {Zaixi cx; €A o >0, Zozi = 1} =3 /B
i=1

i=1
On peut aussi définir I’enveloppe convexe comme le plus petit des convexes contenant A.

Conv(A)= () C.
AcC

C convexe

PREUVE. Montrons I’équivalence entre les 2 définitions de Conv A.
Ona AC P car,pour z € A,ona l-z € P. De plus, K est convexe. En effet, soient A € [0, 1]
et x,y € F tels que

P P
T = E ;T avec E a; =1,
i=1 i=1

q p
y=> Biyi avec > Bi=1
= i=1

Alors , .
Az 4+ (1= Ny = Aoz + > (1 - N)Biwi
1=1 =1

P q
avec la somme des coefficients Z Ao + Z(l —A)Bi =A+1—X=1. Cest bien une combinaison
i=1 i=1
convexe de points de P donc Az + (1 — A)y € P. D’ou P convexe.

Reste & montrer que P est contenu dans tout convexe contenant A. Soit C un convexe contenant
A. Soit
P
xr = Z a;x; € P
i=1
Comme pour tout 7 € [1,n], x; € A C C on a alors z; € C pour tout . Or d’apres le Lemme 2.1.11,
un convexe contient toutes ses combinaisons convexes donc en particulier x appartient a C'. D’ou
x € (C et donc PCC.
Ainsi on a montré que
pPc (| C
AcCC

C convexe
Comme P est une convexe contenant A cette inclusion est évidente.
D’ou I'égalité. O
Lemme 2.1.11

Soit C' une partie convexe de E. Alors
P P
Vp e N*, V(x1,...,2p) € CP, V(a,...,0p) € RE, Zai == Zaixi eC.
i=1 i=1

Ce qui signifie qu'un convexe contient toute combinaison convexe de ses points.
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PREUVE. Raisonnons par récurrence sur p.
— Initialisation : Pour p = 1 c’est évident. Pour p = 2 c¢’est la définition de convexité.

— Hérédité : Soit p € N* tel que la propriété soit vérifiée. Soient x1,...,zp41 € Cet ar,...,apy1 >0
tels que Z 1 a; = 1. Si apy1 =1 alors ag = = oy = 0 donc
p+1

Z QT; = Qpt1Tpt+1 = Tp+1 € C.
i=1

Si apt1 # 1 alors

p+1 p
Z ;T = ( — Qpt1 Z 1 Ti + Qpt1Tp41-
i=1 =1 @ptl
A
=:\;

iA1= Appa

B L= Ap+1 _1_/\p+1

=1.

On peut donc appliquer lhypothese de récurrence et on a > b_ ! Aix; € C. Par convexité comme
apt1 € [0,1] et 2,41 € C on a Z 1 a;x; € C. Ce qui conclut la récurrence. O

Soient A, B C E alors on a :
1. Conv(Conv(A)) = Conv(A) ,
2. Si A C B alors Conv(A) C Conv(B),
3. Conv(AN B) C Conv(A) N Conv(B) et Conv(A)U Conv(B) C Conv(AU B)

PREUVE. Soient A,B C F.

1. Conv(Conv(A)) est le plus petit convexe contenant Conv(A). Or, Conv(A) est convexe et c’est
le plus petit qui le contient donc Conv(Conv(A)) = Conv(A)).

2. Supposons que A C B. Alors comme A C Conv(A) et B C Conv(B), on a A C Conv(B).
Sachant que Conv(B) est convexe on en déduit que Conv(A) C Conv(B).

3. Comme AN B C A, alors Conv(AN B) C Conv(A). De méme, comme AN B C B, alors
Conv(AN B) C Conv(B). Donc :

Conv(AN B) C Conv(A) N Conv(B)

Pour 'union, considérer le fait que A,B C AUB

2.1.3 Théorémes classiques

Théoréeme 2.1.13 Carathéodory

Soit A C E un ensemble. Alors tout point € Conv(A) peut se représenter sous la forme
d’une combinaison convexe de d + 1 points de A tel que

d+1 d+1
T = Z o;T;  avec Z a; =1 et «a; >0 pour tout i, avec les x; des points de A.
=il i=1
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PREUVE. Soit x un élément de Conv(A). Alors il peut s’écrire :
m m
x:Zaixi, avec Zaizl, ;€A et «; >0pourtoutie{l,...,m}.

Sim < d+ 1 alors il suffit de rajouter des Ox; pour avoir une somme de d + 1 termes.
Supposons que m > d+ 1. Alors m —1 > d = dim(F). Ainsi la famille (z; — z1)2<i<m est liée
i.e. il existe des A; non nuls tels que :

Z Az — a:1 =0.

=

En posant A\; := — Y /"5 A\; on trouve que
m m
i=1 i=1
Ainsi :
m m m
VieR, z= Zaixi = Zaixl tZ)\ T = Z i — tA;)x;.
i=1 i=1 i=1

On cherche un ¢t qui annule un terme de cette somme et laisse tous les autres coefficients positifs.
Comme les \; sont non tous nuls de somme nulle alors il existe A; > 0. Il suffit alors de prendre

t:min{i:,i: 1,...,m: N\ >0}.
On pose @; := a; — tA; pour tout 7 € {1,...,m}.

On ne considere que les \; > 0 car si \; < 0, alors &; = a; — tA; reste positif pour tout £ > 0
(puisqu’on ajoute un terme positif & «;). En revanche, si \; > 0, le coefficient &; diminue quand ¢
augmente. En choisissant ¢ comme le plus petit de ces rapports, on s’assure qu’aucun coeflicient ne
devienne négatif avant que I'un d’eux ne s’annule. Ainsi, I'un de ces coefficients est donc nul et on

a bien
m

Z i—tY A=14+0=1.

i=1

Zam—tZwl)\ =z

C’est une somme de m — 1 termes. On répete I'opération tant qu’il existe zj, tel que (z; — Tk )k<i<m
est liée. On se retrouve donc a la fin avec une combinaison convexe de d + 1 points de A. O

&MS

Et de méme

MS

=1

Corollaire 2.1.14

Soit K C E un compact alors Conv(K) est un compact.

PREUVE. D’apres le Théoreme 2.1.13, tout élément x de Conv(K) peut s’écrire sous la forme :
d+1
T = Z Aizi, ouwx; € K et (Az)z c A.
i=1
On définit A = {(\,...,Ag+1) € Riﬂ : S\ = 1} qui est le simplexe de R, Considérons
I’application suivante :

f:Ax KT RY
d+1

()\17 .. '))‘d—l-l)xl) .. 'axd-i-l) = Z)\Z:EZ
i=1

27



L’ensemble A est fermé et borné, donc compact. Puisque K est compact, K%t est également
compact. Par conséquent, espace de départ A x K%t est un compact.

L’application f est continue car elle est composée de sommes et de produits de fonctions
continues. Et comme l'image d’un compact par une application continue est un compact, et que
f(A x K1) = Conv(K), on en déduit que Conv(K) est compact.

O

Théoréeme 2.1.15 Radon

Soit S C E un ensemble contenant au moins d 4+ 2 points de E. Alors, il existe une partition
de S en deux ensembles disjoints R et B tels que Conv(R) N Conv(B) # 0.

PrREUVE. Considérons le systeme d’équations :

d+2 d+2

Zaixi =0 et Zai =0.
i=1 i=1

Ce systeme linéaire homogene admet une solution non triviale (o;)1<ij<a+2 car il y a d+2 d’inconnues,
qui sont les ¢, ce qui est supérieur a d+ 1, le nombre d’équations, donc ce systeme admet une infinité
de solutions. Ainsi, il admet en particulier une solution non nulle.

Définissons les ensembles d’indices : I; = {i | a; > 0} et I_ = {i | a; < 0}. Puisque > a; =0
et que les ; ne sont pas tous nuls, Iy et I_ sont non vides. Posons :

M= ai= Y (~ay).

i€l jel-

Le point défini par
Qy —Q;
S LRI
i€l Jel-
est une combinaison convexe de points de R = {z; : i € I} et également une combinaison convexe
de points de B = {z; : j € I_}. Ainsi € Conv(R) N Conv(B). O

Théoréme 2.1.16 Helly

Soit {C4,...,Cp} une famille finie de convexes de R? avec m > d + 1. Supposons que pour

tout choix de d + 1 convexes parmi cette famille leur intersection C;; N ... N C; soit non

d+1

m
vide, alors ﬂ C; # 0 i.e. il existe un point qui appartient a tous les C;.
i=1

PREUVE. On procede par récurrence sur m.

Initialisation : Pour m = d 4+ 1. Par hypothese, 'intersection de toute sous-famille de d + 1
ensembles est non vide. Ainsi, la famille {C1,...,Cyy1} vérifie cette hypothese et on a directement
", Ci # 0, ce qui initialise la récurrence.

Heérédité : Soit m > d + 1. Supposons la propriété vraie pour toute famille de m ensembles.
Montrons qu’elle est alors vraie pour une famille de m + 1 ensembles {C4,...,Cp41} de R4,

Pour tout ¢« € {1,...,m + 1}, on considére la famille de m ensembles obtenue en excluant
C;. Puisque m > d + 1, cette famille vérifie 'HR (toute sous-famille de d 4 1 éléments possede une
intersection non vide). Il existe donc, pour chaque i, un point z; tel que :

x; € m Cj.
J#i
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On consideére alors ’ensemble de points S = {x1, ..., Zm+1}. Comme m+1 > d+2, on peut appliquer
le Théoreme 2.1.15 & S. Il existe donc une partition de {1,...,m + 1} en deux ensembles d’indices
disjoints I et J tels que :

Conv({z;}icr) N Conv({z;}es) # 0.
Soit p un point appartenant a cette intersection. Montrons que p appartient a C) pour tout k& €
{1,...,m+1}:
e Sik € I, alors pour tout j € J, ona j # k. Par construction, x; appartient a tous les ensembles

sauf C;, donc en particulier z; € C. Par convexité de Cy, on en déduit que Conv({z;};cs) C
Cy. Comme p € Conv({z;}ecs), alors p € C.

e Si k € J, par un raisonnement symétrique, pour tout ¢ € I, on a ¢ # k, donc x; € Cj. Par
convexité, Conv({z;}icr) C Ck. Ainsi p € C.
Le point p appartient donc a I'intersection de tous les ensembles C;. La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : La propriété étant vraie au rang d + 1 et héréditaire, elle est donc vraie.
O

2.2 Jauge d’un convexe

Définition 2.2.1: Jauge d’un convexe

Soient E un espace vectoriel normé et C' un convexe tel que O est dans l'intérieur de C.
Alors on appelle jauge d’un convexe 'application jo(z) : E — R, définie pour tout z € FE
telle que :

jo(x) = inf {a € R} 2 e C}
«
avec pour convention inf () = +oo.
On pose :
J(x):{aem mec}.
«

Comme Og est dans I'intérieur de C, il existe R > 0 tel que B(0g, R) C C. On a donc pour z € E,
% € J(z) et par exemple 7 est élément de J(0g). Ainsi, on a J(z) non vide et minoré par 0 donc
par le théoréme de la borne inférieure jo est bien définie.

Soit K un corps convexe symétrique de E. La jauge jx possede les propriétés suivantes pour
tous z,y € E et pour tout A € R :

1. Séparation : jx(z) > 0et jx(z) =0 <= = =0pg.
Homogénéité : jx(A\x) = |\|jx(z) (découle de la symétrie de K).
Inégalité triangulaire : jx(z +y) < jx(x) + jx(y) (découle de la convexité de K).

Norme : Les trois propriétés précédentes impliquent que jx définit une norme sur E.

CON SO

Caractérisation géométrique : Le corps K correspond a la boule unité fermée de
cette norme : K = {z € E | jg(x) < 1}. Son intérieur est donné par int K = {x € E |

Jjr(z) < 1}.
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2.3 Projection, séparation

2.3.1 Quelques pré-requis sur les sous-espaces affines

Définition 2.3.1: Hyperplan affine

Soit V' un espace vectoriel, f € V*\ {0} une forme linéaire et & € R. Un hyperplan affine
est un ensemble de la forme :

H={veV| f(v)=a}
En particulier dans R", tout hyperplan peut s’écrire : H = {x € R" : (a,x) = 5} avec a # 0.

Définition 2.3.2: Demi-espaces

Un hyperplan H sépare ’espace en deux demi-espaces ouverts H, et H_. On définit les
demi-espaces fermés correspondants par :

H ={zcR?| f(z)>a} et H_ ={zxecR?| f(z)<a}.

Ces ensembles sont des convexes fermés de R,

FIGURE 2.2 — Demi-espaces ouverts

2.3.2 Théoremes de séparation et d’appui

Théoreme 2.3.3 Hyperplan d’appui

Soit K C E un convexe d’intérieur non vide et soit u € 0K . Alors il existe un hyperplan affine
H passant par u (appelé hyperplan d’appui) tel que K soit entiérement contenu dans 'un
des demi-espaces fermés définis par H :

KCcH;y (ouKCH-).

H

FiGURE 2.3 — Hyperplan d’appui
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Théoréme 2.3.4 Séparation d’ensembles

Soient A, B C R?% des convexes non vides. Si AN B # () alors il existe un hyperplan affine qui
sépare A et B.

PREUVE. Preuve dans [Bar02]. O

Théoreme 2.3.5 Séparation d'un point

Soient K C E un convexe fermé et u ¢ K. Alors il existe un hyperplan affine H qui sépare
strictement u et K.

u

H

FIGURE 2.4 — H sépare strictement K et u

PREUVE. Soient K C E un convexe fermé et u ¢ K. Comme K est un ensemble fermé et u ¢ K,
on sait alors qu’il existe un r > 0 tel que B(u,r) = {z : ||z — u| < r} N K = (. On note :

B=B(0,r/2) ={z:|z| <r/2}.
K + B et u+ B sont des ensembles convexes ouverts d’intersection vide. En effet, on peut écrire

A+B= U B(z,r/2)
€A

comme une union d’ouverts, elle est donc ouverte. On trouve aussi que u + B = B(u,r/2) est une
boule ouverte centrée en u. On a donc A + B et u + B des convexes par Corollaire 2.1.9 .

Supposons que (A+ B)N(B+u) # 0. Soit x € (A+ B)N(B+u), alors il existe y € A tel que on
ally — z|| < r/2 mais on a aussi ||u — z|| < r/2. Ainsi, ||u — y|| < r, absurde. Donc A+ BNB+u = .
D’apres le Théoreme 2.3.4 il existe un hyperplan H qui sépare A + B et u + B. Puisque
les ensembles A + B et u + B sont ouverts, H doit séparer strictement les ensembles [Bar(02, voir
Probleme 5, III Section 1.2]. O

2.3.3 Projection sur un convexe fermé

Théoréme 2.3.6 Projection sur un convexe fermé

Soit (X, (-,-)) un espace préhilbertien et on note ||| la norme canonique associée. Soit H un

sous-espace vectoriel de F de dimension finie et C' un convexe fermé inclus dans H. Alors pour

tout « € E il existe un unique yo € C, tel que ||z — yo|| = d(z,C) = ing |z — y||. Et dans ce
ye

cas, pour tout z € C, on a (x — yo, 2 — yo) < 0.

PREUVE.
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(i) Existence : Soit y; € C (existe car non vide). Alors on cherche a minimiser n : y — ||z — y/|
sur le compact non vide C' N B(x, ||z —y1]|) par le Théoréme 1.3.15. Par continuité de n
sur ce compact et par le Théoreme 1.1.21 on en déduit que n admet un minimum sur ce
compact. Unicité : On va raisonner par I'absurde. Supposons qu’il existe 3,7y’ € C tels que
lz —yll = d(z,C) = [lz — /||

FIGURE 2.5 — Projeté de x sur C

Alors par convexité on a m := 3;(y +v/), le milieu de [y,3/], est dans C. On va utiliser le
théoréme de Pythagore généralisé pour montrer que ||z — m|| < ||x — y|| . Pour cela, montrons
tout d’abord que (x —m,m —y) =0. On a :

(x —m m_y>:<2x—y—y’ y’—y>
’ 2 )
1 ! !
=1<2x—y—y7y —y)

= (@) + @) ~2) + @)

/

1 1 1 1
= e —yl? = Jle =yl - @ —pr—y)+ 7 (e =y 2~ )

= 0.
Ainsi par Pythagore, ||z —y|* = ||(z — m) + (m —y)||> = ||z — m|]* + ||m — y||>. Or comme
|m —y||* et ||z — y||* sont strictement positifs on a
2 2
[z = m]" < llz —yl*.
D’ou I'absurdité.
(ii) Soit « € C. On pose
N: [0,1] — R
t o Jlz—(tz+ 1 -t)mcl@)|*
Ainsi comme 7o (x) est le projeté de x sur C et tz+ (1 —t)me(z) € C on a pour tout ¢t € [0, 1],
ona N(t) > ||z — no(x)||*. Ce qui se rééerit :
Iz =7 (2)) + t (z = @) 2 |z = mc(@)|*, vt e[0,1].

Apres simplification on a :

lz = 7c(@)|* + 2 ||z = 7o (@)|* + 2t (¢ — mo(2), 2 = 7e (@) = o - me()|.

Cette inégalité reste valable pour tout ¢ €]0, 1] donc, en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient
I’inégalité recherchée.

Soit yop qui vérifie 'inégalité de I’énoncé. Soit y € C. Montrons que ||z — y|| > ||z — yol.
On a

lz =yl = llz = yo +yo — yl* = llz — yolI* +2 (& = yo,90 — ) + llyo —ylI” = llz — woll*.
—_—————
>0 par hypothése
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FIGURE 2.6 — Interprétation géométrique du projeté pour R? et R3

—{Remarque :}

Ce résultat pourra méme étre généralisé aux espaces de Hilbert.

2.4 Polyedres et polytopes, des exemples de convexes

2.4.1 Polyedres

Définition

Définition 2.4.1: Polyedre

Soient c1, ..., ¢, des points de E et (1,...,Bn € R des nombres. L’ensemble
P={zecFE|{c,z)<pB, Vi=1,...,m}

est appelé polyédre.

Voici une autre définition équivalente :

Définition 2.4.2

Un polyédre P est U'intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés :

P=(V{z €R" : (a,2) < i}
=1

Si P est borné, on 'appelle un polytope.

Faces et points extrémaux

Définition 2.4.3: Face

du polyedre. Par convention, () et P sont aussi considérés comme des faces.

Soit H un hyperplan d’appui d’un polyedre P. L’ensemble F = P N H est appelé une face

33



Définition 2.4.4: Point extrémal

Un point a € A est dit extrémal s’il ne peut pas étre écrit comme milieu de deux points

distincts de A : y
Vb,ce A, a= —; ¢

On note ex(A) 'ensemble de ces points (pour un polyedre, ce sont les sommets).

— b=c=a.

.

Propriétés

Un polyedre P C E est convexe.

PREUVE. Soit P un tel polyeédre. Soient x, y des éléments de P et o € [0, 1]. Montrons que [z,y] C P
ie. z:=ar+ (1 —a)y € P. Pour chaque i € {1,...,m}, calculons le produit scalaire (c;, z) :

(ci,2) = (ci,az + (1 — a)y)

Par bilinéarité :
<Ci) Z> = <Ci,I> + (]' - Oé) <Ci7y>

Comme = € P et y € P, nous savons que : (¢;,x) < f; et {¢;,y) < 5; Ainsi :

(ciyz) <afi+ (1 —a)Bi = B

On savait aussi que des demi-espaces sont convexes, donc leur intersection l’est aussi.

Le produit cartésien de 2 polyedres est un polyedre.

PREUVE. Idée de preuve, on résout un systéme d’inégalités. Se référer a [Bar02] pour une preuve
complete. 0

Soit P C E un polyedre et soit p : E — Rl une projection telle que p(z1,...,24) =
(21,...,24_1). Alors I'image p(P) est un polyedre de R4~1,

—{Remarque :}

Ce résultat est presque immédiat pour un polytope, par linéarité de ’enveloppe convexe.

PREUVE. Le résultat est admis. La preuve consiste a éliminer des variables dans un systéme
d’inégalités linéaires. Se référer a [Bar(02] pour une preuve compléte. O

Soit P C R™ un polyedre et soit T': R™ — R™ une application linéaire. Alors I'image T'(P) est
un polyedre de R™.

PREUVE. Découle du résultat précédent. O
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La somme de Minkowski de 2 polyedres dans un espace euclidien est un polyedre.

PREUVE. Idée preuve prendre I'application telle que 'image de P x @) est P + Q) i.e.
(z,y) — x +y. Se référer & [Bar(02] pour une preuve compléte.

Théoreme 2.4.10 Krein-Milman

Soit K C F un convexe compact, alors K est I’enveloppe convexe de ses points extrémaux :

K = Conv(ex(K)).
PREUVE. Une preuve est donnée dans [Bar(2].

Cas particulier des polytopes

Définition 2.4.11: Polytope

L’enveloppe convexe d’une nombre fini de points de E s’appelle un polytope.

Définition 2.4.12: Polytope de Hanner

Soit P  R% un polytope. Alors, c’est un polytope de Hanner si, c’est un segment [—a,al,
avec a > 0, ou bien, pour d > 2 si un produit direct de polytopes de Hanner ou le polaire
d’un polytope de Hanner

o

(a) Cube [Aqu24] (b) Octaedre [Sta21]

FIGURE 2.7 — Exemples de polytope de Hanner pour d = 3.

Pour d > 4, I’hypercube et ’hyperoctaedre sont des polytopes de Hanner.
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Chapitre 3

Ellipsoides et corps convexes

Dans ce chapitre, ce sera, entre autre, I’occasion de définir ce qu’est un < corps convexe
symétrique par rapport a 'origine >.

Nous nous intéresserons aux < ellipsoides >, ce qui correspond a une ellipse pour d = 2. Et plus
particulierement, nous nous attarderons sur ’ellipsoide de John, i.e. I’ellipsoide de volume maximal
contenue dans un corps convexe K symétrique par rapport a lorigine. Celui-ci nous permettra
d’encadrer K et par conséquent, de borner le produit de Mahler.

Dans [Bar02], on trouvera des preuves quelque peu différentes.

3.1 Ellipsoides

3.1.1 Définition

Définition 3.1.1

On peut définir un ellipsoide centré a l'origine de R comme I’ensemble

& ={xecR¥:q(z) <1}

ol ¢ est une forme quadratique définie positive sur RY.

—{Remarque :}

Ce qui peut se réécrire matriciellement :

&={XeM;R): 'XAX <1}

avec A € ;T (R).

Dans le cas général, les directions des demi-axes sont portées par les vecteurs propres de A. Par le
théoreme spectral, il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de la forme quadratique
est D = Diag(A1,...,Aqg). Les longueurs des demi-axes sont alors données par a; = ﬁ Si les

axes de l'ellipsoide correspondent & ceux de R?, alors A est diagonale. On écrit souvent 1’équation

2
d’un tel ellipsoide sous la forme Zle %5 <1, ou les a; > 0 sont les longueurs des demi-axes. Dans

| 1
ce cas, A = Diag(Zz,..., 2z).
1 d
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Définition 3.1.2

On définira un ellipsoide centré en ¢ € R tel que
E={XeR%: (X —c)A(X —¢) < 1}

avec A € .7} T(R).

—{Remarque :}

Quitte a translater on ne s’intéressera le plus souvent qu’aux ellipsoides centrés en 0.

3.1.2 Corps convexes

Définition 3.1.3

Un convexe compact K C R% d’intérieur non vide est appelé corps convexe. De plus, on
peut le qualifier de symétrique par rapport & l’origine si pour tout € RY,

re K& —re K.

Autrement dit K = —K. On notera Ky I’ensemble des corps convexes symétrique par rapport
a lorigine.

Encadrement du volume d’un corps convexe

Lemme 3.1.4
Soit n € N. Alors ., est fermé.

PREUVE. Soit X € R", posons

Yx : %n(R) — R
A — XAX

Remarquons que cette application est continue. Comme [0, +-00[ est fermé, on a
-1
=] ¢x ([0, +o0]).
XeRn

En effet, 'image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé. De plus, I'inter-
section quelconque de fermés est fermée dans .7, (R) muni de sa topologie usuelle d’espace euclidien.
O

Soit A € .7 alors vol,(64) = ——— vol,(By,).

\/det(A)

PREUVE. Sans perte de généralités, on peut supposer A diagonale (via le Théoréme 1.4.7 et comme
le volume est invariant pour P orthogonale). Dans ce cas,

n
Ex={X eR":D am; <1, a; >0}.
i=1
Soit T': B,, — int(&4) la transformation linéaire qui a (x1,...,z,) associe (\/%xl’ ey \/%Tnxn) On
va appliquer le théoréme de changement de variable dans R™ sur int(&4) un ouvert. T est un C!

difféomorphisme de B,, — int(&4) deux ouverts bornés. Ainsi :
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vol,,(&4) = vol, (T (int (&4)) / / dxn:// |det Jp|dty ...dt
int (£4) B

Comme T linéaire on a la matrice jacobienne Jp(u) = T pour tout u € int (&4) donc |det Jp(u)| =

|det T| = \/diﬂ' D’ou

vol,,(&4) =

1
T Voln(B) (3.1)

O

Théoréme 3.1.6 Log-concavité du déterminant
Soient A, B € .t et a, B € Ry tels que a + 3 =1 alors

det(aA 4+ BB) > det(A)* det(B)".

PREUVE. On pourra se référer a [FG13].
Soient A, B € .,/ leurs déterminants sont strictement positifs et «, 3 € Ry tels que a + 8 = 1.

Par le Théoreme 1.4.8, il existe P € GL,(R) et D = Diag(A1,...,\,) telles que A = ‘PP et
B = t'PDP. Comme D est congrue & BE.%,T(R) on a pour tout i € {1,...,n},\; > 0.

D’une part,
det A = det('PP) = det(P)? et detB = det('PDP) = det(P)?det(D).

Donc,

det(A)® det(B)? = (det(P)2) det(D)?(det(P)2)~ = det(P)2det(D)? = det(P)2 (ﬁ )\i)ﬁ.
Et d’autre part,

det(aA + BB) = det(a' PP + B'PDP) det(tP(aIn + BD)P)

= det(P)*det(al, + 5D)

= det(P)? x H(a + BXi)

i=1
Comme ces deux quantités sont strictement positives, cela revient a montrer que
n
> In(a+ (1—a)k) > (1—a) Zln)\
i=1
Or par concavité du logarithme, on a

Vie{l,...,n}, In(a+(1—a)X)>aln(l)+ (1 —a)ln()).

Ce qui conclut la preuve. O

Théoreme 3.1.7

Soit K € Ky. Alors, il existe un unique ellipsoide de volume minimal qui contient K. On
I'appelle ellipsoide de Léwner et on le notera &7,.
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PREUVE. Voir [FG13] pour une preuve équivalente de ce théoréme. C’est aussi un développement
a lagrégation.

Soit K € Kq. Soit & un ellipsoide qui contient K. Si un ellipsoide de volume minimal existe,
il est nécessairement centré en 0. On peut donc se restreindre a chercher le minimum parmi les
ellipsoides centrés a l’origine.

On écrira &4 = {X € R" : 'XAX < 1} avec A € ., T(R). On sait que Vol(&4) est propor-
tionnel a L__  Chercher un ellipsoide de volume minimal revient donc & maximiser le déterminant

\/det(A)

de la matrice A.

On pose :
Ik ={Ae ST VXK, 'XAX <1}

Par le Lemme 3.1.4, %k est fermé car il s’écrit comme l'intersection

ij(ﬂ QOXl(]_OO’l]))'

XeK

Par ailleurs, .k est borné.

En effet, comme K est symétrique par rapport a l'origine et d’intérieur non vide on a donc
0 € int(K). En effet, comme K est d’intérieur non vide, il existe r > 0 tel que B(0,7) C K. Soit A,
la plus grande valeur propre de A € .. Par le théoreme spectral pour les matrices symétriques,
il existe une base orthonormée de vecteurs propres. Soit X, un vecteur propre unitaire associé a
An, alors X = rX,, appartient & B(0,r) donc & K. Par définition de .7k, on doit avoir X AX <
1, ie., {(rX,)A(rX,) < 1, soit r2'X,AX,, < 1. Comme X,, est un vecteur propre unitaire, on
obtient 2\, < 1, d’ou A\, < T% Par le Théoreme 1.4.7 on a donc A qui peut s’écrire comme une
matrice diagonale D = diag(Aj,...,\,) dans une base orthonormée. La trace étant invariante par
changement de base, on a Tr(A?) = Tr(D?) = Y7, A2 Donc ||A|]> = X7, A2 <nA2 < -z pour |||
la norme de Frobenius. D’ou %k est borné, et donc compact.

De plus, .k est non vide. En effet, comme K est borné, il existe R > 0 tel que K C B(0, R).
Ainsi la matrice A = %In appartient a %

Comme D'application A — det(A) est un polynoéme en les coefficients de la matrice, elle est
continue sur le compact .k non vide, donc elle y atteint un maximum. Comme K est borné, il existe
R > 0 tel que K C B(0, R). Alors la matrice A = %In appartient & S et det(A) = (1/R?)" > 0.
Le maximum du déterminant est donc strictement positif, ce qui garantit que la matrice associée est
dans .7 .

Pour 'unicité, remarquons que 'ensemble .7 N .7 est convexe. En effet, si A, B appar-
tiennent & cet ensemble, alors pour tout ¢ € [0, 1] et tout X € K :

EX(1-H)A+tB)X = (1 - t)!XAX +t'XBX < (1—t)+t=1.
<1 <1

Donc (1 — t)A + tB appartient aussi a cet ensemble. Ensuite, par la log-concavité du déterminant
(Théoreme 3.1.6) la fonction A — In(det(A)) est strictement concave sur ..

Par I'absurde, supposons que le maximum soit atteint pour deux matrices différentes A et B.
Alors leur milieu M = A‘FTB (qui appartient a notre ensemble par convexité) aurait un déterminant
strictement supérieur a celui de A et B car, par stricte concavité :

In(det(M)) > %ln(det(A)) + %ln(det(B)).

Ce qui est une contradiction avec le fait que A et B maximisent le déterminant. Le minimum est
donc unique. O
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Théoréme 3.1.8

Soit K € KCp. Il existe un unique ellipsoide de volume maximal contenu dans K. On l'appelle
ellipsoide de John et on le notera &.

PREUVE. 1l est possible de se référer a la seconde épreuve écrite de l'agrégation interne de 2025
pour une autre preuve. Sinon voir [Bar02].

On s’intéresse aux matrices B € ., associées aux ellipsoides &g C K. On commence par
montrer que

Ix={Be Sl pc K}={Ac . VX eR" 'XAX <1 = X € K}
est fermé. Et comme A — det A est continue sur cet ensemble non borné, il suffira de montrer
qu’elle est coercive pour montrer qu’elle atteint un minimum.

Pour montrer %) fermé, on utilise la définition séquentielle et le fait que K est fermé (par
compacité). Ceci sera admis pour la preuve.

Comme K est un corps convexe symétrique d’intérieur non vide, il existe R > r > 0 tels que :
B(0,7) ¢ K C B(0,R).

Comme &4 C K C B(0, R), tout point de I’ellipsoide est & une distance au plus R de lorigine. Comme
A est symétrique réelle on en déduit par le Théoreme 1.4.7, 'existence d’une base orthonormée de

vecteurs propres (eq,...,e,) associés aux valeurs propres A\; < --- < \,. Prenons X = ﬁel alors
il appartient & &4 car ‘XAX = (\/%)2 x tle1)Aley) = H€1||§ =1<1.Dou:
1 1
X, =—=<R = A\ > — (3.2)

VAL TR

Comme A\; > 1/R? > 0 (la matrice A est inversible) donc A € .7,FF. C’est bien un ellipsoide.

Comme .k est fermé mais non borné, nous devons montrer que f(A) = det(A) est coercive
sur cet ensemble, c’est-a-dire que f(A) — oo lorsque ||A|| — +oo avec A € k. Prenons la
norme définie sur l’espace des matrices qui est ||A|| = max; |\;| = A, (car A est définie positive).Le
déterminant de A est le produit de ses valeurs propres :

n n—1
fA) =det(A) =[] A= x [ Ao
i=1 =1

Gréce a notre borne inférieure (3.2) , nous savons que \; > %. On peut donc minorer le déterminant :

sz () =14 ()

Ainsi, si [|A|| = 400 dans .k, alors f(A) — +oo. La fonction det est bien coercive sur .Sk

Comme f est coercive sur un ensemble fermé en dimension finie alors, elle atteint son minimum
global sur celui-ci. Il existe donc une matrice qui minimise le déterminant et donc maximise le
volume de D’ellipsoide. L’ellipsoide associée est appelée ellipsoide de John. Pour 'unicité, voir la

preuve précédente.
O

Théoréme 3.1.9 Encadrement ellispoide

Soit K € Ky. Alors &7 est centré a P'origine et &7 C K C v/d&;. La constante v/d ne peut pas
étre améliorée.
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Ficure 3.1

PREUVE. On pourra se référer a [Bar02] pour une preuve un peu plus compléte pour la dimension
quelconque. On s’appuie d’ailleurs sur la méme idée. On va commencer par faire la preuve pour
d = 2. Puis, on justifiera sa généralisation & d > 2. Soit K C R? un corps convexe symétrique. Soit
&y Vellipsoide de volume maximal contenu dans K. On applique si nécessaire une transformation
linéaire pour se ramener a la boule fermée unité B, pour une norme quelconque. Montrons que

K c Vd Bs.

Par 'absurde, supposons qu’il existe un point x € K tel que = ¢ +/2B,. Par symétrie on a
aussi —x € K. On peut supposer sans perte de généralité que = = (¢,0) avec £ > Vd = /2. On va
montrer que dans ce cas on peut trouver un ellipsoide contenu dans K de volume plus grand que Bs
qui est sensé étre celui de volume maximal. D’otul la contradiction s’il y a.

Dans R? le volume d’un ellipsoide, ﬁ—; + z—; < 1 avec a,b > 0, est Vol(&) = mab. On cherche
donc a obtenir a, b optimaux.

Comme K est convexe, il contient donc I’enveloppe convexe Conv(Bs U {£x}).

On cherche I’équation d’une tangente 71 au cercle unité passant par x pour pouvoir paramétrer
une ellipse.

On note (z, y) les coordonnées de B. Comme AB L OBona (;) . (w -t

Y O) =0ie 22+y? =tz

i -1
Le.x = 7.

Par Pythagore, dans le triangle rectangle OBC, on trouve que BC' = /1 — E% = %\/52 —1.

Ainsi, la pente de la tangente vaut —ﬁ. On en déduit ’équation suivante

TV —ly+ax =14 (3.3)

Par symétrie on trouve
T V2 —1y—xz=1{
L’espace délimité par ces deux tangentes forme un coéne.

On cherche a avoir un unique point d’intersection entre notre ellipse d’équation

St =1 (3.4)

et notre tangente. En écrivant x en fonction de y dans (3.3) et en injectant dans (3.4) on se ramene
a étudier le déterminant de

Y2 (a® + D2 (02 — 1) — y(200°V/ 02 — 1) + (0202 — a?b?) = 0.

Or ce déterminant vaut 0 (solution unique) donc on trouve la condition de tangence suivante :

a? + (2 —1)p* =42 (3.5)
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On cherche & maximiser le produit ab ce qui revient & maximiser le a?b? qui vaut (¢2 — (¢2 — 1)b%)b?
d’apres ci-dessus. Grace au changement de variable z = b% étudions f : z +— (02 — ({2 — 1)z)x =
Pr — (02 —1)2% Ainsi

Vz € R, f/(z) = 2 — 2(0* — 1)z

Donc elle atteint un maximum en x = =T ie |b= ————1 Ainsi|a =

[\
]
(S
DO
|
—_
SN—
S~
[\

FIGURE 3.2 — Ellipsoide optimal

Ainsi, lellipsoide de bord vérifiant

222 2(0%2 — 1)y?
convient. Son volume
2
Vol(&) = mab = ————= > 7.

2v0% — 1
Reste a montrer que &€ C K et justifier sa généralisation a d > 2. Par convexité, K contient
Penveloppe convexe de Bs et des points £(¢,0). Or, par construction, notre ellipse & est tangente a
cette enveloppe convexe (tangente au cone et a la boule) et reste située a U'intérieur par concavité.
Donc & C K. D’ou 'absurdité !

2
Pour d > 2, on retrouve la méme condition de tangence (d’un hyperplan) a lellipsoide % +

2 ... 2
% < 1 la méme étude nous ramene a trouver a = % et b= E\/%. Il suffit de prendre
I’ellipsoide de bord

2 2 2 2 _ 2
(98) - 221 d(* —Dao®  d(f*—1)zg _ 1
02 2(d—1) 2(d—1)
Son volume i1
14 od—1) > B
Vol(& — —_— >1
oll&) o< 75 % ( A=)

en supposant encore que £ > v/d par la Proposition 3.1.5 et d’aprés ce qui précéde. Il est donc de
volume plus grand que By.

Comme K est convexe, symétrique par rapport a I’origine, et contient a la fois la boule unité
By et les points +z (ou z = (¢,0,...,0)), il contient nécessairement leur enveloppe convexe C' =
Conv(BgU{=£x}). Il suffit donc de démontrer que & C C. Comme ’ellipsoide & posseéde une symétrie
de révolution autour de ’axe x;. Il suffit donc de vérifier cette inclusion pour n’importe quelle coupe
passant par I'axe x1. On se raméne donc exactement dans le cas d = 2 i.e. une ellipse inscrite dans
I’enveloppe convexe d’un cercle et de deux points.

On ne peut pas améliorer cette constante car pour 'hypercube de co6té 1 centré en 0 son
ellipsoide de John est la boule unité. Toutefois, ses sommets se situent & une distance v/d de Porigine.
O
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—{Remarque :}

On notera que la condition de tangence a un ellipsoide (3.5) est en fait générale. Pour une ellipse

d’équation Q; S %j— = 1 celle-ci est est tangente a la droite Ax + By + d = 0 si et seulement si
a’A? + szél — O/
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Chapitre 4

Dual, polaire

Et dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux deux dernieres notions importantes : la dualité
et le polaire d’un ensemble.

Pour cela, nous aurons besoin d’introduire ce qu’est un coéne et son polaire c’est lui qui est
a lorigine de la construction du polaire d’'un ensemble quelconque. Nous verrons aussi quelques
propriétés tres utiles pour le produit de Mahler.

On pourra se référer a [Bar02] pour les quelques preuves non présentées ici.

4.1 Cone

4.1.1 Cone dans un espace vectoriel

Définition 4.1.1

Soit V un espace vectoriel. On dit que € C V est un cone si :

YA>0,Vr € €, \x € F.

dans le cas ou 0 € ¥ on dit dit qu’il est pointé et sinon épointé.

FIGURE 4.1 — Exemple de cone a base polygonale

Soit V' un espace vectoriel. ¥ C V est un cone convexe si et seulement si :

Ya, 8>0,Ve,y €€, ar+pfyeé ie. €+€ CE

PREUVE. Immédiate a partir de la définition de partie convexe et d’un cone. O

Exemple 4.1.3

L’ensemble des matrices semi-définies (i.e. 'ensemble des matrices A € .#,1) est un coéne
convexe pointé. En effet, la matrice nulle y appartient. Et pour tout A > 0 et A € ., on a
AA € 7, car les valeurs propres de cette matrice restent positives. Donc c’est bien un cone.
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De plus, pour tous A, B € ., et x € R" on a :
‘z(A+ B)z = ('zAz) + (*zBz) > 0.

On dit aussi qu'il est saillant car il ne contient aucun droite vectorielle. En effet, si A € S;F
et —A €S, alors A=0.

—{Remarque :}

C’est un exemple intéressant car ses propriétés nous permettent de définir une relation d’ordre
partiel sur les matrices semi-définies. Cet ordre s’appelle 'ordre de Lowner et il est le suivant
pour A,B € .7, :

A<XB<<= A-Becf
En fait, tout cone permet de définir un ordre partiel. Plus d’informations sur :
1. https://en.wikipedia.org/wiki/Loewner_order

2. https://math.stackexchange.com/questions /383895 /properties-of-the-cone-of-positive
-semidefinite-matrices (propriétés intéressantes sur les ellipsoides)

Définition 4.1.4

Soit V' un espace vectoriel. Soient x1,...,z,, € V et ag,...,q, > 0 alors
m
Tr = Z [0 730473
i=1
est une combinaison conique des points z1,...,Z, € V.

—{Remarque :}

On note co(A) 'enveloppe conique de A C V. On I'appelle aussi parfois cone convexe engendré par
A. Sa définition est analogue a I’enveloppe convexe : c¢’est I’ensemble des combinaisons coniques
des points de A. Mais aussi, c’est le plus petit cone convexe qui contient A et l'intersection de
tous les cones convexes de V' qui contiennent A. L’enveloppe conique d’un point x # 0 est appelé
rayon engendré par x. De plus on le qualifie d’extréme si

r=x1+x, 1 € K, 29 € K S x1 et x0 € Ryzv

Soit V' un espace vectoriel. Soit K C V' un convexe alors le cone engendré par K, noté co(K)
ou Cx, est Uyso AK.

Soit V' un espace vectoriel. Soient 61, %> C V des cones convexes alors 1 N %, et €1 + 65 est
un cone convexe.

PREUVE. Pour la preuve on peut commencer par prouver que la somme de 2 cones est un cone
puis comme la somme de 2 convexes est un convexe alors on a montré le résultat attendu.
Soit V' un espace vectoriel. Soient 61,%, C V des cones. Soient A > 0 et (z,y) € €1 X 6 alors
Mz 4+ y) = Az + Ay c’est la somme d’un élément de & et de 62 O

O
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Lemme 4.1.7

Soient % un céne d’'un espace vectoriel V et H C V un hyperplan affine qui isole % et tel que
CNHH#QD. Alors 0 € H.

Définition 4.1.8: Base

Soit V un espace vectoriel.Soit ¥ C V un cone. On dit que B C % est une base de € si 0 ¢ B
et pour tout u € ¥ non nul, il existe une unique représentation © = \v avec v € B et A > 0.

Lemme 4.1.9

Soient ¢ un cone de base convexe B et soit u € € non nul. Alors u engendre un rayon extréme
de € ssi u= v avecv € Bet A > 0.

4.1.2 Cobne dual

Soit V un espace vectoriel, on note V* son espace dual i.e. I’ensemble des formes linéaires non
dégénérées de V.

Définition 4.1.10

Soit E' un e.v. réel. On appelle crochet de dualité, la forme bilinéaire non dégénérée (-,-) :
E*x E =R, (¢,z) — ¢(x).

Théoréme 4.1.11 Théoréme de Riesz

Soit V' euclidien. Alors pour toute ¢ € V*, il existe un unique y, € V tel que :

Vz €V, ¢(x) = (ys, 7)

Ainsi cela aura pour conséquence l’identification de V* & V' par isomorphisme pour R%.

Définition 4.1.12

Soit € un coéne dans un espace vectoriel V. Le cone dual €* est défini par :

¢ ={yeV*:(z,y) >0,V € ¢}.

FIGURE 4.2 — Coéne dual par Oleg Alexandrov 03 :03, 2 June 2007 (UTC), Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2188889.
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—{Remarque :}

Si V est euclidien (donc isomorphe & R™) on peut ’écrire :

¢ ={yeR":(z,y) >0,V € €}.
Donc pour un produit scalaire associé a A € ., :
€5 ={ycR": 'zAy > 0,Vx € €}.

Pour le cone €

" » bour le produit scalaire canonique on trouve

Cr=A"l e

can

4.1.3 Polaire du cone

Définition 4.1.13

Soit € un cone convexe de R%. Alors on définit le polaire de celui-ci de la facon suivante :

¢° ={zxeR?: (z,y) <0,VyeF}

FIGURE 4.3 - Polaire du cone, Oleg Alexandrov, Public Domain,
https: //commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2115866.

—{Remarque :}

On remarque alors que ¢° = —%*.

(A+ B)° = A°N B° pour A, B des cones de RY.

4.2 Généralisation de la notion de polarité a d’autres ensembles
dans un espace euclidien

Pour calculer le polaire d’une partie A de R?, on peut placer A dans un hyperplan affine de

R3 de hauteur arbitraire, prenons par exemple celui pour z = 1, puis tracer 'enveloppe du cone

%4 de base A. On trace son cone polaire €5 (de génératrices orthogonales & celles de €4). Ainsi,
I'intersection de I’hyperplan affine z = —1 avec le cone polaire €3 n’est d’autre que le polaire de A.
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-

(0,0,0)

L )

FIGURE 4.4 — Construction du polaire d’un ensemble A dans R2.

4.2.1 Définition

Définition 4.2.1

Soit A € R non vide. On appelle
A°={yeR?: (y,z) <1,Vr € A}

le polaire de A.

Autre point de vue

Soit A € R non vide son polaire est une intersection de demi-espaces fermés. En effet,

A= (N {yeR?: (y,z) <1}
z€A

De plus, A° est un convexe.

PREUVE. Ceci découle de la Proposition 2.1.6.

4.2.2 Exemples

Exemple 4.2.3 (Polaire dans R.)

Soit K = [—a,al, avec a > 0, un corps convexe symétrique par rapport a 0. Alors
K°={zeR:z2y<1,Vye K}.

Regardons ce qu’il se passe aux bords. Soit z € R, x appartient a K° si et seulement si :

ra <1 T
<
—rxa <1 T

C’est-a-dire si et seulement si x € [—%, %] Finalement :

K= |22,

1
a

IV IA

_1
a

)
a a

48



1
a
E .r\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ﬂ ] \R

FI1GURE 4.5 — Polaire de K pour a > 1.

(0,0)

(a) Centrée en 0 (b) Non centrée en 0

FIGURE 4.6 — Polaires de boules pour la norme 2. Animation [Cha26]
Voir [BCL87, 10.7.11 Polarité, p.177, Vol. 2] pour la méthode de construction.

4.2.3 Propriétés

Pour R? muni d’un produit scalaire on a (R?)° = {0} et {0}° = R%.

PREUVE. (R%)° = {c € R?: (c,z) < 1 pour tout x € A }. L’inclusion réciproque est directe car
(0,2) = 0 pour tout x € A. Soit ¢ € (R?)° alors (c,z) < 1 pour tout z € R% Supposons par
I'absurde qu’il existe ¢ # 0 qui vérifie (¢, z) < 1 pour tout € R% Prenons z = Ac avec A > —

llell®
alors (¢, A\¢) = A||e]|* > 1, ce qui est absurde. On montre trés facilement le 2¢ résultat car le produit
scalaire de tout point de R% avec 0 est nul donc, en particulier, inférieur ou égal & 1. O

Soient A C B des parties non vides de E un espace vectoriel. Alors B® C A°.

PREUVE. Soient A C B C R non vides. Soit ¢ € B° alors pour tout € B, {c,x) < 1. Soit = € A,
comme A C B on a (c,x) <1 ainsi c € A°. D’ou B° C A°.
O

Soit (A;)ier est une famille quelconque de parties non vides de R?. Alors

(UAi)OzﬂAf.

i€l el
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PREUVE. Soit I un ensemble quelconque non vide. Soit (A;);c; une famille de parties non vides
de RY. Alors ( U;er 4i )° est non vide. Alors ( ey Ai) C A; C ( Ujer Ai ) pour tout i € I donc
(Uier 4i )° € (Ai)° C (Nier Ai)° pour tout i € I. Ainsi (U Ai )° C (Nier A7) C (Nies Ai)°.
Soit y € (N;er AS) alors pour tout ¢ € I, pour tout x € A;, (y,x) < 1. Soit x € ( U;er 4i ),
alors il existe j € I tel que z € A;. Ainsi par le résultat ci-dessus on a (y,z) < 1. On en déduit donc
que : Vo € (Ujer 4i ), (y,x2) < 1et doncy e (Ujer 4i )° O

Soit A  R?. Alors pour a # 0, on a

o_]' o

PREUVE. Soient a > 0 et A C R? un ensemble non vide. Par définition de I’ensemble polaire, on
a : ¢ appartient a («A)° si et seulement si :

Ve € ad, (c,x)<1.
Tout élément = € A s’écrit sous la forme x = az’ avec 2’ € A. L’équivalence devient alors :

c€(ad)® < V' € A, (c,az’) <1
< Vo' € A,a{c,2’) <1 (par linéarité a droite)
— V2'e A, (ac,2’) <1
— acec A°

1
— cec —A°
(6%
D’ou

(QA)° = 1 4°.

Q

Le polaire d’un polytope P = Conv(vy,...,vy,) est
P°={ceR?: (cv;)<1 pour i=1,...,m}.
PREUVE. Soit P = Conv(vy,...,v;) un polytope de RY,

Soit ¢ € R? tel que (c,v;) < 1 pour tout i € {1,...,m}. Soit x € P alors il existe (a1,...,ay) €
R tels que x = Y ;" | a;v; avec les a; > 0 et a1 + ... 4+ o,y = 1. Donc

m m
(cx) = ai{c,v) <D a; <1
i=1 i=1
Ainsi on a montré que {c € R?: (c,v;) <1 pouri=1,...,m}C P°.

Soit ¢ € {c € R?: {(c,z) < 1, Vz € P}. Comme l'inégalité est vraie pour tout z € P cela l'est
encore quand = = vy, ..., Un.

O
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Théoréme 4.2.9 du Bipolaire
Soit A C R?. Alors :

A°° = A < A est un convexe fermé contenant ’origine.

De maniere générale on a seulement A C A°°.

PREUVE. Supposons que A = A°°. Par définition, le polaire d’'un ensemble quelconque est
toujours une intersection de demi-espaces fermés contenant 1’origine, c’est donc toujours un convexe
fermé contenant 0. Comme A est le polaire de A° par hypothese alors A est nécessairement un
convexe fermé contenant 1’origine.

Supposons que A est un convexe fermé tel que 0 € A.

L’inclusion A C A°° est toujours vraie. En effet, soit « € A, alors pour tout y € A°, la
définition du polaire donne (x,y) <1 ie. z € A°°.

Supposons qu’il existe un point u tel que u € (A°)° mais u ¢ A. Comme A est fermé et
convexe, d’apres le théoreme de séparation il existe un hyperplan affine séparant strictement u de
A. Cest-a-dire, il existe un vecteur ¢ # 0 et un « tels que (¢, x) < a pour tout € A et {c,u) > .

Puisque 0 € A, on en déduit que o > 0. Considérons b = éc. Nous avons (b, z) < 1 pour tout
x € A et par conséquent b € A°. Cependant, (b,u) > 1, ce qui contredit ’hypothese selon laquelle
u € (A°)°. Par conséquent (A°)° C A. Ce qui acheéve la preuve.

O

Soit A € R?. A° = A si et seulement si A est la boule unité fermée de R? pour la norme
induite par le produit scalaire.

PREUVE. Notons B = {x € R? | ||z|| < 1} la boule unité fermée, ou ||z| = \/{z, ).

Supposons A = B.
Soient z,y € B. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (z,y) < ||z| |ly]| <1x1=1.

Soit y € B°. Pour tout z € B, on a (z,y) < 1. Si y # 0, posons x = ﬁ, qui appartient

2
bien a B. On a alors <”—3H,y> <1l = % <1 = |ly|| < 1. Donc y € B, ce qui prouve B° C B.

Conclusion : B° = B. Donc si A = B, on a bien A° = A.
Supposons A° = A.

Soit x € A. Puisque A = A°, on a aussi x € A°. Par définition de ’ensemble polaire de
A, le produit scalaire de tout élément de A avec tout élément de A° est inférieur ou égal a 1. Donc
(x,x) <1, soit ||z||* <1, et donc = € B. Cela prouve que A C B.

Par inversion par passage au polaire on obtient B® C A°. Or, B° = B, et par hypothese
A° = A. On obtient donc B C A. Par double inclusion, A = B. O

Soit A € R?. A°°° = A° pour A C R? non vide.

PREUVE. D’une part, A° C (A°)°° = A°°°
D’autre part, A C A°°. Par passage au polaire (A°°)° C A°.

Par double inclusion, on conclut que A°°° = A°. O
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Théoréme 4.2.12
Soient K C R% et T : R — R une transformation linéaire. Alors

(T(K))® = (T") 71 (K°).

PREUVE. Par définition :
(T(K))° = {y € R : {y, T(2)) < 1,V € K} = {y € R : (2, T*(y)) < 1,¥a € K}.

1l faut donc que T*(y) € K° i.e. y € (T*) ' K°.
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Chapitre 5

Conjecture de Mahler

Nous avons donc défini toutes les notions requises pour parler de la conjecture de Mahler :
corps convexe, symétrie, polaire, polytope de Hanner.

Ainsi, dans ce chapitre, nous commencerons en nous attaquant & la preuve de la conjecture de
Mahler pour le cas d = 2. Mahler, lui-méme, montre ce résultat dans [Mah38; Mah39]. Toutefois,
nous suivrons une méthode plus moderne proposée dans [[S20].

Nous montrerons ensuite, le résultat pour d quelconque mais dans le cas des corps convexes
< R-inconditionnels > et <« C-inconditionnels ». On remarquera cependant que la minoration pour les
corps convexes < C-inconditionnels > sera quelque peu différente en raison de minimiseurs différents.

Pour la preuve du cas d = 3, on pourra regarder larticle de Iriyeh et Shibata [IS20). A noter
que la conjecture reste ouverte pour le cas d > 4.

5.1 Produit de Mahler

5.1.1 Définition

Définition 5.1.1

Soit K € R? un corps convexe symétrique par rapport a l'origine. Le produit de Mahler
de K, noté M(K) est défini comme le produit des volumes de K et de son polaire K° :

M(K) = volg(K) - volg(K°) .

5.1.2 Propriétés

Soient K C R? un corps convexe symétrique par rapport & lorigine et T € Z(RY) une
transformation linéaire. Alors

M(T(K)) = M(K) .

On dit que le produit de Mahler est invariant par transformation linéaire.

PREUVE. On va appliquer le théoréeme de changement de variable dans R¢ sur int(K) ouvert. T
est un C! difféomorphisme de R? — R? donc de int(K) — T(int(K)) deux ouverts bornés. En effet,
T(int K) est 'image réciproque de int(K) par 7! bijective donc comme int(K) est un ouvert et T
continue, c’est bien un ouvert. Il est de plus borné car int(K) l'est. Ainsi :

volg(T(K)) = voly(T(int (K))) = // doy ... dvg :// det T duy . .. dug.
T(int(K)) int(K)
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Car, comme T linéaire on a la matrice jacobienne Jr(u) = T pour tout u € int K donc |det Jr(u)| =
| det T'|. Donc
volg(T(K)) = |det T'| voly(K). (5.1)

Par le Théoreme 4.2.12, on a :
(T(K))® = (T")"H(K").

Par (5.1) on a :

volg((T(K))°) = |det (1)) | vola(K°) vola(K°).

B 1
| det T
Ainsi :

M(T(K)) = voly(T(K)) - vola((T(K))°) = | det T| vola(K) volg(K°) = M(K)

b
| det T'|

5.2 Conjecture de Mahler
5.2.1 Enoncé

Conjecture de Mahler (1939)

Pour tout corps convexe symétrique par rapport & Porigine X € R%, on a :

4d

M(K) = = .

(5.2)

L’égalité est atteinte si K est un polytope de Hanner (définition 2.4.12).

A TVorigine Mahler avait émis ’hypothése que le minimum était atteint pour ’hypercube (qui
est lui-méme un polytope de Hanner). En dimension 2, ceci correspond au carré.

5.2.2 Justification de la recherche d’un minimum

Soit K C R? un corps convexe symétrique par rapport a 0. Alors, on a
d™% - M(Bg) < M(K) < d - M(By),

ol By est la boule unité de R?.

PREUVE. Soit K C R? un corps convexe symétrique par rapport & 0. Par le Théoreme 3.1.9, on
peut se ramener au cas ot By C K C vVdBy. On a

M(VdBy) = M(By).

par la Proposition 5.1.2. Comme By C K C VdBy on a K° C BS. Donc volg(K°) < volg(B3) et
volg(K) < d? - voly(By). Dol
d
M(K) < d2 - M(Ba)
par stricte positivité des volumes. En effet, puisque int(K) # @ est symétrique (par rapport &
Porigine), il contient au moins une petite boule ouverte B(0,¢). Par conséquent, son volume est
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strictement positif : voly(K) > 0. De méme, on a By C K et (\/&Bd)o = %Bg C K°. Donc
voly(K) > voly(By) et volg(K°) > a3 volg(Byg). Ainsi, on a
M(K) > d~% - M(By).
U

Les travaux [San49 ; Bla17] donnent méme un maximum pour le produit de Mahler et, celui-ci
est atteint pour la boule unité.

L’encadrement que 1'on vient d’obtenir, nous montre qu’il est justifié de se poser la question
de l'existence du minimum car on sait qu'’il est non nul.

5.2.3 Preuve de la conjecture dans le cas d = 2

Soit K C R? un corps convexe symétrique par rapport a l'origine.

Réduction de I’étude

On détaille ici, la preuve d’Iriyeh et Shibata [IS20, p.6-7]. Dans ce méme article, il est aussi
démontré le cas d = 3. On pose :

Kip=KnN(Ry), K =-Kiy (5.3)
K_+ =KnN (R_ X R+), K+_ = —K_+ (54)

Ces parties sont convexes. Comme K est symétrique par rapport a lorigine, quitte a appliquer une
rotation, on peut supposer que l'aire |K | est égale & |K_,|. En effet, d’apreés le théoréme des
valeurs intermédiaires appliqué a la fonction

f:[02r7] — R

0 s |[Kan(0) — [K_1(0)
qui est continue '. On remarque que :

et 1(5) = e (D] ()

Ainsi, il existe 6y € |0, 5[ tel que f(6p) = 0, c’est-a-dire |K, 1 (6o)| = |K_4(6o)|.

= |K_4| = |Ky+| = = f(0).

Comme le produit de Mahler est invariant par transformation linéaire (voir Proposition 5.1.2),
on peut toujours se ramener a cette situation avec B := (1,0) et C := (0,1) € 9K. On pose

0 = (0,0).

K rotation (O 1) (1 1)

dilatation

LY

4

1. On pose Iy = fR2 X4 (Ro(x)) dxz. On s’intéresse & Iy — Iy. On montre ensuite que z — xa (Ro(z)) —xa (Ro(z))
est lipschitzienne et bornée.

FIGURE 5.1 — Réduction de I’étude au cas ou B,C € 0K et |K 4| =|K_4| =
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Pour tout (u,v) € K° on a :

(£B, (u,v)) <1 ie. £u<l,
(£C, (u,v)) <1 ie. o<1

Dot K° C [-1,1]2

Cas ou (1,1) € K° :

Alors pour tout (z,y) € K,onaz+y < 1. Comme O, B,C € K et que le cadran K est convexe
et délimité par la droite d’équation y < 1 — x, on trouve que K4 = Conv{O, B, C}. Par symétrie,
ona K__ = Conv{O,—B,—C}. De plus, |[K ;| = 3 et donc |K| = 2.

On a (—1,0) et (0,1) € K_4. Par convexité, Conv{O,-B,C} C K_4. Or |[K_4| =1/2 =
| Conv{O, —B,C}|, donc K_; = Conv{O,—B,C}. Ainsi,

K = Conv{+(1,0),4(0,1)} = B1(0, 1).

Donc K° = Bs(0,1) et finalement s(K) =2 x4 =. Si (—1,1) € K° on retrouve le méme résultat.
Cas ou £(1,1) et £(—,1) ¢ K°:

Comme B € K° et(1,1) ¢ K° on peut prendre B° tel que (B, B°) = 1. Ainsi B° s’écrit (1,b) avec
—1 < b < 1. De la méme fagon, il existe C° € 0K° qui s’écrit (¢, 1) avec —1 < ¢ < 1. Comme en 5.3
et 5.4, on utilise les mémes notations pour K°.

Soit (u,v) € K. Les triangles Conv{O, B°, P} et Conv{O, P,C°} sont inclus dans K .
Donc

|OB°P| +|OPC®| < |KS,| ie. <|K3,|.

C
v

FIGURE 5.2 — OB°P et OPC” sont dans K¢ |

Ce qui donne

1 1 )
v(l—c)+-u(l—0) <|KS.|
2 —— 2 —

>0 >0

On procede de la méme maniére pour K°, . On trouve

1-b1—
lﬁ::g——————iﬁezK4+, Py =

(0] o] G
2|K° | 2K° |

car P; - (u,v) <1 pour (u,v) € Ky1 et Py-(u,v) <1 pour (u,v) € K_4 et on vérifie les hypotheses
du Théoreme 4.2.9. On trouve que P3 := 2|(}(’|1),P4 = 2(‘}1"1) sont deux points de K°. En effet, soit

(z,y) € K :

2 2 1 K|
—(1,1) <1 — <le - < —.

Ce qui n’est d’autre que 'aire du rectangle sur la figure suivante.
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FIGURE 5.3 — Conv{(z,y), (z,0), (y,0),(0,0)}

On proceéde de la méme maniere sur pour Py. Ainsi,ona P; - P3<let Py- Py <1i.e.
(L) (b 1-0) < [KIKS,| et (~1,1)(—1—b1—0) < |K||K°,
Comme |K°| =2 (|K$, |+ |K°,|) par symétrie du polaire on trouve que

S(K) = K| K7 = 2| K] (|K5 |+ |K°,,)) > 8

Pour le cas d’égalité voir [IS20].

5.3 Corps convexes R-inconditionnels

On note B = (e1, ..., eq) la base canonique de R?.

Définition 5.3.1: Corps convexe inconditionnel

Soit L € R? un corps convexe. On dit qu’il est R-inconditionnel si pour tout i € {1,...,d} il

est invariant par la symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan eiL.

Soit L ¢ R% un corps convexe. Alors L est R-inconditionnel si pour tout = € R¢,

= (r1,- ,xq) €L <= (Fx1,--,txgy)€L <= (Jz1],- - ,|zq]) €L .

Corollaire 5.3.3

Un corps convexe R-inconditionnel de R? est symétrique par rapport a I’origine.

Corollaire 5.3.4

Soit L un corps convexe R-inconditionnel de R?. Alors L° est aussi R-inconditionnel.

PREUVE. Soit y € L°. Alors :
Vie{l,---d}, (*ei,y) <L

Ainsi, pour tout i € {1,---d},
(e;,ty) <1 ie. £y <1

D’ou L est R-inconditionnel.
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Théoréeme 5.3.5 Conjecture de Mahler pour les corps convexes réels R-inconditionnels (Saint
Raymond)

Pour tout corps convexe R-inconditionnel L € R?, on a :

4d

ML) > = .

(5.5)

L’égalité est atteinte si L est un hypercube.

Ce résultat a été initialement prouvé par Jean Saint-Raymond en 1981 (voir [CRS81]).
PREUVE. Nous suivons ici, une nouvelle preuve (voir [FMZ23, p.18-19]). On va raisonner par
récurrence sur d.

Initialisation d =1 :
Soit L C R un corps convexe R-inconditionnel donc symétrique par rapport a 0.
D’apres exemple 4.2.3, vol L = 2a et vol L° = % D’ou, M(L) =4 > 4.

Hérédité : Supposons que 'inégalité soit vérifiée pour tout corps convexe L R-inconditionnel
de R41. Dans la méme idée que pour le cas d = 2 pour les convexes symétriques, on définit

Li=LNR%, L :=L°NRYL.
Alors on a M(L) = volg(2L4) voly(2L5) = 4% voly(Ly) volg(L2.).
Soient z,y € R?, alors
rely & Vyell(ry <1
rell &VyeLi(z,y <1
car (LS)° = Ly par Théoréme 4.2.9.

On s’intéresse maintenant aux L; := L N {z; = 0} qui est un corps convexe R-inconditionnel
de R*! et on a (L;)° = (L°);. On note (L;), := L; NR%. Soit & = (x1,--+ ,24) € L4, notons Cj(z)
I'enveloppe convexe de la réunion de {x} et (L;),. C’est un cone de sommet x et alors on a

volg(Ci(x)) = %vold,l (L)) -

FIGURE 5.4 — Intersection de C(z) (en vert) et Ca(x) (en orange) dans le cas d = 2.

d
Comme C(z) := |_| Ci(x) C Ly, on a
=1
d 1 d
VOld(L+) > VOld (C(az)) = VOld Z (Cl(l’)) = g le VOld_l ((Ll)+) . (56)
=1 =1
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En effet, commengons par montrer que pour tous i # j, volg(Cj(x) N Cj(x)) = 0. Voir les Figures 5.4
et 5.5. On a pour tout i € {1,...,d},

Ci(r) ={(1 =Nz +AIz:z¢€ (L), ,Ae[0,1]} (5.7)
Soit y € Cj(z) N Cj(x). D’apres (5.7), il existe o, 8 € [0,1] et (a,b) € (L;)+ x (L;)+ tels que :
y=(1—-a)z+aa=(1-pB)z+pb.

On suppose x; > 0 car si x; = 0 alors le volume est immédiatement nul. Ainsi en regardant les i¢ et
j© coordonnées de cette égalité on a :

yi=1-a)zi=1-08)z;+0b et yj=1-)zj+aa;=(1-0)z;.

Comme aa; > 0et (1 —f)z; >0ona (1—a)r; < (1—pP)z; donc a > . Idem par symétrie, on
trouve pour i, « <  donc a =  donc a = b si « > 0. Ainsi, y s’écrit comme la combinaison convexe
de et (Li)+ N (Lj)+-

De plus, on a (L;)4+ N (L;)+ qui est inclus dans {z; = 0} N {z; = 0} un sous-espace vectoriel de
dimension d—2. Par convexité et comme ils partagent le méme sommet z, I'intersection C;(xz)NC(x)
est contenue dans ’enveloppe convexe du point z et de {z; = 0} N{z; = 0}. D’ou Cj(z) N C;(x) est
contenu dans un sous espace affine de dimension au plus d — 1. Donc voly(C;(x) N Cj(x)) = 0.

Par (5.6) et en posant a := ﬁ (volg—1 ((L1)+),...,volg—1 ((Lg)+)) on a alors pour tout
x € Ly, (a,z) <1ie a€ LS. On pose a* := m (volg—1 ((L§)+) ..., volg—1 ((LY)+)) et par la

méme équation on a a* € L. Ainsi, on (a,a*) < 1 ce qui se réécrit

1
s vol
2 voly (L+ ) voly (L+) Zx vola—1 (

)+)volg—1 ((L7)+) < 1.

Pour tout i € [1,d], volg_1 (L;) = 29" volg_1 ((Li)+) et volyg_q (L;) = 24 volg_1 ((LS)4). De
plus, L; € R%! est R-inconditionnel donc M(L;) > % par hypothese de récurrence.

Ainsi,

4 d 4 4d71 4d
M(L) > d—; volg—1(L;) volg— 1(L)>ﬁ><dx(d—1)!:a'

FIGURE 5.5 — Ci(z) (en vert), Ca(x) (en rose), C3(x) (en rouge) pour le cube.

Pour le cas d’égalité, voir [CRS81]. O
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5.3.1 Corps convexes C-inconditionnels

Définition 5.3.6: Corps convexes C-inconditionnels

Soit L € C% un corps convexe complexe on dit qu'il est C-inconditionnel s’il est invariant
par Uy := diag (ewl, cee ei9d> pour tous 61, ..., 04 € R/Z. Ceci ce dit aussi invariant par
I’action du tore.

Soit L € C% un corps convexe. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le corps L est C-inconditionnel.

(i) Pour tout vecteur z € C?%, z appartient & L si et seulement si Uz appartient a L pour
tout 0 € (R/Z)%.

(iii) Pour tout vecteur z = (z1, ..., zq) € C%, z appartient a L si et seulement si (|z1],. .., |zq|)
appartient a L.

Soit L € C? un corps convexe invariant par Uy pour tout # € (R/Z)?. Alors L° I'est aussi.

PREUVE. Soit L un tel ensemble. Alors par définition on a
L°:= {w €Ch: Re(w,2) <1,z € L} .

Voir [Bou07, p.68].

Soit w € L°, alors
Q= <(wle’91, . ,wdezed) ,z> = Z ek 2y, = Zch (e_zekzk)
k=1 k=1
par invariance de L on a bien Re (£2) inférieure ou égale & 1 . D’ott L® invariant par diag (ewl, cee eied) :

O

On va introduire quelques notations qui nous seront tres utiles pour la preuve du théoreme
pour les corps convexes C-inconditionnel.
Notation : On pose

v € — Ry o Mz R — R
(z,y) — ylzl* + ylF v — min{fo€e R} : T €L}

avec L un corps convexe R-inconditionnel.

Lemme 5.3.9
Soit L un corps convexe R-inconditionnel. Soient (x1,...,%q),(y1,-..,Y4) € R‘i. Si
(x1,...,24) < (Y1,-..,yq) pour lordre produit de RSIF alors,
@, - za)ll, < (- wa)llp -
PREUVE. Soient x := (z1,...,24) et y := (y1,...,yq) deux vecteurs de R‘i tels que z < y pour

lordre produit. Alors, par hypothése on a z; < y; pour tout ¢ € [1,d]. Donc, pour tout 4,
T Yi

< :
Iyl = lwllr
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Par le méme raisonnement que pour la convexité de L; (comme 4. dans le Lemme 5.3.14), on a

IIyH € L. Ainsi, comme ||z||; est le minimum, |lz|/; < |y . .

Théoreme 5.3.10
Soit L € R% un corps convexe R-inconditionnel alors ’application G : C¢ — R définie par

G(2) = llwk(21), - - we(za)ll

est une norme.

PREUVE.

1. ||-||; est définie positive. Soit & = 0. Alors G(0) = ||0,...,0||;, = 0 car v, ||-||, sont
des normes. Soit z € C? tel que G(z) = 0. Alors comme |[-||; est une norme on a
(vk(21),...,vk(zq4)) = 0. Et comme v}, est une norme on a z = 0.

2. G est homogéne immédiatement par homogénéité de vy, et |-|| .
3. Elle respecte I’inégalité triangulaire. Soit z := (21,...,2q),w := (w1, ..., wy) € CL Alors
comme v est une norme et d’apres le Lemme 5.3.9 on a :
G(z 4+ w) = ||lvg(z1 +w1), ..., vk(zqa + wa)ll
< llww(z1) + vi(wi), - -+, vi(za) + ve(wa)ll
<|lvk(21),. .., vk(za)ll; + llvk(wi), ..., vk(wq)||, par inégalité triangulaire sur la jauge
< G(z)+G(z)

Soit L un corps convexe R-inconditionnel. Alors
(Luk)o = (Lo)yk*

avec L,, = {(21, ooy 20) €CT s (up(21), oo, wi(za) € L}.

PREUVE. Soient § € (L°),, et z € Ly, , alors

d

d
) . I/k(Zj) < Vk*(gj)yk(zj)

= Zj) -
car vy (%) = 1 et par définition de v*. De plus, v(z;) # 0. Ceci n’est rien d’autre que le produit
scalaire usuel dans R? de (v*(&;)); avec vg(z;));. Comme (v4*(&;)); € L° par définition de (L°),,«
et (vk(2j)); € LNRYL on a bien

{€2) <1

Soit & € (L, )°. Par définition, pour tout z € L,,, on a (£, z) < 1. Il nous suffit de montrer que
(™ (&) - k™ (€q)) € L°. Soit £ = (f1,...,44) € LNRL. On s'intéresse a E?:l v (&5)¢;. Pour
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chaque coordonnée j, on a :

Vk*(fj) . gj = ( max %Q(&Zé)) . EJ

vi(2))=1
- o, (5 0)

= ng?))igj (9{6 <5Z3/>>

en posant 2z = z/4;. Bt on a donc v, (27) = v, (Z); =1-4; = {;.
j 3% j )t i =4

Comme la sphere de rayon £; est compacte et que la fonction est continue, ce maximum est

atteint pour un certain complexe z. Posons le vecteur 2" = (z7,...,z7). Par construction, on a
(we(2])s - ve(2])) = (b1,...,4q) = €. Comme ¢ € L, cela nous donne exactement que z” € L,,.

Ainsi, par sommation et puisque £ € (L,, )°, on a :
d d
Z 5] = Z fa ”> < 1

car 2" € L,,. Ainsi, pour tout £ € LN R%, et donc pour tout ¢ € L (par R-inconditionnalité de L),
on en conclut que le vecteur (v4*(&1), ..., (&q)) est dans L°. D’ou § € (L°)y,+. O

Corollaire 5.3.12

Soit L un corps convexe inconditionnel. Alors
(L)° = Los

avec L1 := L, et Lo := L, 0l voo(,y) := max(|z], |y|).

—{Remarque :}

L=1L,

Lemme 5.3.13

Soit L un corps convexe C-inconditionnel. Alors
voloy(L) = (27r)d/ r1- rq dry - -drg et volag(L°) = (27T)d/ Ty ergdry - drg
II(L) II(L°)

en posant
11 : c — Rff_
(21,...,2’d) — (’21|,...,’2d’)

PREUVE. Soit L un corps convexe C-inconditionnel.

On a alors
volg(L / dzy -+ -dz, = voly(int L) .

Comme C ~ R??, cela revient & considérer le volume

volog(L / dxidyy - - - dxgdyg .
Comme L est invariant par Uy, on pose

Y (REx]0, 27))?  — R
(ri,61,...,7q4,03) —— (r1cos(by),r1sin(y),...rqcos(0y),rq4sin(6y))
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1 est un C'-difféomorphisme par le Théoréme d’inversion globale car (Ri)d x] — m, w[l=: U et
V := R?? sont des ouverts, ses composantes sont C> donc C', elle est injective (cf. changement de
variable polaire) et de Jacobien non nul. En effet, pour tous (r,6) € U,

cos(01) —rysin(6;)
sin(f1) 71 cos(61)
| Sy (r,0)] = =TT
cos(fg) —rqsin(6g)
sin(fy)  rqcos(0y)

Ainsi par le Théoréme de changement de variable pour ¢ : U — int L des ouverts bornés on a

volaa(L) = /Ldﬂfldyl - drgdyg = /U!Jd,(r, 0)|rdodr .

Comme U est un pavé ceci se réécrit

V012d(L):/ 7“1"'7”d</ d91,---d9d>dr1---drd.
LNRE |—m,m[d

Par Fubini :

VOle(L):(Qﬂ-)d/ rioeerg dry - -dry .
(L)

(L) = LNRY se vérifie rapidement avec 1'hypotheése L est inconditionnel.
De la méme maniere pour L°, on a la méme invariance, on trouve que

volgg(L°) = (gﬁ)d/ ry-eorgdry - -dry .
TI(L°)

Lemme 5.3.14

Soit L un corps convexe C-inconditionnel alors Ly est un corps convexe R-inconditionnel.

PREUVE. On trouve que

Ly = {(z1,91,- - -+ Ta,ya) € R¥ 2 (|va] + w1, - -, |za| + val) € (L)} .

Cela se montre rapidement par équivalence. L est corps convexe R-inconditionnel car :

1. Soit (x1,y1,---,%d,ya) € L1. Alors (| £ 1|+ | L y1|,...,| £ x4l + | Eyal) € II(L). Ce qui nous
dit que L; est bien inconditionnel.

2. Ly = f~1TI(L)) avec

f+ R¥  — R
(@i, yi) — il + |wil

continue. Comme II(L) = L N Ri fermé alors L; est fermé. De plus, Ly est borné. Prenons
(z,y) € L. Comme II(L) est borné, par compacité (image par une application continue d’un
compact), il existe M; > 0 tel que |z;| + |yi| < M; pour tout i. Donc, |z;| < M; et |y;| < M;.
Donc L; est compact.

3. 0 € int Ly car L inconditionnel. Donc int Ly # (.
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4. L est convexe. Soient (z1,Y1, ..., Zd, Yd), (21, Y1, ..., 24, y}) € L1. Soient t € [0,1] et i € [1,d].

Alors
i = [t yi) + (L= 0 (g vl < (@i, ya) o+ (1= D)l (25, vi)lh
—— ——
=T =ur!

On pose r = (r;); et 7’ = (r});. Ce sont deux points de II(L). Donc R = tr + (1 — t)r’ € II(L)
par convexité. Comme pour tout ¢ € [1,d],r;” < R; on a alors t(z;, y;)+ (1 —t)(x},y}) € L1. En
effet, soit r = (r1,...,rq) € II(L). Alors (£r1,...,+ry) € L par invariance. Et par convexité
de L on a Conv{=ry,...,+rq} = [-r1,71] X - X [=r4,74] C L. Ainsi pour tout u € R? tel que
|u;| < r; pour tout i alors u € L. On applique ce résultat a R.

O

En fait ce résultat est plus général et il se montre de la méme fagon.

Lemme 5.3.15

Soit L un corps convexe C-inconditionnel alors L,, est un corps convexe R-inconditionnel.

PREUVE. Soit L un corps convexe C-inconditionnel alors :
1. ,, est tres clairement inconditionnel graace a la valeur absolue dans la définition de v.

2. On prend ici
f: (0% — Ri
(215 y2q) — (vg(z1), ..., vk(2q))

Donc L,, = f~1(L). Donc L,, fermé comme L fermé et f continue. Comme L borné, il existe
M > 0 tel que vg(z;,y;) < M;. Or

Yk < Yl + fwalt < M; .

De méme pour y; par symétrie donc L,, borné.

3. 0 €int L,, car L,, inconditionnel.

4. Cela se vérifie quasiment de la méme facon que dans la preuve précédente en remplagant |||,
par vj.

O

Lemme 5.3.16

Soit L un corps convexe C-inconditionnel. Alors

1 1
/ 1 Tq drl...drd:—dvolzd(Ll) et / Tl-..rddrl '--drd:7V012d((L1)°) .
TI(L) 4 TI(L°) 8

PREUVE. On pose
Ll OR2d = {(xlvylv"‘vxdayd) € R?‘_d : (Tl =1+ Y1, ,Td = xd+yd) € H(L)} :

Son volume est

/ 7’1‘--7’dd7‘1~-d7‘d
IK(L)

Ly R = {(rit1, (1= t1)r1, .- rata, (1= ta)ra s t; € [0,1], (ri); € TI(L)} .

Voir notes de bas de page .

car

2. Pour tout 4, on peut écrire (x;,y;) = ti(x:,0) + (1 — ¢:)(0,v:) et t; € [0,1]. (Tracer les axes {0} x II(L) en
fonction de II(L) x {0} puis placer r; sur chacun).
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L’application

¢:  intII(L)x]0,1[*  — intL; NRY
(T’l,.--,Td,tl,..-,td) — (Tltl,(l—tl)'f’l,...,rdtd,(l—td)rd)

est un C!-difféomorphisme via le Théoréme d’inversion globale®. Par le Théoréme de changement
de variable, par intégration sur un pavé et comme le bord est de mesure nulle, on a

volaq(L1 N Rid) = / ri-c-rgdry---drg .
1(L)

Finalement, son symétrisé L; est lui un corps convexe inconditionnel de R??. I s’écrit
Ly ={(x1,y1, -, 74, 9a) € R (lza| + |wnl, -, |wal + [yal) € TH(L)}

Par symétrisation, on a

volgg(L1) = 4% volag(L; NR3).

Et donc, d’apres Corollaire 5.3.12, on a

(L1)° = Loo = {(z1, Y1, - - ., Ta, ya) € R?*?: (max(|z1], |y1]), - .., max(|zql, |ya]) € TI(L°)} .
Cette derniere égalité se montre, elle aussi, facilement.
Comme (L1)° est inconditionnel par la Proposition 5.3.8, on a

volyg (LY) = 4d/ dxidy; - - - dxgdyg

2d
L{NR2:

On peut diviser ]Rid en 2% sous-régions tel que z; > y; ou z; < y;. Supposons que x; > V;
pour tout ¢ € [1,d]. Alors max(x;,y;) = x; < M;,Vi car (L1)° est compact et 0 € int(L;)°. Ainsi
(1,Y1,---,%q,ya) € (L1)° si et seulement si (z1,...,xq) € II(L°). De plus, 0 < y; < z;,Vi. Ainsi par
le théoreme de Fubini, on a :

x1 T4
/ dxydyy - - - dxgdyg = Qd/ (/ o / dyy -+ dyd) dxy---dzg.
LSNR24 m(Le) \Jo 0

D’ou
VOlgd ((Ll)o) = 8d/ 7“1--'7“dd7“1'--d7“d .
II(L°)
O
Théoréme 5.3.17 Conjecture de Mahler pour les corps convexes complexes inconditionnels
Pour tout corps convexe C-inconditionnel L € C¢, on a :
(2m2)4
L)> 5.8
M) > o (538)

PREUVE.
Soit L un corps convexe C-inconditionnel. On reprend les notations du Lemme 5.3.13.

ti Ti
1-— ti —T;
passant par la définition de celle-ci et en regardant coordonnée par coordonnée. ¢ est défini sur un ouvert et C' car
polynomiale.

3. La matrice jacobienne est diagonale par blocs J; = ( ) L’injectivité se montre rapidement en
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Par le Lemme 5.3.16 et Lemme 5.3.13 on a
M(L) = vol(L) - vol(L°)
I(QW)M/ Tl"‘rddrl“'drd‘/ Ty radry - drg
II(L) TI(L°)

T 2d
- (243 vol(Ly) - %vol ((L1)°)

Ainsi comme L; est R-inconditionnel par le Lemme 5.3.14 on applique le Théoreme 5.3.5 et on
trouve que
om)2d 1 42 (272)¢
4 84 (2d)! (2d)!
Le cas d’égalité ne sera pas étudié par manque de temps mais, on s’attend a ce qu’il corresponde
au polydisque ou son polaire. Pour d = 1 on retrouve bien le volume du disque unité. O
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