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Introduction

Le point central de ce TIPE est la notion de groupe. Les groupes topologiques ou encore les groupes
de Lie sont des groupes différentiables (et infinis). Ils sont intéressant surtout car ils interviennent en
géométrie, et permettent de classifier les symétries, qu’on retrouve partout dans la nature.

Le but de ce TIPE est de démontrer différents théorémes sur les groupes de Lie, en particulier la formule
de Baker-Campbell-Hausdorff et le théoréme de Cartan. Je m’intéresse plus aux aspects locaux qu’aux
aspects globaux des questions (les outils développés avec les algébres de Lie permettent cette étude). Ces
deux points de vue ne coincident pas, mais sont néanmoins trés liés.

Dans un premier temps, on introduit la notions de groupes topologiques, et on montre différentes pro-
priétés topologiques des groupes matriciels. On définit le quotient d’un groupe par un sous-groupe, dans
le but d’avoir un nouveau moyen (en plus du produit cartésien, du produit semi-direct,...) de produire
des groupes. Puis on parle des actions de groupes dans le but de parvenir a la théorie des représentations,
indispensable lorsqu’on étudie les groupes de Lie.

Dans une seconde partie, on introduit, de maniére suffisamment compléte pour la suite, des notions de
géométrie différentielle : les sous-variétés et les variétés, puis la relation entre les deux notions donnée par
le théoréme du plongement de Whitney, qu’on démontre dans le cas compact. Cette partie est nécessaire,
car un groupe de Lie est une variété (et un groupe, comme l'indique son nom). Enfin, on termine cette
partie avec des bases sur les fibrés tangent et les champs de vecteurs. C’est certainement le plus intéressant
de cette partie, car vraiment géométrique et visuel, et aussi parce qu’elle permet de démontrer le fameux
théoréme de la boule chevelue concernant les sphéres de dimension paires.

Enfin, la troisiéme et derniére partie est consacrée aux groupes de Lie. On donne un certain nombres
d’exemples en utilisant des groupes tels que U(1), U(2), SU(2), SO(3) et en s’appuyant sur les deux
grandes partie précédentes. Dans le chapitre sur les algébres de Lie, on introduit 1’algébre de Lie d’un
groupe de Lie. Dans le chapitre exponentielle, on prouve les deux résultats qui constituaient les buts de ce
TIPE (théoréme de Cartan et formule de Baker-Campbell-Hausdorff). Enfin, dans le dernier chapitre, on
donne de nombreux exemples intéressants lorsqu’on applique les résultats obtenus en général aux groupes
de matrices.

Ainsi, les groupes de Lie réunissent de fagon élégante 1’Algebre, I’Analyse, la Géométrie Différentielle et
la Topologie.

Exemple de symétries : représentation du groupe de Lie ES :



Notations utilisées : La plupart du temps :

G désigne un groupe ou un groupe de Lie.

e désigne le neutre du groupe.

H désigne un sous groupe de G

I ou I,, désigne la matrice identité de taille n.

O ou O,, désigne la matrice nulle de taille n.

g désigne ’algébre de Lie du groupe G.

x,y désigne les éléments d’un groupe.

exp est I’application exponentielle.

e? désigne la fonction exponentielle de R dans R ou de C dans C appliquée a a
g désigne un élément de G.

G/H désigne le quotient de 2 groupes.

A, B désignent des matrices.

N désigne une matrice nilpotente.

||| désigne une norme.

S™ désigne la sphére dans R"! (de dimension n en tant que variété),c’est & dire : ensemble

n+l o
{(xl,...,mn,xn+1),zi=1 xi = 1}.
o désigne une carte.

«, B, désignent des courbes paramétrés qui dépendent le plus souvent de la variable ¢.
A, i désignent des scalaires.

Il y a certainement d’autres notations utilisées mais elles sont expliquées. Celles-ci sont les princi-
pales faites pour vous y référer si vous avez un trou de mémoire.

Avant de commencer, j’ai choisi de placer une étoile bleu * aprés un théoréme ou un résultat pour indiquer
qu’il est important (il y en a 5 au total), et une étoile verte aprés un exemple particuliérement élégant
(il y en a4).



PARTIE I : Groupes

Le but de cette premiére partie est d’étudier de maniére trés générale certains groupes topologiques (dont
les groupes matriciels). Pour cela, on utilise des notions topologiques et algébriques

1 Groupes topologiques

Le but de ce chapitre est de définir la notion de groupes topologiques et d’étudier le propriétés
topologiques des groupes matriciels en particulier, car ce sont tous des groupes topologiques de dimension
finie (donc plus faciles & étudier qu’un groupe de dimension infinie).

1.1 Définitions et exemples
1.1.1 Definition: Un groupe G est un ensemble muni d’une opération binaire Gx G — G, (a,b) — a-b
tel que :

1. Popération - est associative, c’est a dire : (a-b) -c=a- (b-¢) pour tous a,b,c € G;

2. il existe e € GG tel que pour tout a € Gonaa-e=¢-a=a;

3. pour tout a € G, il existe b € G tel que a-b=">-a = e.0n dit ue b est 'inverse de a et on le note

a—l

Le groupe est dit abélien si la loi - est commutative, c’est & dire a - b =b - a pour tous a,b € G.

Notations En général :

1. On note + la loi d’un groupe abélien,avec e = 0 (le neutre) et d’inverse a=! = —a.

2. On note - la loi d’un groupe quelconque, avec e = 1 et d’inverse a~'.

1.1.2 Exemple: Le x est la loi du groupe (I’opération binaire).
A titre d’exemple de lois quelconques (donc pas de groupes) R? — R :
axb=ab* axb=(axb),axb=a+2b

A titre d’exemple de lois de groupes :
a*b=a+bdans R ou Z.

1.1.3 Exemple: Groupes :

1. (R,+) et (R*,-) sont des groupes abéliens.
2. G=R\{-1} avec axb =a+ b+ ab(= bxa) est un groupe abélien. En effet,

(axb)xc= (a+b+ab)xc= (a+b+ab+c)+ (a+b+ab)c =a+b+c+ab+be+ac+abec = ax(bxc)

(on le voit directement a cause de la symétrie qu’il y a dans la relation). La loi est donc associative.
Cherchons le neutre :

axe=aVa€EG&atetac=a<efa+1l)=0e=0

Enfin,
a
a+1

Tant que a # —1 (c’est a dire, a € G), l'inverse existe, et donc G est un groupe.

axb=0<a+b+ab=0b=—

3. Si G =R, axb = a+ 2b ne vérifie pas ’associativité,aucun ensemble muni de cette loi ne peut étre
un groupe.



1.1.4 Definition: On dit que H est un sous-groupe de G si H est un ensemble non vide et qu’il est
stable par produit

Un moyen équivalent de le définir est :
1. Le neutre de G est dans H.
2. Pour tout x,y dans Hon a -y~ ! € H.

1.1.5 Definition: Un groupe topologique est un groupe muni d’une topologie compatible avec la structure
de groupes, c’est a dire un groupe (G, *) pour lequel les applications :

GxG— G, (z,y) — z*y;

G—Gr— !

sont continues.

1.1.6 Exemple: L’ensemble des difféomorphsimes de R (noté Dif f(R)) est un groupe topologique. De
plus c’est un groupe de dimension infinie.

Preuve: Soit f, g, h des diffécomorphismes de R. Comme on est dans R, une condition équivalente (pour
qu’un fonction ¢ soit un diffeomorphisme) est ¢'(x) # 0,V € R. Ainsi :
1. f o g est un diffeomrphisme car (f o g)(z)’ = f' o g(z) - ¢'(x) # 0,Vx car ¢'(z) # OVx € R et
froglx) = f(g(x)) # 0 car f'(y) #0,Vy € R.
2. fo(goh)(z)=flg(h(z))) = (fog)oh(x),VzeR & fo(goh)=(fog)oh
3. foe=f<e flex)) = f(x),Va,Vf € Dif f(R). En particulier, si f(z) = z,f(e(z)) = e(x) =
f(z) = z,Vz € R. Réciproquement,si e(x) = z,alors f(z) = f(z),Vz. Le neutre est donc e = Id
(l’application identité).
4. fog=1Id<+ g= f!,qui existe car f est un difféomorphisme, donc bijective.
O

1.1.7 Definition: Soit V un espace vectoriel de dimension n.On peut écrire v =3 | a;e;, avec a; € R
et (eq,...,e,) une base de V. Une fonction f : V — R est polynomiale ’il existe P € R[ X7, ..., X,;] tel

que f(v) = P(ay,as, ..., an).

1.1.8 Definition: On peut alors étendre la définition si la fonction f est définie de V' dans W (2 espaces
vectoriels), en disant qu'’il existe Pi,...,P; € R[Xq,...,X,] (¢ est alors la dimension de W) tels que
fv)=Y1_, Piay,...an)w;, (w1,...,wy) étant une base de W.

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

1.1.9 Proposition: Tous les groupes matriciels G (multiplicatifs ou additifs, et pour des matrices car-
rées) dont les éléments sont dans les corps R ou C sont des groupes topologiques.

Preuve: On sait que M, (R) est un R-espace vectoriel de dimension n?, et M, (C) est un C-espace
vectoriel de dimension n?, et comme C 22 R?, c’est un R-espace vectoriel de dimension 2n2.
Soit :
o Ma(K) x My (K) —s Mo (K), (A, B) — A+ B
et
9 Mn(K) x My(K) — My (K), (A, B) — A-B

Ces fonctions sont polynomiales de par la définition de 'addition et de la multiplication matricielle, donc
continues.

De méme, l'inverse d’une matrice (pour I’addition ou pour la multiplication) est une fonction vectorielle
de G dans G. On considére :
f:G—GA— —A



et
. 1 ‘feom(A)
g:G—GA— A" = det(A)
1l est évident que f est polynomiale donc continue. g n’est pas polynomiale, mais rationelle (elle I’est en
revenant a la définition de la comatrice et du déterminant). g est donc bien définie car, comme on est
dans une groupe matriciel, le déterminant est toujours non nul, auquel cas il n’y aurait pas d’inverse, ce
qui est impossible dans un groupe. Elle est continue car une fonction rationelle est continue tant que son
dénominateur est non nul. O

1.1.10 Exemple: Le cercle S' est un groupe topologique (et méme, un groupe matriciel).

Preuve: Soit A € U(1). On a alors A = (a),avec a € C.Donc AA*=(a)(@) = (] a |?) = 1. On a donc :

| a |= 1, ce qui signifie qu’on peut écrire a sous la forme a = €', t € [0;2x], c’est & dire a € S'. On
peut donc représenter S! sous forme matricielle. Le produit de matrices devient e’ - e** = ei(*+5) et il est
clairement continue. O

1.1.11 Exemple: La sphére S® est un groupe topologique (et méme, un groupe matriciel).

Preuve: On va montrer que SU(2) (le groupe matriciel) est homéomorphe & S* Soit B € SU(2) :B=

a b\ pge_ (o by _(a 2\ _(laP+][b]* ac+bd (10
c d \e d) \b d) ca+db le2+1]d]?) —\0 1
De plus, det(B)=ad — bc=1. On a donc 4 équations (2 sont équivalentes, celles sur les coefficients non

diagonaux) sur 4 coefficients dans C. Soit (1) 'équation :| ¢ |* + | d [*= 1 et (2) 'équation : a€ + bd = 0
= a¢ = —bd On utilise la derniére équation, sur le déterminant, et on multiplie par €.

t=ade—bie=—b|d[>—b|c]>(1)=—b(d[*+]|c|?)=—b2)

Donc :¢ = —b < b= —¢; Un raisonement analogue permet de montrer, que d = @ < a = d. Finalement,

. b
le groupe SU(2) représente I’ensemble des matrices de la forme : = (ab a)
Avec :| a |* + | b |?>= 1. Donc, avec la partie réelle et immaginaire, a = x + iy, b = z + it. avec
22 4+ 3% + 22 + t2=1. On peut donc représenter S* sous comme groupe matriciel. De plus, SU(2) est
isomorphe & S3, I’isomorphisme est :

f:U@2) —RY, A (2,9, 2,1), avec 22 +y2 + 22+ 2 = 1.
Enfin, il reste & vérifier que c’est un groupe de matrice :
a b c dy _ ac—@ be + ad
—b a)\-¢ d) \-bc—ad -—bd+ac

On reconnait clairement la méme forme qu’une matrice de SU(2) : ac — bd = —bd +ac,bc + ad = —bc—ad
et le déterminant (moins facile & voir) est :

(ac —bd)(—bd +@c) — (bc+ ad)(—bc — ad) = —abed — abed+ | ac |* 4 | bd |? +-abed + abed+ | ad |* + | be |2

=lalP(cP+1dP)+[0P (cP+]d)=lal’+][b]’=1

1.2 Produit cartésien de groupes

1.2.1 Definition: Le produit cartésien de 2 groupes G et H est I’ensemble {(g,h),g € G,h € H}. Soit
p=dimG et g =dimH.
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La proposition suivante est trés utile, car elle assure que si ’on peut représenter plusieurs groupes comime
groupes matriciels, le produit cartésien de ces groupes sera également un groupe matriciel.

1.2.2 Proposition: Le produit cartésien de 2 groupes matriciels est un groupe matriciel.

Preuve: Soit G et H 2 groupes matriciels. On note G x H ce produit. Soit A, A’ € G et B, B’ € H. Soit
A 0 A0 AAT 0

¢= (0 B> <0 B’) < 0 BB’) €GxH

,de par le produit de matrices par blocs. L’associativité et I’existence du neutre sont évidents. Enfin :A~!

A0 A0 AATY 0
_1 - . _
et B™" existent et sont dans H et G respectivement. (0 B) ( 0 Bl) = ( 0 BBl)

_ (L 0 _

—\o Iq — fptq

Donc, tout produit cartésien de 2 groupes matriciels est également un groupe matriciel. Par récurrence,on
généralise cela pour le produit cartésien de 3,4,...,n groupes. Par exemple : R? x SO5(R) x Symy(R) est
un groupe matriciel. O

1.3 Topologie des groupes matriciels

Avant de lire cette section, vous pouvez, vous référez a I'annexe II sur la topologie, ot des rappels
nécessaires sont introduits. En particulier, si les notions d’ouvert,fermés,bornés et connexes vous sont
déja familliéres, vous pouvez les sauter. Cependant, je conseille & tout le monde de lire au moins la partie
Espaces compacts, pas pour cette partie, mais avant de commencer le chapitre 2.

Pour la suite, on utilisera deux normes matricielles principalement :

IFA =T A Moo= maz 377, | aij | (1).

1<i<n
A = A = i 2 -
A=Al o= maz Ta; | ()
C’est, toujours I'une des 2 qui est utilisée, en général, la seconde, quelquefois la deuxiéme.Dans tous les
cas, les 2 bares sont utilisées pour désigner (2) et les 3 barres pour (1).

Attention cependant, il y a des fois ou je me sers de |.|| pour la norme eucldienne d’un vecteur.

Ouverts,fermés, bornés
Soit : K= R ou C
1.3.1 Proposition: La fonction
det : M, (K) — K;det : M — det(M)
est continue.
Preuve: Pour tout M=(m;;)1<; j<n € M, (K),le déterminant de M

det(M)= %" signe(o) []i—, m; o (;)- s’exprime comme un polynome dans les coefficients de M. O
oESR

1.3.2 Proposition: La fonction f :
[ My(K) — M,(K); f: M +— M'M
est continue.

Preuve: Soit f(M) = C = M'M. ¢;; = Y__, mixm; est une fonction polynomiale & 2n variables.
Donc la fonction f est une fonctions vectorielle de K"* dans K"’ ,dont les composantes c¢;; sont des
polyndmes la fonction f est donc continue. O
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1.3.3 Proposition: La fonction g :
g: My (C) — M,(C);g: M — M*M
est continue.

Preuve: Analogue a la précédente. ]

1.3.4 Proposition: GL,(K) est ouvert, non borné.

Preuve: Pour montrer que GL,, (K est ouvert, on utilise la définition de fonction continue (la pré-image
d’un ensemble ouvert par une fonction continue est un ouvert).

GL,(K) = {A € M,(K),det(A) # 0}=det~}(K*). Or, K* est un ouvert, qu'on ai K=R ou C. Donc
GL,(K) est ouvert. Il est facile de voir qu’il est non borné : pour tout a dnas K al, € M,(K), en
particulier, si & — o0, ||al,|| = a — . O

1.3.5 Proposition: O, (R) et U,(C) sont fermés et bornés.

Preuve: On reprend les fonctions f et g définies ci-dessus : pour montrer que ces 2 ensembles sont fermés,
on va utiliser la définition de fonction continue (la pré-image d’un ensemble fermé par une fonction
continue est un fermé). On rappelle que le sigleton {I,} est fermé dans M, (K). O,(R)=f"1(I,) et
U,(C)=g~1(I,). De plus, on rappelle que les vecteurs colonnes v d’une matrice unitaire ou orthogonale
vérifient : ||v|| = 1, on en déduit que si A est orthogonale ou unitaire, ||A|| < 1, donc ces 2 ensembles
sont bornés. |

1.3.6 Proposition: SO, (R) et SU,(C) sont fermés et bornés.

Preuve: SO, (R) C O,(R) et SU,(C) C O,(C). Donc ces ensemble sont bornés. De plus, SO, (R)=
{A € 0,(R),det(A) =1} et SU,(C)={A € U,(C),det(A) = 1}, ce sont donc des ensembles fermeés. O

1.3.7 Proposition: SL,(K) est fermé et non borné.

Preuve: SL,(K)=det=*(1) donc SL,(K) est fermé. Pour montrer qu’il n’est pas borné,on va montrer
qu’il existe une suite d’éléments de SL, (K) qui est divergente (de norme qui tend vers +o0). Soit A,=

p o 0

1
0 5 0
0 - I, o
A, € SL,(K) et : ||Ap||=p = lim Ap,=lim p=co. Donc SL,,(K) n’est pas borné. O
p—00 p—00
Densité

1.3.8 Definition: Une partie X de E est dite dense dans E si Adh(X) =FE.
1.3.9 Proposition: GL,(K) est dense dans M, (K)

Preuve: Soit A € M, (K). Si A € GL,(K), il n’y a rien a faire (la suite constante égale & A est inversible
et converge vers A).Sinon on pose : A, = A+ %In. dn tel que ¥p > n, A, € GL,(K). En effet, dans

le cas contraire,il existerait une infinité de valeurs de p telles que det(A,)=0 < ker(A — (—Z%In)) £ 0,

autrement dit, A possséderait une infinité de valeurs propres (de forme , —%) ce qui est impossible. Par

labsurde, on déduit le résultat annoncé. Enfin : lim A,=A. On vient de prouver que pour toute matrice
p*)OO

A de M, (K), il existe une suite de GL,,(K) (en considérant la suite (A4,),>») telle que cette suite converge
vers A, autrement dit,l’adhérence de GL,, (K) est M, (K). O

Soit D,,(C) l’ensemble des matrices diagonalisables de M, (C).
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1.3.10 Proposition: D,,(C) est dense dans M, (C).

Preuve: Toute matrice est trigonalisable dans M,,(C). De plus : les valeurs propres d’une matrice tri-
angulaire sont les coefficients sur la diagonale. Enfin : un théoréme stipule que si une matrice a des
valeurs propres toutes distinctes, alors elle est diagonalisable. Ces 3 rappels en téte : Soit A € M, (C).
3P € GL,(C) telle que A = PTP~! avec T triangulaire supérieure : soit A est diagonalisable, de sorte
qu’on peut prendre T = D avec D diagonale. Sinon, soit (Ag)1<k<n 'ensemble des valeurs propres de A.
Pusique A n’est pas diagonalisable, au moins 2 valeurs propres sont égales. On utilise la notation (\; k)
ou k permet de compter le nombre de valeurs propres distinctes et ¢ permet de numéroter les valeurs
propres égales. Autrement dit : A\; = A, Vi,5 € N. On pose o pn=MNir + % (i, k,n est une suite).On
a: lim ok n=Xi k. De plus, & kn # jin Vi # j. Enfin, Ing tel que o g # Qjpn V£V n>ng:

n—oo
en effet, p # k = ajrn et a;p, n'ont pas la méme limite, donc si on suppose : A; < Aj, , pour n

assez grand, on aura : &g, < Ajp < Qjpn (par la définition de a;n €t o, ). Pour n suffisament
grand, on obtient 'inégalité Vk # p. Pour finir, soit B, = PT, P~ ou T, est égale a la matrice T dont
les coefficients diagonnaux A, j sont remplacés par les « . ¥n € N, les valeurs propres de T}, sont
distinctes, donc T}, est diagonalisable, donc B,, est diagonalisable. lim B,—=A. L’adhérence de D,,(C) est

n—oo

donc M, (C). O

Connexité

Avant de commencer, je vais donner la définition de connexité, et je renvoie & l'annexe II, partie
connexité, pour plus de détails :

1.3.11 Definition: On dira que I'espace (X, O) est connexe s’il vérifie 'une des conditions équivalentes
suivantes.

1. Si X est réunion de deux ouverts disjoints alors I'un de ces deux ouverts est vide et ’autre est égale
X.

2. Si X est réunion de deux fermés disjoints alors I'un de ces deux fermés est vide et l’autre est égale &
X;

3. Si on considére {0,1} mini de la topologie discréte et f: X — {0,1} une application continue, alors
f est constante sur X.

4. Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés de X sont X lui méme et I’ensemble vide.

Qo

1.3.12 Proposition: GL,(R) n’est pas conneze.

Preuve: GL,(R)={A4 € M, (R),det(A) >0} U {A € M, (R),det(A) < 0} c’est donc 'intersection de 2
ouverts disjoints, par conséquent, il n’est pas connexe. O

1.3.13 Proposition: O, (R) n’est pas conneze.

Preuve: O,,(R) = {A € M, (R),det(A) =1} U{A € M, (R),det(A) = —1} = O;}(R) UO,, (R) c’est donc
I'intersection de 2 fermés disjoints, par conséquent, il n’est pas connexe. O

~

Maintenant, je vais démontrer la connexité des certains ensembles, et je passe & chaque fois par la
connexité par arcs.Je vais donc définir ce qu’est la connexité par arcs, et je renvoie & 'annexe II sur
la connexité pour plus de détails, avec des preuves.

1.3.14 Definition: Soient x et y deux éléments de X. On appelle chemin d’extrémités x et y (ou chemin
joignant x et y) de X toute application continue ¢ : [0,1] — X telle que ¢(0) = z et ¢(1) = y.

1.3.15 Definition: On dira que (X, 0) est conneze par arcs si tout couple d’éléments de X peut étre
joint par un chemin.

1.3.16 Definition: Le chemin inverse d’un chemin v dans un ensemble E est le chemin F(¢) = v(1 —¢)
de sorte que v(0) =7(1) et v(1) =7(0).
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1.3.17 Lemme: Soit G un groupe. Si pour tout x € G, il existe un chemin ~ : [0,1] — G continu tel
que ¥(0) = x et v(1) = e, e étant le neutre du groupe, alors G est connexe par arcs.

Preuve: Soit z,y € G. 3y; : [0,1] — G, 2 : [0,1] — G continus tels que : v1(0) = z,72(0) = y,y1(1) =
~2(1) = e.On pose

73(t) =71(2t),0 <t <

N =

1
(0 =To2— 1), 5 <t <1

Alors, 73 est le chemin composé de 1 et 7,. Il est facile de voir qu’il est continu, est bien dans G
(71(1) = 7,(0) = e) et part de = pour arriver & y. Ainsi, dans un groupe, ce critére est équivalent a la
connexité par arcs (I’autre sens étant évident). O

1.3.18 Proposition: GL,(C) est conneze.

Preuve: Soit A,B € GL,(C), P(z) = det((1 — 2)A + zB). Ce polynoéme n’a qu'un nombre fini de
racines (polynome de degré n). Soit v un chemin complexe ne passant pas par ces racines. La fonction
f(t) =1 =~(t))A+~(t)B est un chemin [0;1] — GL,(C) tel que f(0) = A et f(1) = B (car v(0) =0
et v(1) = 1). Donc GL, (C) est connexe par arcs.

O

1.3.19 Proposition: SO, (R) est conneze.

Preuve 1.2.14 : On rappelle que toute matrice orthogonale est "diagonalisable" (donc semblable) dans
une certaine base orthogonale et la diagonale est composée de rotations (blocs de taille 2) et de coeffi-
cients diagonnaux (1 ou -1). Mais, comme on considére SO, (R), il y a un nombre pair de (-1). On a :
A€ SO,(R) = 3P € O,(R) telle que A = PDP~!, D étant la matrice diagonale par blocs. Pour cela,
cos(0;(1 —t))  sin(6;(1 — t)))

on pose : ¥(t); :[0;1] — Ry (matrices de rotations de taille 2)= <Sm(6'(1 ~ 1) cos(:(1— 1))

Ainsi, avec cette transformation, on a un chemin de [0; 1] qui change n’importe quelle matrice de rotation
R(61) en une matrice identité I composée de 1 sur la diagonale. Comme il y a un nombre pair de (-1), en
les regroupant par 2 on les considére comme une rotation de 7, et les (1) comme une rotation nulle. Selon
la taille : n pair : on peut regrouper les (1) et (-1) par 2;n impair : il reste un (1) tout seul pour toute
matrice. De cette maniére, la matrice D est transformée en I,,. Soit donc I' la "compsosée" ’ensemble des
chemins v; qui permettent cette transformation. Autrement dit, une matrice de SO,,(R) est composée
de rotations et éventuellement d’un coefficient 1 en plus. En remplagant chaque rotation R(6;) par la
matrice ;, on obtient un chemin I'(t) tel que I'(0) = D et ['(1) = I,. On a : a(t) = PD(I'(t))P~!, qui
vérifie alors a(0) = A et a(1) = I,,.

1.3.20 Proposition: U, (C) est conneze.

Preuve: Soit A unitaire, donc diagonalisable dans une base unitaire avec des valeurs propres de module
1.Ona: A€ U,(C) = 3P € U,(C) telle que A = PDP~', D étant diagonale. On utilise (t); = e*%(1=%)
pour passer d’un coefficient complexe €t & 1. On note alors, de la méme maniére que précédemment T la

"compsosée" I'ensemble des chemins ~;, de sorte que I'(0) = D et I'(1) = I,,. On a: o(t) = PD(I'(t)) P,
qui vérifie alors a(0) = A et a(1l) = L,. O

1.3.21 Proposition: SU,(C) est conneze.

Preuve: Assez similaire a celle de U, (C), je ne vais donc pas la faire. O
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Générateurs du groupe linéaire

Voici tout d’abord une définition trés spécifique, mais qui nous servira & plusieurs reprises :

1.3.22 Definition: Soit G un groupe. Pour une partie S de G, il existe un sous-groupe de G minimal pour
Iinclusion parmi les sous-groupes contenant S & savoir, l'intersection de tous les sous-groupes contenant
S. On lappelle sous-groupe engendré par S, et on le note (S).On peut décrire (S) de maniére explicite :

(S) = {z122..2n,n € N,z; € S}

1.3.23 Definition: On dit que S est une partie génératrice du groupe G, ou que G est engendré par S,
lorsque le sous-groupe engendré par S est G :G = (S)

1.3.24 Théoréme: Soit n > 2 et K un corps commutatif. On appelle matrice de transvection toute
matrice de la forme T;;(\) = I, + AE;j ot i # j et A € K. On appelle matrice de dilatation toute matrice
diagonale D;(a) = I, + (o — 1) Ey; avec o € K*. Alors l’ensemble des matrices de transvection engendre
le groupe SL,,(K) et I’ensemble des matrice de transvection et de dilatation engendre le groupe GL,(K).

Preuve: Les matrices de transvections sont toutes de déterminant 1. Le groupe qu’elles engendrent
est donc inclus dans SL, (K). La multiplication & gauche (respectivement : & droite) revient & effectuer
l'opération élémentaire : L; «— L; + AL; (respectivement : C; «— C; + AC}), c’est trés simple & vérifier.
On note que la multiplication & gauche par la matrice T;;(1)T;;(—1)T;;(1) permet de permuter 2 lignes
au signe prés. En effet, soit A une matrice et A = (Li)1<k<n, Lr étant la k-iéme ligne. Cela revient &
faire Uopération : L; = L; + L, puis L; = L; — Lj = —L; et L] = L; + L} = L;. L’apparition de ce
signe — est normale car permuter 2 ligne change le signe du déterminant. Maintenant,soit A € GL,,(K).
En appliquant ’algorithme du pivot de Gauss, on va transformer A en une matrice de dilatation, mais
en utilisant que des transvections. Comme A est inversible, sa premiére colonne est non nulle. Si a;; # 0
avec ¢ > 2, opération Ly <— Li — (alal—“_l)l;i permet de mettre un coefficient 1 & la place de aq1. Si tous
les coefficients a;; sont nuls Vi > 2, on effectue ’échange des lignes Ly «— Lo et Lo «— —L; pour se
ramener au cas précédent. En utilisant le coefficient (1,1) comme pivot, une succession d’opérations sur
les lignes puis sur les colonnes permet d’annuler tous les autres coefficients de la premiére ligne et de la
premiére colonne. Autrement dit, il existe des matrices de transvections M;...M, et N1, ..., N, telles que :
M,..M1 ANy, ..., Ng= (1) /(1)1

ot A; € GL,_1(K). On recommence le méme algorithme sur la matrice A; et ainsi de suite. On aboutit
ala fin de cet algorithme & une matrice diagonale D,,(det(A)) = diag(1,1, ..., ) ; o le scalaire «v est tout
simplement le déterminant de A. On vient donc de montrer que pour toute matrice inversible A, il existe
des matrices de transvections U;...U, et Vi,..., V; telles que : A = U,....U1 D,,(det(A))V1, ..., V5. Ainsi : si
det(A) = 1 les matrices de transvection engendrent SL, (K). Sinon, det(A) # 0 et I’ensemble des matrices
de transvections et une unique matrice de dilatation permettent d’engendrer GL,,(K). O

1.3.25 Théoréme: GL, (R) est engendré par ’ensemble des matrices inversible diagonalisables.

Preuve: Les matrices de dilatation sont diagonales. Montrons que les matrices de transvections sont
diagonalisables : on écrit T;;(\) avec i # j et A € K. Soit D = diag(1,2, ...,n) :T;;(\) = (D™'D)T};(\) =
D~Y(DT;;(\)) avec DT;;(\)) triangulaire, de méme diagonale que D : elle est donc diagonalisable. O

1.3.26 Proposition: SL, (K) est conneze, de méme que GL; (R) = {A € M,,(R), det(A) > 0} et GL,, (R) =
{A € M,(R),det(A) < 0}.

Montrons que ces groupes sont reliés a ’identité par un arc continu. Pour SL, (K) :
D’aprés le premier théoréme, il existe une partie X contenue dans l'ensemble des couples (i,5) €
{1, 2, ...,n}2 avec i # j et une famille (A¢)cex de K telle que A soit un produit des transvections :
Te(Ae)-
A= [] 1)

ceX
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On pose alors : ¢ : t € [0;1] Ay — A= [] Tc(the), de sorte que ¢(0) = I, et ¢(1) = A, donc SL,,(K)
cex
est connexe par arcs.

Pour GL; (R) : On doit introduire au milieu de ce produit la matrice D,,(det(A)) du théoréme précédent.
Le chemin est alors le méme, avec au milieu du produit la fonction f(t) = D, (tdet(A) + (1 —¢)). On
vérifie alors que si det(A) > 0,tdet(A) + (1 —1t) > 0 : Vt # 0, tdet(A) > 0, donc tdet(A) + (1 —t) > 0 car
(1—t)>0.Sit=0, tdet(A)+ (1 —t) =1 > 0. La continuité de la fonction est évidente. On a alors relié
GL*(R) a I,,.

Un raisonnement analogue permet alors de relier GL,, (R) & —I,. On comprend alors un peu mieux la
structure de GL, (R).

Remarque :Le résultat sur les générateurs du groupe linéaire est assez surprenant et trés intéressant.
On verra d’ailleurs un peu plus loin quelques résultats sur la signification de "générer" un groupe.

1.4 Morphismes de groupes et homéomorphismes
Soit 2 groupes (G,-) et (H,L1). On note eg et er leurs éléments neutres respectifs.

1.4.1 Definition: On dit qu’une application f : G — H est un homomorphisme de groupe si :
L. fleg) =en
2. Sixy €G, f(z-y) = flz) L fy)

De plus : Si G = H, f est un endomorphisme. Si f est bijective, f est un isomorphisme. S’il existe un
isomorphisme entre 2 groupes G et H, on dit qu’ils sont isomorphes et on note G = H. Si f est un
isomorphisme et un endomorphisme, on dit que f est un automorphisme.

1.4.2 Proposition: Soit f un homomorphisme de groupe (de G dans H, comme introduits ci-dessus).

Soitx € G : f(x™!) = f(x)?
Preuve: f(eg = f(rx27!) = f(x) L f(z7!) = ey, donc f(z~1) = f(z)~ L. O

1.4.3 Definition: Soit f un homomorphisme de G dans H. On appelle noyau de f l’ensemble kerf =
{r eqG, f(x)=en}.
1.4.4 Théoréme: Soit f un homomorphisme entre G et H. On a équivalence entre :
1. f est injective
2. ker f={ec}
Preuve: Si f est injective, f(x) = ey = f(eq) = = = eg. Donc ker f= {eg}. Si ker f= {eq}, f(z) = f(v)

= f(z) L f(y)~t = ey = f(x xy~!). Mais comme ker f ne contient que eg, ¥ * y~1=eg et donc, v = y.
f est injective. O

1.4.5 Proposition: Soit f: G — H un homomorphisme. Alors :
-Ker f est un sous-groupe de G (1)
-Im f est un sous groupe de H (2)

Preuve: (1) Soit x,y € kerf : f(xxy~!) = f(z) L f(y) '=eq. Donc xxy~! € kerf. eq est également
dans ker f. (2) ey est dans Imf. Puis soit x’, y’ dans Imf : Jz,y € G tels que x’=f(x),y’=f(y) et donc :
2 Ly~ t=f(x) L f(y)~t = f(x*y~!) donc 2’ L y'~! est dans Imf. O

1.4.6 Proposition: L’application composée de 2 homomorphismes est encore un homomorphisme.

Preuve: Triviale. O

1.4.7 Definition: Un homoméorphisme de groupes topologiques est un isomorphisme de groupes qui
est continu, et d’inverse continue.



16

2 Groupes quotients

Au cours de cette partie, on a vu différent moyens de produire des groupes :

— le produit cartésien
— lintroduction d’un sous-groupe

Il en existe d’autres :

— le quotient d’un groupe par un sous-groupe

— le produit semi direct de groupes

Ces différents moyens permettent de s’intéresser a la classification des groupes finis (un probléme déj‘a
tres difficile), celle des groupes infinis étant probablement impossible. On verra en particulier les groupes
simples, qui n’admenttent pas de groupes quotients autres qu’eux méme et le sigleton {e} (e étant le
neutre du groupe simple en question).

Ainsi, le but de ce chapitre est de définir un nouveau moyen de créer des groupes, et de voir quelle
propriétés et théorémes intéressant sont associés & ce nouveau moyen.

2.1 Relations d’équivalence et ensembles quotients

2.1.1 Definition: On considére une relation R sur un ensemble X, c’est & dire : R C X x X On dit que
R est une relation d’équivalence si pour tout z,y,z € X,on a que :

— R est réflexive : xRz

— R est symétrique : xRy < yRx

— R est transitive : zRy et yRz = xRz

2.1.2 Definition: Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence R. Soit z un élément de X.
On appelle classe d’équivalence de x (notée [z] suivant R l'ensemble {y € X,yRz}. Un élément y d’une
classe d’équivalence est appelé un représentant de la classe d’équivalence.

2.1.3 Proposition: Une classe d’équivalence n’est jamais vide.

Preuve: On a toujours xRx. |

2.1.4 Proposition: Siz et y sont des éléments d’une méme classe d’équivalence, alors leur classe d’équi-
valence sont identiques.

Preuve: On a xRy et donc yRx. Soit z tel que xRz : par transitivité, yRz, donc [x]C [y]. De méme, soit
t tel que yRt : par transitivité xRt et donc [y]C [x] puis finalement, [x]=[y]. O

2.1.5 Proposition: L’ensemble des classes d’équivalences d’un ensemble X pour une relation d’équiva-
lence donnée R définie une partition de X.

Preuve: D’une part, tout élément de X est élément d’'une classe d’équivalence de la relation R. Au
pire, cet élément constitue a lui seul une classe dSéquivalence. D’autre part, si deux classes d’équivalence
s’intersectaient en un ensemble non vide, alors de part la transitivité de la relation d’ équivalence R , ceci
impliquerait quéelles seraient en fait égales. L’ ensemble des classes d’équivalence dSune relation R sur
X définit ainsi bien une partition de X. O

2.1.6 Definition: On appelle ensemble quotient de I’ensemble X pour la relation d’équivalence R ’en-
semble des classes d’équivalence de la relation R.On note cet ensemble X/R. A tout élément de X on peut
associer la classe d’équivalence correspondante. Cela définit une application —— : X — X/R, x — T.

2.1.7 Exemple: Le plan projectif :
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Le plan projectif réel P?(R) est le quotient de R3 par la relation d’équivalence étre colinéaire. On sait
qu’au moins une coordonée est non nulle. Supposons que ce soit z. On pose A\ = %, de sorte que : (z,y, 2)

est équivalent a (5, §,1). Puis, si z = 0 et y # 0, on raméne cet ensemble & (7,1,0) en posant A = L

Y
Et enfin, si y = z = 0, alors 2 # 0 et ’ensemble des points équivalents peut étre ramené a (1,0,0). On

appeue : Aff2 = {may € R? (I7y’ 1)})Aff1 = {I € R? (LE, 170)} et Affo = {(0707 1)} On a alors :
P*(R) = AffaUAffi UAffy

2.2 Quotient d’un groupe par un sous-groupe

Dans cette partie, (G,.) désigne un groupe et (H,.) désigne un sous-groupe de G. On considére aussi
la relation : si x et y sont éléments de G : xRy < x~ 1.y € H.

Propostion : La relation R définie pou tout z,y € G par
Ry lyeH

est une relation d’équivalence.

Preuve: zRx est évident car zz~ ! =eq € H

zRyet yRzdonmnez 'yc Hety lzc H=aolyy lz=al2cH

Enfin 2Ry = 2 'y e H = (a7 ly) ' =yt € H. |

2.2.1 Definition: On notera G/H l’ensemble G/R des classes d’équivalences de la relation R sur G.

2.2.2 Proposition: Soit x € G. La classe d’équivalence de la relation xRy < x~ 1.y € H est I’ensemble
xH={z.h,h € H}.

Preuve: Soit y € G équivalent & = pour la relation R : 3h € H tel que z .y = h € H < y = 2.h donc
y est élément de xH. Réciproquement, si y est élément de xH, on a clairement xRy. ]

2.2.3 Definition: L’ensemble xH s’appelle classe a gauche de I’élément x de G,ou encore coset gauche
de v € G par H.

Remarque : On aurait aussi put définir notre relation R par xRy < y.x~! € H. Dans ce cas, la classe
d’équivalence d’un élément x de G aurait été donné par 'ensemble Hz.

2.2.4 Definition: L’ensemble Hx s’appelle classe a droite de l’élément x de G,ou encorecoset droit de
x € G par H.

1l est naturel de se demander pour quelle condition sur H on a coincidence entre les classes & gauche et
les classe & droite. Nous allons examiner la question un peu plus loin.

2.2.5 Definition: On dira que le sous groupe H de G est distingué ou normal si pour tout g € G et
pour tout h € H, on a : g.h.g~' € H. On note H <1 G le fait que H soit normal dans G.

2.2.6 Proposition: Soit donc H un sous groupe de groupe G. Les classes a gauche et a droites de la
relation d’équivalence héritée de H coincident si et seulement si H est normal. Autrement dit : Vx €
G,xH=Hx < H <G.

Preuve: Supposons que les classes a droite et & gauche coincident. Vg € G, gH = Hg. Donc,Vh € H,3h/ €
H tel que g.h = h'.g. Donc, Yh € H,3h' € H tel que g.h.g~* = h/ € H. Donc H < G Réciproquement, si
H <1 G, gh = ghg~'g = h'g pour un certain b’ car H est normal. O

2.2.7 Proposition: Si G et G’ sont deuzx groupes et que [ : G — G’ est un homomorphisme de groupe,
alors le noyau de f : kerf est un sous groupe normal de G.

Preuve: Soit g € G et x € kerf : f(gw.g™") = f(9)f(x)f(g7") = flglecf(97") = f(9)f(g7")
flg.97") = flec) = ec. kerf < G.

Ol
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2.3 Structure de I’ensemble quotient d’un groupe :

Remarque : Si z est élément de G, on notera T la classe d’équivalence de z dans G/H. x sera alors
représentant de la classe d’équivalence .

2.3.1 Definition: Nous allons définir une loi interne L sur G/H par : si x et y sont éléments de G, alors
T 1 T=Z.y. Quand aucune confusion n’est & craindre, on notera la loi interne de G/H de la méme fagon
que celle de G. Cette loi est celle induite de G sur G/H.

Remarque : Il faut vérifier que cette loi est bien définie, c’est a dire que si z, ', y,y sont des éléments
de G tels que T=x' et y=y’, alors T.y=x'.y/'.

2.3.2 Proposition: La loi définie précédemment est bien définie si et seulement si H est normal dans

G.

Preuve: En utilisant la remarque précédente : z.2'~' € H et y.y/ ' € H = z.y.y/ " L.a’~! € H. Mais,
par hypothése, y.y/ ' € H = 3hc Htelquey.y' ' =hetzx '€ H=3 c Htelquez.2’ ' =h' =
2’71 = 27! et donc z.hh'.z~! € H et comme tout élément h de H peut s’écrire sous la forme 3.y~ !
cela implique que z € G = zHx~' € H, et donc que H est normal dans G. Réciproque : si H est normal
dans G, montrons que r.2’"! € H et yy'~' € H = zy—2'y : xyy a2t =xha' ' = (3heH
tel que y.y'~! = h) = wha~tax.a’'—1=xha='h (30’ € H tel que z.2'~* = h') =h".1" (3n"” € H tel que
x.h.x~t = h" car H est normal dans G) et h’'h"" € H (car H est un sous groupe). O

2.3.3 Théoréme: Supposons que H est un sous groupe normal de G. L’ensemble G/H muni de la loi
interne induite de celle de G a une structure de groupe. De plus, si G est abélien, il en est de méme de
G/H équipé de la loi induite.

Preuve: Comme H est normal dans G, la loi induite par celle de G sur G/H est bien définie. L’élément
€g est le neutre de la loi . .Dans G/H : ég . T=T.eg==.eg—==. De plus, tout élément de G/H possede
un inverse, qui est =1 (et donc z—1! = Z~!. L’associativité de la loi induite se démontre en passant au
quotient celle de la loi de départ. De méme, on démontrerait que la loi induite est commutative si la loi

de départ lest aussi, et donc que G/H est abélien si G Dest. |

2.4 Théorémes d’isomorphisme

Avant de commencer,je vais devoir introduire le produit interne de sous-groupes.De fagon analogue a
la définition des cosets, on introduit, pour 2 sous-groupes H et K d’un groupe G, ’ensemble H K.

2.4.1 Definition: HK = {h.k | h € H,e K}.
2.4.2 Proposition: Si l'un des 2 groupes H ou K est normal dans G, HK est un sous-groupe de G.

Preuve: Supposons que H < G :

Soit z,y € HK : il existe h,k,h/, k' tels que © = hk,y = h'k'.Donc zy = hkh'k’ = hkh'k~'kk’. Or,
z=khk™' =h" € H= xy=hh"kk' € HK.

L’inverse est alors bien définie : si un élément x = hk € HK,h € H k€ K2~ ' =k 'h~! = k= 'hkk~"L.
Or,z =k 'hk=h'"€ HDonc z = hWk™' € HK.

Enfin, le neutre est clairement dans HK. O

2.4.3 Proposition: Supposons que H <t G. Notons : [[: G — G/H Uapplication qui & x € G associe
sa classe d’équivalence T dans G/H. Alors [| est un homomorphisme de groupe, H=ker ] et [] est
surjectif.
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Preuve: Soit 2,y € G : [[(z.y) =Ty =T = [[(z).[[(y). Cette propriété n’est que Iexpression de la
définition de la loi de groupe sur G/H. Pour légalité entre le noyau et H, il suffit de remarquer que tout
éléement de h est équivalent dans G/H au neutre de G/H. De plus, si T est un élément de G/H, x est un
antécédent de cet élément par [[. Donc [] est bien surjectif. ]

2.4.4 Théoréme: Soit G, G’ des groupes. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupe. Rappelons
que kerf est un sous groupe normal de G, et donc que G/kerf a une structure de groupe pour la loi
induite de celle de G. Rappelons aussi que l’on a un morphisme surjectif [ : G — G/kerf qui, a tout
élément de G, associe sa classe d’équivalence dans G /kerf. Ajoutons encore que l’image d’un groupe par
un morphisme est un sous groupe du groupe image. On peut alors affirmer qu’il existe un isomorphisme

f:Glkerf —s Imf tel que fo]] = f.

Preuve: Soit H=kerf : Construisons f. Pour T € G/H, f(Z) = f(x) oi1 x est un représentant de la classe
déquivalence Z. f est bien définie car si y est un autre représentant de la classe d’équivalence associée
ax, alors f(7)=f(y) = f(z.27ty) = f(z).f(x71y) = f(z). Cette derniére égalité est vraie car x et y
étant équivalents dans G/H, x~'.y € kerf. f est bien définie et c’est bien un homomorphisme de groupe.
Montrons maintenant que f est injective : f(Z)=f(7) = f(z) = f(y) = f(2).f(y) "' = f(z.y™!) = eq: =
2.y~ ! € kerf donc T=7, ce qui prouve ’injectivité. Comme une application est surjective sur son image
(par définition), f est un isomorphisme de G/H dans Imf. Enfin, par définition de f, fo ] = f. O

2.4.5 Théoréme: Soit G un groupe, H et K des sous groupes de G. On suppose que H <1 G. Alors HNK

est normal dans K et 72— =~ HK/K.

Preuve: - Montrons que H N K est normal dans G : H N K est un sous groupe de G (évident). Soit
re€HNKetge K :grg ! € H car H est normal dans G et grg~! € K car produit d’éléments de K.
Donc HNK < K.

Par la proposition au début de cette partie, on sait que H K est un sous-groupe de G.

H N K étant normal dans K, H/(H N K) a une structure de groupe pour la loi induite de celle de
K. Montrons que ce groupe est isomorphe & HK /K. Définissons pour cela 'application : § : HK —
H/(K N H) par : si g=h.k est élément de HK, 6(g) = h ot h désigne la classe d’équivalence de h dans
H/(K N H). Cette application est bien définie car si g est aussi représenté par le produit 'k’ de HK,
h.k = h'.K et donc : k.k'~' = h='.h/. Donc h*.h' € HN K. Donc h=' .l =ep (xnm) et 0(g) =h =N
Comme H N K est un sous groupe normal de H, alors 6 est un homomorphisme de groupe.

Calculons kerf. Soit g = h.k € HK tel que §(g) = h = ew/(knm)- h est donc élément de H N K, donc de
K. Donc g = h.k € K . ker) C K. Soit k € K : 0(k) = ep/(knm). Donc kerf) = K

-0 est surjective. En effet, si h est élément de H/(K N H), §(h)=h. pour finir :on applique le premier

théoréme d’isomorphisme & 6 et on obtient £ >~ A O

2.4.6 Théoréme: Soient G, H et K des sous groupes de G. On suppose H < G et K < G. On suppose

également : H C K. Alors K/H << G/H et % ~G/K.

Preuve: Soit g € G. Notons T sa classe d’équivalence dans G/H et T sa classe d’équivalence dans G/K.

Montrons que K/H <1 G/H : Soit g € G/H et k € K/H. Alors g.k.g~'— g.k.g~1. Mais K est normal

dans G,donc g.k.g~! = k' € K et donc g.k.g~1=Fk’. Soit 6 I'application qui & un élément k de H/K associe

I’élément g de G/K. 6 est bien définie et ¢’est un morphisme du groupe G/H dans le groupe G/K. De
G/H .

plus, H C K = 6 est surjective. Par application du premier théoréme d’isomorphisme, Vi G/K. O
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2.5 Exemples de groupes quotients
2.5.1 Exemple: Soit H=7/3Z.

Tout d’abord, 3Z est normal dans Z, donc H est bien un groupe. Soit un nombre a € H : soit a € Z,
a + 3b, b € 3Z est ’ensemble des classe d’équivalences pour la relation R définie pour le quotient. Donc,
tout élément est équivalent & 0,1 ou 2 dans Z/37Z. Les éléments de forme 3p, p € Z sont équivalents a 0,
les éléments de forme 3p + 1 sont équivalents & 1 et ceux de la forme 3p + 2 sont équivalents & 2. C’est
un exemple relativement simple.

2.5.2 Exemple: Quotient H =R/Z

Tout d’abord, Z est normal dans R donc H' est bien un groupe. Soit a € R et b € Z. L’ensemble a+b € R
peut étre ramené a [0; 1] en posant b = —[a] ou [.] est la partie entiére.

2.5.3 Exemple: Le quotient U(2)/U(1) est homéomorphe a S® et U(1) est normal dans U(2).

Remarque :C’est une preuve alternative que S? est un groupe. Il est également intéressant de voir S
comme un quotient.
Preuve: Montrons que U(2)/U(1) est homéomorphe & SU(2) et donc & S3.

1/On va déja commencer par caractériser le groupe U(2) (de maniére plus précise) : En reprenant la
a b
c d

caractérisation de SU(2) (je renvoie le lecteur a celle-ci) :soit : A = € U(2) On a les mémes

équations que pour SU? c’est a dire :

la >+ |bP=|c|*+|d[*=1;ac = —bd =

30, ot.q ;| a |= cos(8),] b |= sin(8),] ¢ |= sin(p), | d |= cos(p)

Le seule différence est I’équation sur le déterminant, qui au lieu d’étre det(A) = ad — bc = 1 devient
| det(A) |=| ad — be |= 1. Donc

| ad — be || € |=| aed — bee |=| —bdd — bee |
La derniére égalité vient du fait que a¢ = —bd. Mais comme | ¢ |2 + | d [*>= 1 et | det(A) |= 1,0on a :

lad—bell c|=lc|=l (=b)(|d [ +|c ) [=]b]

On déduit que | ¢ |=| b | et | a |=| d |, de maniére analogue.

Les égalités
lal=[d][c|=[0]

permettent alors de choisir 8 = ¢ car | cos(8) |=| cos(p) ;| sin(8) |=| sin(p) |, il y a en fait 2 possibilités :
0 = +¢.0n se restreint & expliciter une solution, pour 6 = .

Donc finalement on peut écrire :
a = cos(0)e' ;b = sin(h)e'?, c = sin(h)e'**,d = cos(0)e'™
avec 0, aq, ag, ag, aq € [0,27[. On a enfin une derniére relation :
az + bd = 0 = cos(6)sin(f) (e (@1 73) 4 eilaz—aa)y
En supposant cos(6)sin(f) # 0, on a

gilar—as) _ _ gilaa—au) _ gi(aa—outm) al+ayg =a0+az+m
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, qu’on appellera relation (1).

Donc A est de la forme : A = (008(0)6 ' sin(0)er

sin(6)cios cos(G)em‘*) Avec en plus la relation (1).

2/ Ceci étant fait, on peut faire le quotient U(2)/U(1) : On va maintenant chercher a voir U(1) comme un

i ‘
sous groupe de U(2). On peut poser cette fois-ci, comme représentation de U(1) : B = eo e?9> =e1, e U(2)

On vérifie de fagon immédiate que c’est in sous-groupe normal car pour A € U(2), ABA™! =

0 -1 _ 07, — 1 L. . _ cos(B)ei i gin(@)eio2tif
eWAILA™! = eI, = B € U(1) On va chercher les éléments équivalents : AB = (sin(&)eiaSH@ cos(B)eios+10

Pour assimiler cela & un groupe que l'on connait, on utilise la relation (1) et l'astuce 6 = —% De
Loy —ay i . Lajday
cos(f)e'™ =2 sin(f)er*2 "2 )

sorte que : AB = e oy
sin(f)e* s~ Ea cos(f)et 7
Or, avec la relation (1), as = a3 +ag—ao+7 = 043—% = a1tag—ao— al;‘“ 47 = O‘IJQFO“‘ +m—as et
0)el1 in(0) etz
cqs( )e_w sin( )eiw € SU2)
—sin(0)e™2  cos(f)e**?
Remarque : Cela ne correspond pas exactement a la caractérisation de SU(2) qu’on a donné.Cependant,

si on reprend la caractérisation de SU(2) faite précecédement | u |2 + | v [?= 1 < 30 tel que | u |=
cos(0),| v |= sin(f) et donc, Iy, 1, tels que u = cos(#)e™¥r, v = sin(h)e¥2. O

donc, en posant : ) = 5% et ¢y = 042—0‘1;0‘4 on obtient : AB = (

2.6 Groupes simples

2.6.1 Definition: On dit qu’un groupe est simple si les seuls sous groupes distingués de G sont G et

{e}-

2.6.2 Exemple:
Dans la suite de cette partie, on va trés peu parler de la simplicité, pourtant c’est une notion intéressante.
Pour Villustrer, on va montrer le résultat suivant :SO3(R) est simple.

On a défini de fagon trés générale le groupe SO, (R) dans ’annexe I,mais je vais parler plus particu-
lierement de SO3(R).

2.6.3 Definition: On défini SO3(R) comme l'ensemble des matrices A € M3(R) telles que A'A = I
avec det(A) = 1. On peut montrer que cela équivaut a l’existence d’une base orthonormée dans laquelle
la matrice A peut s’écrire sous la forme :
1 0 0
0 cos(d) sin(6)
0 —sin(f) cos(6)
Pour un certain 6 € [0, 27[. SO3(R) est donc ’ensemble des rotations de 1’espace euclidien R3.

6
0

2.6.4 Lemme: L’ensemble des rotations d’angle m (les retournements) de SO3(R) engendrent SOs(R).

Preuve: On a vu qu’'une matrice orthogonale était composée de rotations et de réflexions. On va main-
tenant monter un autre résultat : Les réflexions orthogonales engendrent O,,(R).

On rappelle qu'une réflexion orthogonale est une matrice dont les valeurs propres sont 1 et —1,avec —1
de multiplicité 1 (voir un cours d’algébre linéaire pour plus de détails). En particulier,c’est une symétrie
orthogonale (on rapelle que, par définition, une symétrie est une application linéaire s telle que sos = Id;je
renvoie & encore & un cours d’algébre linéaire pour plus de détails).Soit £ = R™ un espace vectoriel et
(.,.) le produit scalaire usuel, c’est a dire tel que (z,y) = > i, z;y; =" zy.

Soit u € O,(R) et F,, = {x € R™ | u(x) = z} V'espace des points fixes. On pose p, = n — dimF,. On
raisonne par récurrence sur p, € N : Le cas p, = 0 est simple car il correspond a u = I,, = Id.

Supposons p, > 0.Soit x € F;-\ {0} et y = u(z). * ¢ F, = y # x, et comme F, et F;- sont stables par
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wy € F- Deplus, (z —y,z+y) = |z|* = lyl|* = ||lz]|* = lu(z)||* = 0 (u est une isométrie).Donc z + y et
2 —y sont orthogonaux.Soit 7 la réflexion orthogonale associée au vecteur x —y (c’est a dire, telle que F_q
(espace propre associé a la valeur propre —1)=Vect(x —y)). Onat(z —y)=y—zet 7(x+y)=x+vy
(car vecteur orthogonal :7(a +b) = a — b si a € EX; et b € E_j,cela par définition d’une réflexion
orthogonale).On déduit alors, en utilisant la linéarité de 7, que 7(x + y) — 7(z + y) = 27(y) = 2z =
7(y) = 7(u(x)) = x. De plus, x — y € F; (c’est un espaces vectoriel) et donc :Vz € F,, z est orthogonal
a x —y donc 7, = Idr, (la encore, par définition d'une réflexion orthogonale).Donc F,, C F;,, mais
x € F. \F,, donc p, > proy,.On utilise donc notre hypothése de récurrence sur 7owu : 7o u = 71...7,0U
les 7; sont des réflexions orthogonales et r < pr,. Mais alors on a u = 771...7, (7'2 = Id,car c’est une
symétrie) et 7 + 1 < p,.

On va maintenant prouver le lemme : pour SO3(R), si u # I3 = Id, on écrit u = 772, qui sont 2 symétries
orthogonales. Or, dans SO3(R), les symétrie orthogonales peuvent, s’écrire, dans une base adaptée, sous

1 0 0
la forme [0 1 O Donc leur opposé est une rotation d’angle 7, donc u = (—71)(—72), qui est un
0 0 -1
-1 0 0
produit de 2 retournements,car les —7 sont alors de la forme [ 0 —1 0] , c’est & dire : des rotations
0 0 1

d’angles 7. On note que ce lemme n’est pas valable si n < 3.

Pour n > 3, montrons (en bonus) qu’on a la méme chose pour SO,,(R) :on peut écrire u = 71...72p,2p < 1
car le déterminant d’une réflexion orthogonale est —1 et celui d’'un endomorphisme de SO, (R) : est 1
(nécessité d’un nombre pair de réflexions orthogonales). Montrons que la composition d’une paire de
réflexions orthogonales peut s’ écrire comme composition de 2 retournements : soit 71,75 2 réflexions
orthogonales par rapport aux hyperplans H; et H, (respectivement), c’est & dire, qui laissent fixe H
et Hy (respectivement).Soit V' un sous-espace vectoriel de H; N Hy de dimension n — 3. (1172))y =
Ti7ov = Id, donc 7y72(V+) € V+, mais, d’aprés le cas n = 3, on peut trouver 2 retournements o1, 02
tels que 717y 1 = 0102. 1l reste & prolonger ces 2 retournements par l'identité sur V' et on obtient le
résultat voulu. O

2.6.5 Théoréme: Le groupe SO3(R) des rotations de l’espace euclidien R3 est simple.

Preuve: Soit G un sous-groupe normal de SO3(R), et G la composante connexe de G contenant Id = Is.

On rappelle au préalable que la composante connexe d’un élément x € U (U est un ensemble) est le plus
grand ensemble connexe contenant X.

On a:

(i) G est un sous groupe de G. En effet, application (g, h) € Go x Go — gh~! (notons la p) est continue
(structure de groupe topologique des groupes matriciels) et par connexité de Gy x Gy, elle est d’image
connexe incluse dans G et contenant Gy. Elle est méme égale 4 G car I'image est connexe (il est évident
que Im(p) C Gy). Si il existait g, h tels que gh~! ¢ Gy, alors Gy C Im(p) mais, Iinclusion étant stricte
et Im(p) étant un ensemble connexe, cela contredirait le fait que Gy soit une composante connexe de G
contenant Id (en effet,la composante connexe d’un élément est le plus grand ensemble connexe contenant
c’est élément).

(ii)Gy est un sous-groupe normal de SO3(R) : en effet, 'application (g,h) € SO3(R) x Gy — ghg™*
(notons la ) est continue (structure de groupe topologique des groupes matriciels) et par connexité de
SO3(R) x Go,elle est d’image connexe incluse dans G et contenant Gy. Un raisonnement analogue au
précédent permet de montrer que 'image de ¢ est exactement Gjy.

(iii) Supposons tout d’abord que Go # {Id}. On va alors montrer que Gy contient une rotation d’angle
7 (un retournement). Pour cela, soit g € SO3(R). Il existe une base orthornormée dans laquelle g peut
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cos(d) —sin(@) 0
g’écrire sous la forme : | sin(f) cos(d) 0O
0 0 1
On a alors tr(g) = 2cos(d) + 1, et application ¢ : g € SO3(R) — cos(f) = % est continue.
On veut montrer qu’il existe R € Gg tel que ¥(R) = —1 & tr(R) = —1 = 1 4+ 2cos(f) & 6 = 7 (on
a bien équivalence). Pour cela, on remarque que,pour une matrice de rotation r € SO3(R), § = § <
tr(r)1+2cos() = 1. Dans ce cas, comme r correspond & une rotation de 7, r? correspond & une rotation
de 7. On rappelle en effet le résultat suivant : dans la méme base, la composée de n rotations par rapport
au méme axe, d’angles (;)1<;<n est une rotation d’angle Y_'"_; 6;. Donc, Jr telle que ¢(r) = 0 = IR = r?
telle que ¥(R) = —1.

Montrons qu’il existe s € Gg tel que ¥(s) < 0.Par hypothése, G contient une rotation ¢ distincte de
l'identité. Quite a considérer ¢!, on peut supposer qu’une mesure 6 de son angle appartienne & |0, 7]
. Si cos() < 0,0on choisit s = g.Sinon, cela signifie que 0 €]0, [, et on cherche alors N € N tel que
NO € [5,7[: N = E(35) + 1 convient car

T T T ™ T
— <FBE(=)+1<—=+1==-<NO<—-+6

55 < (20)+ <9t 5 < <gto<m

On choisit alors s = g"V. L'image de G par 1 est un connexe de R contenant 1 (s) < 0, et ¥(Id) = 1.
Donc il existe r € Gy tel que ¥ (r) = 0. Par conséquent, G contient bien un retournement.

Mais Gg est normal dans SO3(R), par conséquent, il contient ’ensemble des retournements de SO3(R),
qui engendrent SO3(R), donc Gy = SO3(R), donc G = SO3(R).

(iv) Si Go = {Id} :montrons alors que G = {Id} :tout d’abord, on peut remarquer que ’ensemble
des composantes connexes sont réduites & des sigletons. En effet,soit G’ une composante connexe de G,
I'application (g,h) € G’ x G’ — gh™! € G (notons la ® est continue,donc d’image connexe incluse dans
G et contenant l'identité (on prend g € G' = ®(g,g) = Id), ce qui est impose G’ = {g}, car dans le cas
contraire, s’il existe un élément h # g, ®(g,h) # Id (car il y a une unique inverse dasn un groupe), mais
dans ce cas, Id C Im(®) (strictement), ce qui contredit le fait que Go = {Id}.

Donc, si G # {Id}, et si g € G\ {Id},I’application h € SO3(R) — hgh~! € G est constante égale a g,
car continue et d’image connexe dans G (méme raisonnement que précédemment). Donc, Vi € SO3(R),
hgh™! = h < hg = gh, ce qui est absurde car cela signifie g € Z(SO3(R)) (centre de SO3(R), qui est
seulement ’identité (voir un peu en desous)). O

Remarque : pour mieux visualiser SO3(R) (car & priori, le fait qu’il soit simple n’a rien d’intuitif),on
peut utiliser les représentations (on en parlera un peu plus loin).Voici un lien trés intéressant concernant
représentations et le groupe SO3(R) (et d’autres groupes) :

http ://gregegan.customer.netspace.net.au/ORTHOGONAL/03/WavesExtra.html#DC

(The Double Covers of SO(3) and SO(4))

2.7 Centre d’un groupe, groupes projectifs

2.7.1 Definition: On appelle centre du groupe (G, L) le sous ensemblede G : {x € GVy € G,z Ly =y L z}.
On note Z(@G) ce sous ensemble. Z(G) est 'ensemble de éléments de G qui commutent avec tout les autres
éléments de G.

Remarque : Le centre d’un groupe contient toujours 1’élément neutre de ce groupe et donc toujours non
vide.

2.7.2 Proposition: Le centre d’un groupe est un sous groupe distingué de ce groupe.

Preuve: Soit z € Z(G)et g€ G :g Lax L gt=g L g7' L a=x € Z(G). O
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2.7.3 Definition: Le groupe projectif d’un groupe matriciel H est H/Z(H) ou Z(H) est le centre de H.
On en déduit donc les groupes projectifs des groupes dont on a déterminé le centre ci-dessus.

Remarque :Lorsque je détermine les centres, je donne la forme nécessaire qu’ils doivent avoir (condition
nécessaire pour qu’un élément soit dans le centre). Mais, bien évidement, on doit égalemnet vérifier que
la condition est suffisante. Or dans tous les cas (sauf Heisenberg, ou c’est un peu plus compliqué, on le
verra partie 1.6), il est clair qu’une matrice de forme af,, commute avec toutes les autres (c’est pourquoi
je ne le vérifie pas en dessous, et a chaque fois qu’un centre est de cette forme, donc tachez de le retenir,
d’autant plus que c’est évident).

Remarque :Toujours lorsque je détermine les centre, on retrouve ’équation matricielle AB = B A, suivi
d’une équation : cette équation avec des sommes traduit & chaque fois que si 2 matrices C et D sont
égales, leurs coeflicients sont égaux, c’est a dire : ¢;; = d;;Vi,5 € N.

2.7.4 Proposition: Le centre de GL,(K) est al,, o € K et a # 0.

Preuve: On utilise B = L 0
0 I,

Avec p + ¢ = n.Cette matrice est clairement dans GL,,(K). Soit B € GL,(K).

n

n
AB = BA = Zaikbk]‘ = Z bikakj\v/iaj eN
k=1 k=1

Comme B est diagonale, on a : a;;b;; = b;a;;.51 1, > pout,j < p+ 1, on a une égalité triviale car
bi; = bj; = £1. Supposons que ¢ < j. Alors on peut trouver p et q tels que ¢ < p < j. On a alors

a;; = —a;; = a;; = 0. Donc A est diagonale. Montrons que les coeffiecients diagonnaux sont égaux : on
I,, 0 0 O
s . 10 01 O
considére la matrice C = 0 10 0
0 0 0 I,

Avec p1 + p2 + 2 = n. C’est une matrice de permutation 2 x 2 qui change le signe du déterminant (car
on peut considérer que la matrice B est une permutation des 2 lignes de la matrice I,,)). AC = CA =
Qpy+1,p1+1 = Gp,+2,p,+2 En faisant varier p; et pa, on déduit que les coefficients diagonnaux sont égaux.
Si on les pose égaux a «, on déduit la proposition. O

2.7.5 Proposition: Le centre de O, (R) est £1,.

Preuve: On remarque que les 2 matrices B et C' utilisés dans la preuve précédente sont orthogonales.
La seule chose qui change, c’est qu’on a det(A) = £1 = o™ car A est orthogonale, = o = +1. ]

2.7.6 Proposition: Le centre de SL,(K) est al,, a« € K et o™ = 1.

Preuve: On utilise les matrices de transvections Tj;,7 # j avec des 1 sur la diagonale, des 0 partout
ailleurs et le coefficient 1 sur la ligne ¢ et la colonne j . On peut écrire T;; = I,, + E;; ol E;; est une
matrice élémentaire avec des 0 partout et 1 sur la ligne i et la colonne j. Ces matrices sont toutes de
déterminant 1. ATZ'J' = Ti’jA = A(In—‘rE”) = (A(EU +In) = AEZ‘J‘ = E”A On a alors : 22:1 ApkCks =
> hy CpkQksVp # S, & :Sis# jetp=i,a; =0Vs=j.Sip=ioujets#ja;s=0Vp=i Enfin,
sip=1,s =7, a;;j = aj;. On déduit alors, en faisant varier ¢ et j,que A est diagonale. Pour montrer

I,, 0 0 0 O
0 01 0 O
que les coefficients diagonnaux sont égaux, on utilise: D=1 0 0 0 1 0 si n > 3. La matrice
0 1.0 0 O
0 0 0 0 I,

"introduite" dans 'identité est une matrice de permutation de déterminant 1 qui permet (comme pour
GL,(K)) de montrer que les coefficient diagonaux sont égaux. O
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2.7.7 Proposition: Le centre de U, (C) est al,, a € C et | a |= 1.

Preuve: La encore, les matrices utilisées pour GL,,(K) sont valables. La seule condition supplémentaire
est [det(A) |=1=a" = |a|=1. O

2.7.8 Exemple: de groupes projectifs PGL,(R)

PGL,(R)=GL,(R)/Z(GL,(R)) = A; U A3 U ...U A, avec A, 'ensemble des matrices invesibles de
coefficient a;; = 1; A 'ensemble des matrices inversibles telles que a;; = 0 et aj2 = 1, et de facon
générale, Ay 'ensemble des matrices inversibles telles que a1; = a2 = ... = ai,k—1) =0et arp = 1. On
retrouve ce résultat avec un raisonnement analogue a celui du plan projectif, et en remarquant que A, 41
n’est pas dans GL,(R) , car les matrices de cet ensemble ont une ligne nulle.

2.7.9 Exemple: Aprés cet exemple un peu théorique, regardons quelque chose de plus simple : PSLo(R)

D’aprés ce quon a fait précédement, soit a? = 1 = a = £1. Donc,PSL2(R) = SLy(R)/ {£ 1>}
On va déja caractériser SLa(R) :

On écrit :A € SLy(R), A = ((Cl Z ) De plus, det(A) =1 = ad — be. Supposons a # 0 : Donc d = HTbc
a b
et A = c 14be

On note B l’egseble de ces matrices.

Si a = 0. Supposons que b # 0. On s’arrange (en multipliant pas Is ou —I pour que b > 0) On a
det(A) = —bc=1= ¢ = —+.Donc A = ( 01 Z )

)

On note Bs 'ensemble de ces matrices. Enfin, a = b = 0 n’est pas possible car dans ce cas, det(A4) = 0 #
1.Donc SLy(R) = By U By. Plus précisément, on peut méme écrire SLy(R) = C; U Cy U C3 U Cy avec
Cy = {A € By,a11 > 0}, aq1 étant le coefficient de la premiére ligne et de la premiére colonne de la matrice
A. Puis Oy = {A € By,a11 <0},C3 = {A € Ba,a12 >0} et C4 = {A € By, a12 < 0}. On remarque que
Bl :01UCQ et B2 103UC4.

Il ne nous reste plus qu’a faire le quotient par {£I>} : on remarque que tout élément de Cy admet
un représentant qui est dans Cy, que tout élément de Cy admet un représentant qui est dans Cs. Par
conséquent, PSLy(R) = C; U Cs.

2.8 Groupe dérivé

2.8.1 Definition: On appelle comutateur des éléments g et ¢’ de G I’élément de G noté [g, ¢'] et donné
1 -1

par [9,9'] =g.9'.97 "9

2.8.2 Definition: (proposition) L’ensembles des commutateurs de éléments de G est un sous groupe
distingué de G appelé sous groupe dérivé de G et noté D(G).

Preuve: Soit : h € D(G) :3z,y € G tels que h = z.y.x L.y=t. Soit 2 € G : z.hz l=zaxyarly tz1=
(zz.z7Y).(zy27 Y. (zx7 ) (2727, Soit w = (z.2.271)

et v= (25271 (u,v € G) : z.h.z" ' =uwvau~tw™! donc D(G) < G

L’intérét du sous groupe dérivé d’un groupe réside dans le fait que G/D(G) est le plus grand quotient
abélien de G. Cela signifie que si H est un sous groupe normal de G tel que G/H est abélien, alors on a
une injection de G/H dans G/D(G). O

2.8.3 Proposition: G/D(G) est le plus grand quotient abélien de G.

Preuve: Montrons tout d’abord que G/D(G) est abélien (On ne rappellera pas que G/D(G) a, comme
D(G) est normal dans G, une structure de groupe). Soient g et g’ des éléments de GG/ D(G). Alors comme
[g,4'] est un élément de D(G),on ae=[g,¢'] =g9.9".97 .¢'~ =g.¢9'.97L.¢’~!. Donc g.¢’ = ¢’.g. Comme
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g et ¢’ sont quelconques dans G, on a bien montré que G/D(G) est abélien. Remarquons maintenant
que si H est un sous groupe normal de G tel que G/H est abélien, alors si g et ¢’ sont éléments de
H et si g désigne la classe d’équivalence de g dans G/H, g.g/ = ¢’.g. Soit encore g.¢’.g~1.g'~1 = &.
Cette derniére égalité prouve que [g, g’'] est un élément de H. Comme g et ¢’ sont quelconques dans G,
nous venons d’établir que D(G) C H. Montrons 'existence d’une injection de G/H dans G/D(G). Soit
0:G/H — G/D(QG) telle que si g est un élément de G, 0(g) = g. On vérifie que 6 est bien définie et que
c’est un homomorphisme de groupe. Si 6(g) = € alors cela signifie que g € D(G). Mais d’aprés I'inclusion
précédente, cela signifie aussi que g € H et donc que g = €. O

2.9 Groupe de Heisenberg

On peut se demander, avec tous les groupes matriciels que nous avons vu, si tous les groupes représentés
dans une matrice (c’est a dire, les groupes dont la loi de groupe peut étre représentés par une matrice)
sont des groupes matriciels. Nous verrons ici que ce n’est pas le cas.

2.9.1 Lemme: Si H est un sous-groupe additif de R non réduit a {0}, soit H est dense dans R, soit il
. existe a tel que H = aZ.

Preuve: Soit H un sous groupe additif de R non réduit a {0} et a = inf{xr € H,z > 0} = infH*. Cet
ensemble est minoré par 0 et H™* est non vide donc il existe au moins un élément dans H**, et a est
donc bien défini.

Supposons que a # 0 et montrons par I’absurde que a € H : Si a ¢ H, alors Jz,y € H tels que
a<zr<y<22adonca—z<0<y—z<a:

Pourquoi cela? Par la caractérisation de la borne inférieure. Soit un ensemble A. Ve, 3z € A tel que
y — e < inf(A). Puisque a n’est pas dans H, a < y. En prenant ¢ = ¢, on trouve qu'’il existe au moins
un élément = de sorte que a <y <=a+ 5 = %a < 2a. Puis on pose ensuite ¢’ = 5%, on obtient alors

2
r—¢ <inf(A), soit a <z <z + 5% <y < 2a.

Remarque : ce raisonnement permet de montrer que si la borne inférieure a de I’ensemble A (respecti-
vement : supérieure) n’est jamais atteinte, il doit exister une infinité d’éléments (par exemple une suite
x, € AV) de sorte que lim x, = a.

n—oo

On reprend le raisonnement : y —x € H et y —x < a ce qui contredit le fait que a est le plus petit élément
positif de H.Ainsi, nécessairement : a > 0= a € H.

Puis : a + a = 2a est dans H, puis par récurrence, H C aZ ou Z est ’ensemble des entiers relatifs.
Montrons qu’il y a égalité : s’il existe x € R et k € Z tel que ka < = < (k + 1)a, alors 0 < z — ka < a,
mais si on pose y = x — ka, cela contredit le fait que a est le plus petit élément positif de H. Conclusion :
H=aZ

Puis : si @ = 0: Soit z dans R.Soit £(x) la partie entiere. Vb, 3z € H tel que 0 < x < b, donc z = E(Z)x+r
avec 0 <7 <bcar E(2) <2 < E(Z)+ 1donc E(Z)r < z < E(Z)z + x, mais comme x < b, c’est bon.
Finalement, Vb € R, il existe un élément de H (nx est dans H car H est un sous-groupe additif) tel que
| z—nx |< bet cela Vz € R. Donc H est dense dans R. O

2.9.2 Proposition: Soit w un irrationnel : on pose G = {nw+p,n,p € Z}. G est dense dans R.

Preuve: G est un sous groupe additif de R (facile a vérifier). Soit a = inf {x € G,z > 0} : d’aprés la
preuve du lemme ci-dessus, si a = 0, G est dense dans R, mais si a # 0, G = aZ. Supposons par ’absurde
que a # 0. On a alors G = aZ : donc, pour ny; > 0,19 > 0,p; > 0,p € Z,3k, k' € Z tels que nyw+p; = ka
et now +po = k'a
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Prenons no = ny, pa > p1 : now + pa = k'a,k’ > k. Donc a = "1wk+p1 = "1“,;,“’2 , ce qui donne
wni (k' — k) = (p2 — p1) > 0 et enfin w = nfﬂ;’fk) : absurde!
Par conséquent, a = 0 et G est dense dans R. O

On peut maintenant parler du groupe de Heisenberg

On note SUT,, (R) ’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n ot tous les coefficients sur la
diagonale sont des 1. On vérifie trés simplement que c¢’est un groupe maticiel. De plus, soit A € SUT, (R) :
on peut écrire : A = I, + B avec B € T,F(R), 'ensemble des matrices réelles triangulaires supérieures
strictes.

0 .- 1
2.9.3 Proposition: Le centre de SUT, (R) est l'ensemble : ¢ Iy +aEy, | Evn=1: .. o
0 --- 0

Preuve: Comme d’habitude : soit A une matrice de SUT, (R) commutant avec I’ensemble des matrice
B appartenant & ce méme groupe :

AB=BA& (A +1)B +1,)= (B +I,)(A' +1,);A',B € TH(R) & A'B' = B'A’

Donc Z(SUT,(R))” = "1, + Z(T,F (R)) (le centre est le méme & addition prés,cependant, T, n’est
pas un groupe,il est donc inexact de parler de son centre, d’out les "."). Déterminons le "centre". Rappel :
soit T' = (ti,j)lgi,jgna siT e TJ(R), ti)j = 0Vi > J- Donc, on pose A = (ai,j)lgi,jgn: B = E@j,i <

(matrice élémentaires de 7,7 (R), qui, de plus,en forment une base).

n n
AB =B A & Zap,kek,l = Z ep K0k, 1P, 1 €N
k=1 k=1

Mais ey = 0sik # ¢,l # j, 1 sinon; et de la méme maniére : e, ; = Osip # 7,k # j. Le systéme se réduit
alors a :

0=0sip#£il#j

ap; =0sil=jp#1

a1 =0sip=1il#j

Qg5 = Qj,j Sip:i,l :j

Mais A’ est triangulaire supérieure stricte, donc a,, = 0Vq > r. Finalement, il s’agit de regarder comment
adapter 7, j;4 < j pour obtenir des simplifications :

On peut choisir j =n,i=1,2,...,n — 1 pour obtenir a,; = 0Vp, Vi < n.

On peut ensuite choisir i =1, j = 2,3, ...n pour obtenir a;; = 0VI,Vj > 1.

On a donc a4, = 0Vr # n,q # 1 car l'intersection des 2 systémes ci-dessus n’est pas valable pour
i =mn,j =1 qui correspond alors & a; ,,. Ce coefficient est donc non nul. Donc le centre de SUT, (R) est
bien de la forme annoncée. U

On introduit Z,, = Z(SUT,(Z)),c’est a dire le centre du groupe de Heisenberg dont les éléments sont des
entiers relatifs. On vérifie facilement que SUT,,(Z) est bien un groupe.

On vérifie que A = I, + kE1,,k € Z est bien la description de ce centre. On définit le groupe de
Heisenberg comme étant Heis,, = SUT,(R)/Z, .Vérifions que c’est un groupe : il suffit de prouver que
Z,, est normal dans SUT, (R). Pour cela, soit T' € SUT,(R), Z € Z,.

TZT ' =T(I, +kEy,)T ' =1, +kTE,, T ' =1, + kEy, € Z,

(la derniére égalité se vérifie par un bref calcul)
On vérifie alors facilement que ce groupe correspond & SUT, (R), mais avec le coefficient a;, de la
premiére ligne et de la n-iéme colonne. dans R/Z = S*.
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Groupe de Heisenerg Heiss
1 =z =z
Le groupe de Heisenberg de taille 3est : = |0 1 gy
0 0 1

Avec (z,y) € R?, 2 € R/Z. On notera w un élément w de R ramené 4 R/Z. On rappelle que w = w—[w],
[] étant la partie entiére. On remarque que l'on a pas, en général :wy + wy = W7 + Wz mais qu’on a
cependant : Wy + W3 = wi + wsy et Wy + we = wy + wsy (on le prouve en utilisant le rappel).

2.9.4 Proposition: C’est un groupe topologique tel que (en notant - la loi de groupe).
(@,y,2) - ("¢, 2") = (@ + 2",y + v, 2 + 2/ +2y))

(l',y, Z)_l = (—1’7 —Y,—2— my)
(Z‘,y, Z) : (x/ayla Z/) : (.Z', yaz)_l : ($/7 y/7 Z/)_l = (05 O,J}y/ - l‘/y)

De plus, la loi de groupe est bien continue (I’addition de deux éléments est continue, et pour la derniére
partie de la loi de groupe (troisiéme composante), il y a également continuité si on considére que 1 =0).

On remarque que la troisiéme ligne est en fait un calcul du commutateur de 2 éléments du groupe de
Heisenberg de dimension 3 , c’est & dire [(z,y, 2), (¢, ¢/, 2")] = [w,w'] (w,w" € Heiss).

Preuve: La loi de groupe est : (z,y,2) - (2/,¢',2") = (x + 2",y + ¢,z + 2’ + 2y'), qu’on vérifie en
faisant la multiplication de 2 matrices de ce groupe, mais z + 2z’ + zy’ € R/Z.0On a donc prouvé la
premiére relation. Déterminons le neutre : soit e = (ey,eq,e3),0 = (v1,79,73) : ¥ -e = aVax € R3
= (x1+e1, 22+ e, x3+e3+x169=(21, 22, 23) donc e; = e; = e3 = 0. Le neutre est (0,0,0). On remarque
maintenant que la seconde relation découle directement de la premiére et que la troisiéme découle de la
seconde. En effet (pour la troisiéme),

(z,y,2) - (&9, 2)  (z,y,2) " (@9, ) =@+ y+y, 2+ 7 +ay) (z,y,2) 7" (@Y, )"

=@y, 2+ Fay —Z—ay+ (v +a') x (-y)) ("9, )7

(@' y, 7 +ay —a'y) = (0,0,2" +ay —a'y — 2/ —a'y +a' x —y) =

0.0, 7Fay =Ty =7+ &7 —77) = (0.0.757 =)

Donc le commutateur est dans R/Z et le couvre entiérement. ]

On va maintenant montrer que le groupe Heiss n’est pas un groupe matriciel.
2.9.5 Théoréme: Il n’existe aucun homomorphisme continu de groupe

¢ : Heiss — GL,(C)
de noyau trivial kerop = 1(I3) (neutre du groupe).

Preuve: Supposons 'existence d’un tel homomorphisme, et supposons également que n est ’entier mi-
nimal ayant cette propriété. Vg € Heiss, la matrice ¢(g) agit (ou opére) sur les vecteurs de C". On va
identifier Z(Heissz) & l’aide du cercle S!. Le cercle a ce qu’on appelle un générateur topologique zg, c’est
un élément dont les puissances engendrent le cercle . Cette notion de générateur est trés utile dans la
classification des groupes de Lie compact, mais on ne développera pas cela. Explicitons un tel générateur :
si 7 est irrationnel on sait que Vs € R, dp,q € Z,

|s—pr—q|<e

pour la preuve, voir plus haut : chapitre 9.1). Cela implique que e*”" est un générateur topologique du
g g

cercle car ses puissances sont denses dans S'. Maintenant, soit \ une valeur propre pour la matrice (2),
et un vecteur propre v. Quitte & remplacer zo par z; - %, on peut supposer que | A |> 1.

=@y, 2+ —ztay+ay —ay—ya') (2, 2)”

1
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Rappel : si A est valeur propre non nulle d’une application linéaire f (ce qui est possible car f est inversible
et que toute application linéaire admet une valeur propre au moins dans C) et que celle ci est inversible
(ce qui est le cas ici car le noyau est trivial),

f) == £ ) = A @) =2 = £ (w) =

De plus, comme ¢ est un homomorphisme,

Supposons | A [> 1, alors
(z5)v = p(20) v = Ao

2 moyens de voir les choses : dans ce cas ¢ admet une infinité de valeur propre, ce qui est impossible car
on est en dimension finie.
Ou :

le(z0)]| =1 A IF

(en utilisant une des propriétés de la norme). Donc,

lim [l(=5)]| = o0

Cela implique que ¢(S') est non borné. Mais ¢ est un homomorphisme continu et S! est compact, donc
©(Sh) doit étre borné.

La seule possibilité est donc | A |= 1. Comme ¢ est un homomorphisme de groupe, Vg € Heiss, on a :
e(z0)p(g)v = @(209)v = @(g20)v = @(g)p(20)v = Ap(g)v
Donc ¢(g)v est un autre vecteur propre pour la valeur propre A. On pose :
Vi ={veC": 3k < 1,tq(p(z0) — M) v =0}

Alors V), C C"™ est un espace vectoriel qui est fermé par les actions de toutes les matrices ¢(g) avec
g € Heiss. Soit ky > 1 le plus grand nombre pour lequel il existe un vecteur vy € V) qui vérifie :

((20) — Aln)kovo = 05 (¢(20) — /\In)koilvo

(cet entier existe, car on rappelle que I’espace Ey = (f — A d)* correspond au sous-espace caractéristique
associé a la valeur propre A, k étant la multiplicité de la valeur propre. Réciproquement, si cet espace est
non vide, cela implique que A est une valeur propre de multiplicité au moins k. Si kg > 1, cela signifie
qu’il existe des vecteurs non nuls u,v € V) tels que

w(z0)u = Au+ v;o(z0)v = Av
(de par la décomposition par blocs de Jordan d’une matrice). Dans ce cas,
Pz = p(z0)*u = Nou + kAP 1o
(se montre par récurrence), et puisque v # 0,
)| = ()| 21 A+ kv | — oo

quand k — oo. Cela contredit également le fait que (S') est borné. Donc kg = 1 et V) est I'espace
propre associé & la valeur propre A.

Ce raisonnement permet de prouver la proposition suivante :
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2.9.6 Proposition: Soit G un groupe de topologique compact et p : G — GL,,(C) un homomorphisme
continu de groupes. Alors, Vg € G, p(g) est diagonalisable.

En effet, ce qu’on a fait précédement permet de dire que les seules valeurs propres possible sont de module
1, et que V) est le sous espace propre.Mais par définition de V),

(p(20) — ALp)v = 0Vv € C"* = p(z0)v = Av

, ce qui prouve que p(g) est diagonalisable et qu’il n’y a qu’une unique valeur propre possible.

Apreés avoir choisi une base pour V), on obtient un homomorphisme continu 0 : Heis3 — G L4(C) tel que
0(29) = M. Par continuité, tout élément de S! a la forme d’un scalaire multiplié par ;. La minimalité
de n implique que d = n, et on peut donc écrire p(z9) = AI,. Par I’équation des commutateurs de Heiss,
tout élément de S! peut sécrire :

z=ghg 'h~! € Heiss; g, h € Heiss
Comme le déterminant det et ¢ sont des homomorphismes continus de groupe,
det(p(2)) = det(p(ghg™ h™")) = det(p(g))det(p(h))det(p(g~))det(p(h ™))

= det(p(g))det(p(h))det(p(g) ") det(p(h) ™) = det(p(g))det(p(h))det(p(g)) " det(p(h) ™ =1
Donc il existe une fonction uS!' — C* telle que Vz € S*,

0. = p(2)g; p(2)* =1

Mais comme S' est connexe par arcs, u(z) = 1¥z € S'. Donc Vz € S' I'unique valeur propre possible est
1. Donc S' C kery, ce qui contredit le fait que kery est trivial.

Donc le groupe de Heisenberg Heiss ne peut étre assimilé & un groupe matriciel. Un raisonnement
analogue permet de prouver qu’aucun des groupes de Heisenberg Heis, ne peut étre un groupe de
matrice. O

3 Actions de groupe

Le but de ce chapitre est de montrer 1'utilité des actions de groupes pour mieux comprendre leur
structure, et de parvenir a la notion de représentation d’un groupe das un espace vectoriel (un outil plus
simple que les groupes).

3.1 Définitions et exemles

Dans tout le paragraphe qui vient,X désignera un ensemble et (G,.) un groupe.On notera e le neutre de
G.

3.1.1 Definition: On dira que le groupe G agit (ou opére) sur ’ensemble X si il existe une application
0:Gx X — X telle que :
- Pour tout x dans X, f(e,z) =z

- Pour tout g1, 92 € G,0(g1,0(92,z)) = 0(g1.92, x).
On dira aussi que 0 définit une action de G sur X.

D’un point de vue équivalent, on peut montrer que G opére sur I’ensemble X si ’on dispose d’un mor-
phisme de groupe dit associé a action ,¢ : G — Sx, le groupe symétrique de X (c’est a dire le groupe
des permutations de X (=bijections de X sur lui-méme)). Un tel morphisme est appelé représentation du
groupe G. Il est lié & 'action par g -z = (¢(g))(z),Vg € G,Vz € X.

Remarque : Afin de simplifier les notations, et quand aucune confusion n’est & craindre, on écrira, si
g€ Getae X alors 0(g,z) = g.x.
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3.1.2 Definition: Soit 6 une action de G sur X. On dira que ’action est fidéle si 6 vérifie : pour tout
z € X et gx=x alors g =e.

3.1.3 Definition: On dira que l'action 6 de G sur X est transitive si Vz,y € X3g € G/g.x = y.

3.1.4 Definition: Soit z € X et soi § une action de G sur X.
- On appelle stabilisateur de x et on note stab(x)le sous ensemble de G noté par stab(x) = {g € G/g.x = x}.
- On appelle orbite de x et on note w(x) le sous ensemble de X donné par {g.z/g € G}

3.1.5 Definition: Si g est est un élément de G et que 6 est une action de G sur X, on appelle fizateur
de g et on note fiz(g) ou X9 le sous ensemble de X donné par fixz(g) = {z € Xg.x = x}. De méme si K
est une partie de G, on notera XX I’ensemble des = € X tels que pour tout g € K, g.x = .

On s’intéresse maintenant & un groupe G agissant sur un ensemble X via une action 6.

3.1.6 Proposition: La relation sur X définie par : si v,y € X,x ~ y < y € w(x) est une relation
d’équivalence sur X.

Preuve: Comme d’habitude réflexitivité, symmétrie, transitivité,... (I

Remarque : Les actions de groupes nous permettront donc de partitionner des ensembles suivant des
classes d’équivalence.

3.1.7 Proposition: Si x est un élément de X alors Stab(z) est un sous groupe de G.

Preuve: Remarquons que e est toujours un élément de Stab(x). Remarquons aussi que si g € Stab(x)
alors z = e.x = (g7 1.9).x = (97 *.(g.z)) = g~ '.z. Donc g1 est un élément de Stab(x). Soient maintenant
g,g' € Stab(x), alors on vérifie facilement que g.g'~! € Stab(x). O

3.1.8 Proposition: Si z et y € X sont éléments d’une méme orbite alrs Stab(x) et Stab(y) sont des
sous groupes conjugés de G.

Preuve: Comme x et y sont dans une méme orbite, il existe h € G tel que h.x = y. Mais alors si
g € Stab(z),h.g.h~! € Stab(y) : h.g.h 'y = h.gx = h.x = y. Donc h.Stab(x).h~* C Stab(y). On
montrerai de méme que h~1.Stab(y).h C Stab(z), Ce qui nous prouve que h.Stab(z).h~t = Stab(y). Et
que ces deux groupes sont conjugués. O

3.1.9 Proposition: Soit x € X. On a une bijection entre G/Stab(x) et w(x).

Preuve: Afin de démontrer cela nous allons définir une application f : G/Stab(z) — w(x) par : si
g € G/Stab(x) alors f(z) = g.x.

Montrons que f est bien définie : Si g et ¢’ sont des représentants de g alors il existe h € Stab(x) tel que
g = g.h. Donc ¢'.x = g.h.x = g.z. f ne dépend donc pas du représentant de g choisie et est donc bien
définie.

Montrons que f est injective : Si g.x = ¢'.y alors ¢'"!.g est un élément de Stab(x). Autrement dit
g~ lg==¢et g=g'. f est donc injective.

f est surjective : Siy € w(x) alors par définition de w(x), il existe g € G tel que g.x = y.

Donc f(g) = y. La proposition est maintenant démontré. O

Liens entre quotient de groupes et actions de groupes : on va faire le lien par des observations simples,
ce qui nous permettra d’introduire la sous-partie suivante.

3.1.10 Proposition: Si un sous-groupe H de G n’est pas normal dans G (et méme si c’est le cas), alors
G agit de fagon transitive sur G/H.
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Preuve: Soit « € G/H : Vg,gx € G/H car x = zh,z € G,h € G/H,g € G et donc gz = gzh. x et
gz ont donc le méme représentant (ils appartiennent & la méme classe d’équivalence). Soit x,y € G/H
et T = 2/, = y' les représentants de la classe déquivalence,de sorte qu’il existe h,h’ € H tels que
x = 2'h,y = y'h’ Soit g = yh'h~ta'"t = yx~! : gr = yh'h'2'"12’h = yh' = y. L’action est bien
transitive. ]

3.1.11 Proposition: L’action de G sur G/Stabg(x) est toujours transitive (et elle arrive dans w(x)).

Preuve: Soit 2 éléments y, z de w(z) : 9,9’ € G/Stabg(x) tels que y = g,z = g’z = z = ¢'g tgr =
g'g71z. L’action est bien transitive. Autre moyen : on vérfie que G/Stabg(x) n’est pas normal dans G. O

3.1.12 Proposition: Si une action d'un groupe G sur un ensemble X est transitive, alors w(z) =
w(y),Va,y € X : lorbite est unique.

Preuve: Par la transitivité, soit z,y € X :3g € G tel que y = gxr = ¢’y = ¢'gx,Vg € G. Donc,
Vz € w(y), g’ tel que z = ¢’y = ¢'gx € w(z). On raisonne de la méme maniére avec w(x), ce qui prouve
le résultat par double inclusion. O

3.1.13 Exemple: S? n’est pas un groupe car S* est homéomorphe au quotient SU(2)/U(1) = S?/S! mais
U(1) n’est pas normal dans SU(2).

Preuve: On a déja prouvé que, si A appartient & SU(2), A est de la forme : (uv Z) avec | u |? + |
v|?=1

On cherche alors & représenter U(1) plongé dans SU(2), autrement dit, on cherche & voir U(1) comme
un sous-groupe de SU(2). On vérifie que si on pose u = ¢?(0 € [0;27[),v = 0, on obtient comme repré-

6
sentation de U(1) : B = (60 e%) e SU(2)

Il s’agit bien d’un sous groupe de SU(1) et si on multiplie cet élément par un élément de SU(2) :

et? 0] u v ue'? ve'?
BA_<0 e‘“’) (—v u> _<—ve—i9 ue_i‘g)

Or,
luP+] v P=123

t-q | ul=cos(¢),| v|= sin(¢)

Donc Jay et as tel que

iozl iag

,v = sin(¢p)e
cos(o) sin(¢)eios
—sin(¢)e~iae cos(p)
Donc toute matrice de SU(2) est dans la méme classe déquivalence qu’une matrice de cette forme.
En posant

u = cos(p)e

Donc, en posant § = —ay et ag =ags —a; : BA=C = <

a = cos(¢),b = Re(sin(¢)e'*), c = Im(sin(¢)e*)

, en sachant que det(C) =1 (se vérifie facilement), on a
det(C) = a® +b* + 2

, et que a, b, ¢ varient dans [—1,1] : SU(2)/U(1) est donc homéomorphe & la sphére S2.
Vérifions maintenant que U(1) n’est pas un sous-groupe normal : on reprend les notations ci dessus
en prenant 6 quelconque : calculons tout d’abord A~! : det(A) = 1 = : en utilisant la formule d’inver-

T — i0 - _
sion d’une matrice 2 x 2. A~! = (u U) Soit : D= ABA~! = ( v U) (e 91‘0) (u U)
U U u 0 e v

([ ue?® e a —v\ _ [|ul?ef+|v|2e —2iuvsin(f)
— \—vet?  Tme vou ) —2imvsin(f) v |2 e+ |ul?e®
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On vérifie trés simplement que ce n’est pas un élément de U(1). Finalement, SU(2)/U(1) n’est pas un
groupe, donc S? non plus. O

On déduit donc que S? agit sur S3/S* = §2.
3.2 Espaces homogénes,action des groupes matriciels

3.2.1 Definition: Un espace homogéne est un ensemble muni d’une action transitive d’un groupe.

On va maintenant s’intéresser a ’action de certains de ces groupes : GL,(K) et O, (R) sur R” ou C™.

Le stabilisateur dans G de x € E avec E un espace vectoriel, est {g € Ggx = z}. En décomposant :
T =Y 1 xie; avec (€1,...,e,) base de E. gz =z = Y I | gwie; = > o xie; = ge; = e; si x; # 0. Clest
pourquoi, dans la suite, on ne va s’intéresser quau stabilisateur d’un seul vecteur, le reste se déduisant
de fagon plus ou moins symétrique. Ce vecteur sera e,, = (0,0, ...,0,1) en colonne.

3.2.2 Proposition: Le stabilisateur de GL,(K) pour e, est de la forme :
{A:(f Q,BeGhlﬂ@meﬂﬂnﬂ&}

alm 0
as n 0

Preuve: Ae,, = . =ey,=|.| Donca;, =0vitelquel <i < n—1eta,, = 1. Le stabilisateur
an,n 1

est de la forme annoncée. Reste & vérifier que B est inversible. On considére les vecteurs lignes de B :
l
Iy
B=| . Si B est inversible, [y, I,...,l,_1 sont linéairement indépendant. De plus, il est clair que

ln
b, = (v,1) n’est pas combinaisonlinéaire de [y, ls,...,l,—1, car leur derniére composante est nulle. Donc
B est inversible. Réciproquement, si B n’est pas inversible, by, bs,...,b,_1 sont liés, donc B n’est pas
inversible. On a donc nécessairement B inversible et v quelconque. On note GL(n — 1) le groupe de la

forme anoncée.C’est un exemple d’espace homogéne (espace sur lequel un groupe agit de fagon transitive).
O

3.2.3 Proposition: Le stabilisateur de O, (R) pour e, est de la forme :

{A:(? Q,Beonmm}

ain 0
az n 0
Preuve: Ae,, = . =e,=|. Donc a;n =0Vitel que 1 <i¢<n—1et ay, = 1.
Qnn 1
B 0 ‘
Donc: A= v 1 Comme A € O,(R), A'A =1, :

B 0 tB ty BtB Btv
tA _ — —
AA_(U 1) _(0 1) _<vtB 1+|U|2>_I”
En particulier, 14+ | v | 2=1=v=0. B!B = I,_; = B est orthogonale. On note O(n — 1) le groupe

de la forme anoncée.
C’est un autre exemple d’espace homogéne . O

3.2.4 Proposition: Le groupe O,,(R) agit transitivement sur la sphére S*~1.
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Preuve: On sait qu'une matrice orthogonale préserve la norme. Tout vecteur de norme 1 est également
de norme 1. L’action sur la sphére est évidente. Une fois qu’on a déterminé le stabilisateur, on détermine
a1,n

a2 n
Porbite de e, :soit A orthogonale : Ae,, = . , qui correspond & la derniére colonne de la matrice

ap.n
A. Ce vecteur est bien de norme 1.En choisissant cette colonne pour une matrice orthogonale, on vérifie
que Vz € S""! 34 € O,(R) telle que z = Ae,,.De plus, on a une bijection de Stab(e,) dans Orb(ey,).
L’action est donc transitive : soit =,y € R™ de norme 1: 3 A, B € O, (R) tels que : x = Ae,, et y = Be,,.
Soit e, = A71z, et finalement, y = BA~'x, avec BA™! € O,,(R). O

3.2.5 Proposition: Le groupe U, (C) agit transitivement sur la sphére S?"~1,

Preuve: Analogue a O, (R). O

3.2.6 Proposition: Le groupe GL,,(K) agit de fagon transitive sur (K™)*.

a1n
N , . 5 . a2’n . . .
Preuve: La encore, on détermine 'orbite : Ae, = . Soit z = Ae, : z # 0 car A inversible : =

an n
en = A7z # 0. De plus, en choisissant z # 0 comme derniére colonne de la matrice A, on peut compléter
cette colonne (ce vecteur) en une base de K", pour rendre A inversible. Ainsi Vz € S"~! 34 € GL,(K)
telle que z = Ae,,. De plus, on a une bijection de Stab(e,,) dans Orb(e,,). L’action est donc transitive : soit
2,y € K" de norme 1 : 3 A, B € GL,,(K) tels que : # = Ae,, et y = Be,. Soit e, = A~z et finalement,
y= BA 'z, avec BA™! € GL,(K). O

3.2.7 Proposition: Le groupe GL,(K) agit de fagon transitive sur lui méme (c’est & dire, ’ensemble
des vecteurs formant une base de K ).

Preuve: De maniére générale, on peut démontrer qu’un groupe opére transitivement (& droite ou bien a
gauche si le groupe est non comutatif) sur lui méme : soit G un groupe et soit g,¢' € G : gg~ g’ = ¢'.
Donc : Vg,¢' € G, 3z = g~ ¢’ tels que ¢’ = gz. Donc c’est le cas pour G L, (K). O

3.3 Connexité et actions de groupes

3.3.1 Proposition: GL,(C) est conneze.

Preuve: On le fait pas récurrence :

On reprend GL(n — 1)(C). Un théoréme de la partie action de groupe expliquait qu’il y a une bijection
entre G/Stabg(x) et Orbg(x). Ici, cela signifie :il existe une bijection entre GL,,(C)/GL(n—1)(C) et C™*
(de par l’action de GL,(C)). On utilise une récurrence :

Initialisation :

soit tout d’abord G = GLy(C). GL1(C) est connexe (évident) = H = GL(1)(C) est connexe, de méme
que G/H = C?*. Donc : par un critére de connexité sur le quotient de groupes (voir derniére proposition
de 'annexe de topologie), G est connexe. Hérédité :

Soit G = GL,+1(C) Supposons = GL,,(C) connexe, il en est alors de méme pour H = GL(n)(C). De
plus,G/H = C"+1* est connexe donc G = GL,11(C) est connexe. Conclusion :

GL,(C)n est connexe. Pour la suite, on ne refera jamais la récurrence compléte car elles se ressemblent
toutes,mais seulement I’initialisation. O

3.3.2 Proposition: SO, (R) est conneze.
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Preuve: On le fait par récurrence. Comme ces démontrations sont toutes analogues, je ne fais que
I’initialison.

On reprend SO(n —1)(R) (qu’on définit de la méme maniér que pour O, (R). Un théomréme de la partie
action de groupe expliquait qu’il y a une bijection entre G/Stabg(z) et Orbg(z). Ici, cela signifie :il existe
une bijection entre SO, (R)/O(n—1)(R) et S"~! (de par I'action de SO,,(R)). On utilise une récurrence :
Initialisation :

soit tout d’abord G = SO3(R). SO;(C) est connexe (évident) = H = SO(1)(R) est connexe, de méme
que G/H = S*. (remarque : il évident qu'un sphére est connexe). Donc : par un critte de connexité sur
le quotient de groupe, G est connexe. ]

3.3.3 Proposition: U,(C) est conneze.

Preuve: On le fait par récurrence. Comme ces démontrations sont toutes analogues, je ne fais que
I’initialison.

On reprend U(n —1)(C) (qu’on définit de la méme maniér que pour O, (R)). Un théomréme de la partie
action de groupe expliquait qu’il y a une bijection entre G/Stabg () et Orbg(z). Ici, cela signifie :il existe
une bijection entre U, (C)/U(n — 1)(C) et S?*~! (de par I’action de U, (C)). On utilise une récurrence :
Initialisation :

soit tout d’abord G = U3(C). Uy (C) est connexe (évident) = H = U(1)(R) est connexe, de méme que
G/H = S'. Donc : par un critte de connexité sur le quotient de groupe, G est connexe. ]

Remarque : des preuves analogue permettent de montrer que GL; (R),GL, (R) et SU, (C) sont connexes.
Cependant, ce résultat de connexité est moins fort que le précédent (car il ne dit rien sur la connexité
par arcs).

3.4 Représentations linéaires des groupes

3.4.1 Definition: Un groupe G est représenté dans un espace vectoriel E (sur un corps qui sera presque
toujours R ou C) si on a un homomorphimse D du groupe G dans un sous-groupe G du groupe des
transformations linéaires GL(F),c’est a dire le groupe des automorphismes de £ muni de la composition
des applications :

Vg € G,g— D(g) € GL(E)
Vg,9' € G,D(g.9") = D(9).D(g)
D(e)=1
Vg € G,D(g™") = (D(g))”!
(I désigne opérateur identité dans GL(FE)).

3.4.2 Definition: La représentation qui a tout g € G associe I € GL(F) est appelée triviale ou repré-
sentation identité.

3.4.3 Definition: La dimension p d’une représentation est la dimension de ’espace de représentation
E.

3.4.4 Definition: Une représentation est fidéle si G est isomorphe a G, c’est a dire kerD = {e}, ou
encore si D(g) = D(¢') & g = ¢'. Sinon, le noyau de ’homomorphisme D est un sous-groupe normal H
et la représentation est fidéle de de G/H dans E.
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Si E est de dimension finie p,on peut choisir une base e;,;i = 1,...,p, et associer & tout g € G la matrice
représentative de D(g) :

D(g)e; = e;Di;(g)

(avec la convention de sommation sur les indice répétés, voir convention d’einstein sur le net pour les
détails ;i indice de ligne et j indice de colonnes).

3.4.5 Exemple: Le groupe des rotations dans le plan admet une représentation de dimension 2, avec
des matrices

cos(0) —sin(0)

sin(0)  cos(9)

Maintenant, au lieu d’entrer dans les détails de cette partie des mathématiques, on va directement passer
au seul type de représentation qui nous intéresse : la représentation adjointe.Mais avant cela,quelques
prérecquis.

3.4.6 Definition: On dit que deux sous groupes H et K de G sont conjugués si il existe un élément g
de G tel que g.H.g7! = K.

3.4.7 Proposition: Si deuz sous groupes de G sont conjugués alors ils sont en bijection. Dans le cas o
leur cardinal est fini, ils ont le méme cardinal.

Preuve: Soient H et G deux sous groupes conjugués de G. Soit don g dans G tel que ¢g.H.g™' = K.
Définissons 0 : H — KO(h) = g.h.g~!. Légalité g.H.g~! = K nous permet d’étre convaincu de la
surjectivité de #. Pour I'injectivité : si g.h.g~' = g.h/.g~! alors en multipliant cette égalité & gauche par
g~ ! et a droite par g, on obtient h = A/, O

On note,pour tout élément g € G, aut, : G — G,z — aut, := grg~' 'automorphisme intérieur de G
associé & g (c’est un automorphisme de G). Alors 'application g — aut, dans Sg est un morphisme de
groupe (facile & voir).

3.4.8 Definition: L’action de groupe associée,définie par g -z := auty(z) = grg™!
par conjugaison de G sui lui-méme.

est appelée [’action

3.4.9 Definition: Pour tout x € G,l’orbite de x sous cette action est appelée la classe de congugaison
de g et est notée

C,={gzg7" | g€ G}

Ses éléments sont appelés les conjugués de .
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PARTIE II : Géométrie différentielle

Cette partie concerne des notions de géométrie différentielle. Elle est composée de 2 chapitres.

4 Sous variétés et variétés

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion de sous-variété,de variété, ainsi que des notions de
géométrie différentielle telles que ’espace tangent, qui seront indispensables pour la suite.

4.1 Sous-variétés

La géométrie différentielle a pour objet I’étude locale et globale d’objets géométriques appelés va-
riétés différentielles et leurs transformations. Ces objets interviennent dans de nombreux domaines des
mathématiques, allant des systémes dynamiques, équations aux dérivés partielles, géométrie algébrique
ou arithmétique et probabilités.

Avant de définir la notion de variété différentielle, nous allons définir et étudier les sous-variétés diffé-
rentielles de R™ qui en sont un exemple remarquable, généralisation naturelle des courbes et surfaces
réguliéres.

Au voisinnage de chacun des points, une sous-variété ressemble & un sous-espace vectoriel de R"™, si 'on
décide que deux objets se ressemblent lorsqu’ils sont difféomorphes- au moins localement.

L’une des principales difficultés de la Géométrie différentielle est la diversité des points de vue possibles,
qui correspondent aux différentes maniéres dont elles interviennent naturellement. I est indispensable
de savoir passer d’un point de vue & 'autre, et le géométre différentiel est une sorte de jongleur, qui
pour chaque probléme sait prendre en compte les différents points de vue appropriés qui constituent la
premiére étape de sa résolution.

1) Définition, premiéres propriétés.
Dans ce chapitre, on supposera que tous les difféomorphismes sont de classe C°.
4.1.1 Definition: (A) Soit M un sous-ensemble de R™. On dit que M est une sous-variété de dimension

p si en chaque point xg de M il existe un voisinage U de x¢p € R™ et un difféomorphisme local ¢ de U
dans un ouvert de R™ tel que I'on ait

p(UNM) = (R” x{0}) Ne(U)

© est appelé un diffeomorphisme rectifiant. Plus explicitement, cela signifie que Vo € U N M,on a p(z) =
(p1(z), ..., pp(2),0,...,0).



38

¢ ¢(x) |

L’entier p est appelé dimension de M en xg.

Remarque : (A) le diffeomorphisme ¢ s’appelle une "carte locale" de M en z(. On va voir que p est
bien définit et ne dépend pas du choix de .

(B) Etre une sous-variété est une propriété "locale", ce qui signifie qu’elle se vérifie en se restreignant au
voisinnage de chaque point.

L’unicité de la dimension en x et son indépendance de x pour une variété connexe résultent de la propo-
sition suivante :

4.1.2 Proposition: La dimention en un point x d’une variété est définie de maniére unique, et notée
dimzM. Si la variété M est connexe, cette dimention ne dépend pas du point choisi.

Si la variété M n’est pas connexe, il s’agit d’une union disjointe de variété connexes.

Preuve: En effet, si on avait deux difféomorphisme 1,09 tels que 1 (U N M) = p1(U) NRP x {0} et
©o(UNM) = @o(U)NRP x {0} alors ¢ = pp0¢p; ! serait un diffecomorphisme local défini sur un voisinnage
de 0 envoyant R? x {0} sur R? x {0}. On en déduit que di(0) envoie R? x {0} dans R? x {0}. Or d¢(0)
est une application linéaire bijective donc injective, ce qui entraine p < g. Par symétrie on voit que p = q.

Maintenant si ¢ : U — V est une carte en x, et y est un point de U, ¢ donne par translation une
carte en y : le difféomorphisme ¢ donné par ¢ (z) = ¢(z) — ¢(y) est une carte en y. On en déduit que
dimsM = dimyM et donc D, = {x € M | dimyM = p} est ouvert. Son complémentaire est réunion
d’ouverts M — D, = Uj;ép Dj, il est donc ouvert, ce qui entraine que D,, est a la fois ouvert et fermé. On
en conclut que si D, est non vide et M connexe, M = D,,. (]

4.1.3 Definition: Soit U un ouvert de R™, V un ouvert de R" P et un entier p tel que 1 < p >n — 1.
On dit que F': U — V (application C') est une submersion si dF(z) est surjective Vx € U.

4.1.4 Definition: Soit un entier p tel que 1 < p > n — 1 ,U un ouvert de RP, V un ouvert de R" et
j:U — V. On dit que j (application C!) est une immersion si dj(x) est injective Va € U.

4.1.5 Definition: Un plongement est une immersion injective qui est un homéomorphisme sur son image.
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4.1.6 Definition: Une application f est dite propre si 'image réciproque de tout compact par f est
compacte.

Remarque : quand on parle de différentielle bijective, surjective ou injective, cela signifie que la matrice
Jacobienne de la fonctions vectorielles de plusieurs variables F' = (f1, fa, ..., fx) (matrice dont la ligne ¢ est
constituée des dérivés partielles en x1, 2o, ..., z, de f;) est la représentation matricielle d’une application
linéaire bijective,surjective ou injective en tous points (z1, T2, ..., ) fixés.

Avant de prouver la proposition suivante,on va avoir besoin de ces deux théorémes (supposés connus pour
tout étudiant de L2) :

4.1.7 Théoréme: (Fonctions implicites) Soient E1, Eo, F' des espaces de Banach U,V des ouverts res-
pectivement dans Ey, Eo, et f: U x V — F une application C* ou k > 1. On suppose f(zo,y0) = 0 et
%f(mo, yo) inversible dans £(Es, F) d’inverse ontinue. Alors il existe des voisinnages U’ de xqg et V' de

Yo et une application p € C*(U', V') tels que
V(,y) €U x V', f(z,y) =0 <=y = p(z)

4.1.8 Théoréme: (Théoréme d’inversion locale) Si U,V sont des ouverts dans les espaces de Banach
Ei,Ey, et o : U — V est CF k > 1, et dp(xg) est un isomorphisme, il existe des ouverts U' et V'
contenant xq et yo = @(xo) et une application 1 € C*(V' U’) telle que p o) =)o = Id. L’application
@ est donc un difféomorphisme de U’ sur V',

Utiliser la définition ci-dessus pour démontrer qu’un ensemble est une sous-variété est parfois peu com-
mode. Il vaut mieux connaitre le plus grand nombre de définitions équivalentes pour utiliser chaque fois
celle qui est la mieux adaptée. En voici quelques unes :

4.1.9 Proposition: Soit M un sous-ensemble de R™. Alors M est une sous-variété si et seulement si
pour chaque point de xo de M :

(B)(équation) Il existe une submersion C*°, F : W — R" P (c’est a dire dF(z¢), est surjective) telle
que WN M= F~10).

Remarque : La condition (B) signifie que si on pose F(z) = (Fi(z),..., Fo—p(z)), les formes linéaires
dFy(z),...,dF,_p(x) sont linéairement indépendantes.

(C) (graphe) Il existe un changement de coordonnées (qu’on peut méme choisir linéaire), A : R — R”,
et une application C>°, f : RP — R P telle que

WNM=Wn{A(z f(z)) |€ R}

4.1.10 Exemple: Pour p = 0 une variété est simplement un ensemble de points isolés. Pour p =1 on
retrouve la notion de courbe plane réguliére injective propre du plan (n = 2) ou de l’espace (n = 3). Pour
p =n une sous-variété de dimension n de R™ est un ouvert de R".

Preuve: On note (DEF) la propriété de la définition d’une sous-variété.

(i) Montrons que (DEF) entraine la propriété (B).
Soit ¢ : M NW — RP x {0}. On note (u1,...,Up,V1,..., Un—p) les coordonnées sur R" et F : x
(v1(p(x)); -vs Vn—p((x))). Alors il est clair que

reEMNW << F(z)=0,et €W
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Or dF(0) est surjective car c’est la composée de la différentielle de (u,v) — v et de dep.

(#4) Montrons que (B) = (C).
Soit en effet (u,v) € W. Alors :

F(u,v) e W et F(u,v)=0 <= v=f(u) e uelU

Donc M est localement le graphe de f.

- (C) = (DEVF)

Quitte a faire un changement linéaire de variable, on peut supposer que M NW est le graphe de f : U — v.
Alors ¢ : (u,v) = (u,v — f(u)) envoie M N W sur R? x {0} N (U x V).

O

Notons qu’une sous-variété n’est pas a priori fermée. Par exemple la spirale, image de s — (exp(—s)cos(s), exp(—s)sin(s))
est une sous-variété, d’aprés le critére (C). de méme une droite privée d’un point est une sous-variété

du plan. Si on veut exclure ces exemples (mais on exclut du méme coup les ouverts de R™), on peut se

restreindre aux sous-variétés fermées. La plupart des sous-variétés que nous utiliserons sont fermées.

4.1.11 Proposition: Soit M un sous-ensemble de R™ et W un voisinage de xo. Alors M est une sous-
variété si et seulement si pour chaque point de xo de M :

(D) (nappe paramétrée) Il existe un plongement j : RP — R™ C et est définie sur un voisinage U de
0, (c’est a dire,dj(0) est injective, et bicontinue) telle que j(0) = ¢ et

J:U—->MnNW

(Une application bicontinue est bijective, continue et d’inverse continue,on dit aussi que ¢’est un homéo-
morphisme)

Preuve: (i) (C) = (D)

Soit M N(U x V) le graphede f : U — V. Et soit j : © — (x, f(z)) définie sur U. Alors j a sa différentielle
injective. De plus I'image d’un ouvert U’ contenu dans U est égale & (U’ x V)N M qui est donc un voisinage
de zoy dans M. L’application j est donc bicontinue.

(if) (D) = (C)

Soit j(z) = (u(z),v(x)) définie sur U, et telle que j(U) = M NW. On peut supposer aprés changement
linéaire de variable, que l'image de dj(0) est RP x {0}, c’est a dire que dv(0) = 0 et du(0) est un
isomorphisme. Le théoréme d’inversion locale permet alors de trouver des ouverts U’ C U et V! C V et
une application C*°,p : U’ N (R? x {0}) — V" telle que pour tout (z,y) € U’ x V|

u(z) =y <z = p(y)

Alors f : x +— vo p(z) a pour graphe {(x,vop(x)) |€ V'} = {(u(z),v(x)) | z € U’}. Par bicontinuité de
Jj, on peut affirmer que j(U') = M N W’ pour un voisinage W’ de xo. Alors M N W’ est bien le graphe
de f au dessus de U’. |

Remarque : Attention : Si j : U — R”™ est une application dont la différentielle est injective, il n’en
résulte pas que j(U) soit une sous-variété. Une telle application j s’appelle une immersion. Par abus de
langage un sous-ensemble de R™ tel que tout point a un voisinnage qui soit une image d’une application de
différentielle injective est appelé sous-variété immergée. Mais ce n’est pas une sous-variété. En particulier
si j n’est pas injective, j(ug) = j(u1) = xg, on peut avoir la situation suivante (p = 1,n = 2).
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FIGURE 2.2 — Image d’une immersion qui n’est pas une sous-variété

On voit alors que M = j(U) n’est pas une sous variété car une carte enverrait les deux vecteurs tangents
a chaque branche de la courbe (qui sont linéairement indépendants) sur des vecteurs de R, donc liés. Un
autre cas, le plus subtil se présente si j n’est pas bicontinue, comme sur le dessin suivant.

4Q‘_

FIGURE 2.3 - Image d’une immersion injective qui n’est pas une sous-variété

On utilisera donc la caractérisation des sous-variétés comme nappes paramétrées avec une certaine pru-
dence. Et dans ce cas il est souvent préférable d’utiliser le fait que la bijectivité est la propreté de j
entrainent sa bicontinuité (on admet pour l'instant cett propriété, mais on la démontre un peu plus loin).

Avant de continuer,une petite illustration du lien entre les différentes définitions des sous-variiété :
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On va utiliser le théoréme suivant pour montrer que toutes les immersions (respectivement les submer-
sions) définies sur les mémes ouverts (de U dans V') sont toutes "équivalentes".

4.1.12 Théoréme: (Théoréme du rang constant) Soient U,V des ouverts de R™ et R"™ et f: U — V de
classe C* k > 1, et dp(x) est de rang constant v dans U. Alors il existe des ouverts U’ et V' contenant xg
etyo = f(xo) et des difféomorphisme locauz p défini sur U’ et o défini sur V' tels que oo fop(xy,...,xm) =
(21, .00y 20, 0,0, ..., 0).

Preuve: Quitte & composer avec des changements de coordonné affine, on peut supposer que xy =
0,90 = 0 et que df (zo) est la projection de (x1,...,xm) — (z1,...,2,,0,...,0). Soit alors 7 la projection
(1, ..., pn) = (21, ..., 2,) et w application

w(xlv ...,:Cm) = (7T © f(xlv "'7$m)7x’r‘+17 -'-7zm)

Sa différentielle en xg est l'identité, il existe donc p difféomorphisme local de R™ telle que w o p = Id
Soit w(f(p(x1, ..., Tm))) = (21, ..., %), on s’est donc ramené a la situation ot

flxr, s xm) = (z1, ooy Ty g(T1, ooy )
ol g : R™ — R™". L’hypothése que f est de rang r au voisinnage de 0 entraine que pour tout = dans

U, 29 = 0 pour j > r est donc que g1, ..., xm) = g(z1,...,0,...,0). En posant g = (gy+1,...,9m) €t

’ Oxj
composant avec le difféomorphisme

g (y17 sy yn) — (yla s Yry Yr+1 — Gr+1 (yla "'ay’r)a ey Yn — gn(yla 7y7‘))

cela conclut la démonstration. O

Deux cas particuliers :

4.1.13 Corollaire: (Forme normale et immerisions) Soient U,V des ouverts de R™ et R" et ¢ : U — V
de classe C* k > 1, et dp(xo) est de rang m. Alors il existe des ouverts U' et V' contenant xo et
Yo = ¢(wo) et des applications p € CF k(U ,U") et 0 € CK(V',V) telle que o 0 p o p(21,..., Tm) =
(21, s T, 0,0, ..., 0).
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4.1.14 Corollaire: (Forme normale des submersions) Soient U,V des ouverts de R™ et R" et p : U — V
de classe C* k > 1, et dp(z0) est de rang n. Alors il existe des ouverts U’ et V' contenant zo et yo = ()
et des applications p € C* k(U',U") et 0 € CK(V', V) telle que 0 0 o p(x1,....Tm) = (21, ..., Tp).

Preuve:des deux corollaires : Il suffit de remarquer que le rang est semi-continu inférieurement, et que si
ce rang est maximal, il reste maximal dans un voisinnage. On peut alors appliquer le théoréme du rang
constant. 0

4.1.15 Exemple: Le cercle S est une sous-variété de dimension 1(on va le montrer de différentes
maniéres).

Preuve: Moyen 1 : on utilise la définition initiale, (A) : pour le cercle, le difféomorphisme
¢:R? — R?
(rcos(8),rsin()) — (0,r —1);0< 0 < 2m;r >0
convient, car pour r = 1, ¢(cos(0), sin(6)) = (0,0). De plus, il est facile de vérifier qu’en chaque point

Zo, il existe un ouvert U,, tel que ¢ soit un difféomorphisme.

Moyen 2 : par les nappes paramétrés, (D) : il s’agit & peu prés de la méme chose qu’au dessus, mais dans
le sens inverse.

Soit j(t) = (cos(t), sin(t)). Elle vérifie j'(t) = (—sin(t), cos(t)) # 0, Vt et j est bijective et propre pour
0<t <27,

Moyen 3 : par le graphe, (C) : on sait que 'équation d'un cercle est 72 + 32 = 1. Donc on peut exprimer
yen fonctionde z : y = fi(z) =vV1—22siy>0et y = fo(x) = —v1—22si y <0. Donc f; et f5 sont
bien localement le graphe du cercle sur les zones y > 0 et y < 0 respectivement. Cependant, autour du
point y = 0, on a un probléme (théoréme d’inversion locale), on doit donc, plutot exprimer x en fonction

dey:z=fi(y)=+/1—-y?siz>0etz= fi(y) =—1/1—y?six<0. Ceci permet de conclure. O

4.1.16 Exemple: La sphére S? est une sous-variété de dimension 2 (on va le montrer de différentes
maniéres).

Preuve: Moyen 1 : on utilise la définition initiale, (A) : Pour la sphére, on choisit :

01 R —R3
cos(0)cos(p), cos(0)sin(p), sin(0)) — 9,<Z>,r—1;O<<p<2w,—z<9<z,r>0
2 2
et
0y R — R3

(rsin(0)cos(p), rsin(0)sin(p),rcos(0)) — (0,6,r —1);0 < o < 2m,0< 0 < m,r >0

Ces 2 difféomorphismes conviennent tant que ’on est pas dans un voisinage de § = +3 pour ¢; et de
0 =0 ou 6 =7 pour ws.

Moyen 2, par les nappes paramétrées :

J1(8, ) = (cos(B)cos(p), cos(8)sin(p), sin(9)); 0 < ¢ < 2, —g <O<

vl 3

et
J2(0, @) = (sin(0)cos(p), sin(B)sin(p),cos(0));0 < p <2m,0< 0 <7

Ces 2 fonctions sont bijectives et propres, et on vérifie par le calcul que les dérivées partielles sont
linéairement indépendantes, sauf aux poles de chacune des 2 paramétrisations.
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Moyen 3, par le graphe : ’équation de la sphére est 22 +y? + 22 = 1, soit z = fi(z,y) = /1 — 22 — y? si
z20et 2= fo(z,y) = —y/1 — 22 — y2? si 2 < 0. La encore, ces graphes ne sont pas valables au voisinage
du point z = 0,0n peut donc choisir x = f3(y,z) = /1 —y? —22six > 0et & = f4(y,z) = —/1 —y? — 22
si z < 0. Enfin, si z et z sont tous deux proches de 0, on doit définir y = f5(z,2) =1 — 22— 22siy >0
et y = fo(x,2) = —v1 — 22 — 22 si y < 0. Cela permet de conclure. |

Oun va maintenant généraliser ces 2 résultats pour toutes les sphéres, en utilisant la définition (B), de
loin la plus simple & utiliser :

4.1.17 Exemple: La sphére S*™! est une sous variété de R™.

Preuve: L’équation de la sphére de dimension n — 1 est Y., z7 = 1. Soit F(x1,...,x,) = >y 27) — 1

% = 2z,;. dF (21, ..., 2n) = 2(21, ..., x,) # 0 car au moins I'un des z; est non nul (car (0,0,...,0) n’est pas
un point de la sphére). a

4.1.18 Definition: Le tore de révolution T2 est le donut, c’est & dire le graphe de la fonction
f(u,v) = ((r + Reos(u))cos(v), (r + Reos(u))sin(v), Rsin(u));0 < u < 2m;0 < v < 27

avec r, R > 0;r > R.

4.1.19 Exemple: Le tore

J 1 (0,9) — ((r — peos(8))cos(¢), ( — peos(8))sin(p), psin(6))

ot p < 1 est une sous-variété de dimension 2.

Preuve: Pour montrer cela, on va utiliser les nappes paramétrées : En effet, les vecteurs

& 0,) = (peos(@)sin(0), psin(@)sin(0), peos(0))

giw, ) = (—(r — peos(8))sin(z), (r — peos(6))cos(¢). 0)

sont linéairement indépendants. De plus j est localement bicontinue (et propre). Soit en effet j(6o, o) =
(20, Y0, 20)- Si z est dans un intervalle de longueure inférieure a 1/2, il existeune unique détermination
continue de 6(z) = arcsin(%) égale a p en z9. Comme p <7, on a r — pcos(6(z)) > 0 et en choisissant

une détermination continue de ¢(y,z) = arcsin(m) telle que ¢(yo,20) = ®o, on obtient une
application continue (z,y,z) — (6(2),¢(y,2)) qui envoie un voisinnage de (zg,yo,20) du tore sur un
voisinnage de (6o, ¢o)- O

4.1.20 Exemple: Le support de la courbe y(t) = (t2,t3) n'est pas une sous-variété.
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fig. 2

w
v
-

S W¥—y2=0
Cissoide ¥

Preuve: On utilise les coordonées cartésiennes : z = t?,y = t> de sorte que x® = 3. Soit F(z,y) =
3 —y? : VF(x,y) = (322,2y) = 0 si (z,y) = (0,0). C’est donc ce point qui pose probléme. O

4.1.21 Exemple: Soit v(t) = (x1(t), ..., 2, (t)) une courbe C'. Si la dérivée de l’une des coordonnées ne
s’annule jamais,le support de v est une sous-variété.

Preuve: Si la dérivée de 'une des coordonnées ne s’annule jamais, on peut inverser cette fonction
(c’est un difféeomorphisme de R). Supposons que ce soit z;. On écrit alors y; = z1(t) = t = ¢(y1) =
o7 (1), puis yo = z2(x7 (1)), ---Un = Tn(z7 (1)) de sorte que « est solution du systéme (ya, ..., yn) =
(z2(x7 (1)), s T (27 (y1))). Donc 7 est le lieu des zéro de la fonction F = (yo — x2(27 (1)), o Y —
2, (27 (y1))), dont la différentielle est bien surjective. Cette derniére affirmation n’st pas triviale, mais se

0 0
vérifie par le calcul de la Jacobienne : Jacp = 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

O

Remarque : cette condition (que 1'une des coordonées ne s’annule jamais) est plus forte que la régularité
(une courbe (t) est dite réguliere si +'(t) # 0, Vt).
Cependant :

4.1.22 Corollaire: Soit v(t) = (z1(t),...,x,(t)) une courbe C'. Si v est réguliére et que v a pour en-
semble de départ un ouvert de R, le support de v est une sous-variété.

Preuve: La preuve précédente permet de montrer (en se restreignant a des ouverts), que si la dérviée de
I’une des coordonées ne s’annule jamais sur un intervalle ouvert U, le support de ~ est une sous-variété
sur cet intervalle U. Or, par définition, d’une courbe réguliére, Vt € R, il existe toujours une des fonction
coordonées de 7/ (t) qui est non nulle en ¢. En choisissant une ouvert U tel que cette coordonée ne s’annule
pas,on montre que 7y est bien une sous-variété en ¢, et par suite, Vt. O

4.1.23 Exemple: La spirale logarithmique y(t) : R — R?,t — (e%cos(t), e sin(t)),a > 0 est régu-
liere. De plus, son support (notons le S) n’est pas une sous-variété.

1
=’ (=1 (y1)
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Preuve: 7/(t) = (ae®cos(t) — e sin(t), ae®sin(t) + ecos(t)). ||V (1)]| = /(a2 + 1)e2t = e¥/a2 + 1 #
0,Vt € R. Si la norme ne s’annule jamais, cela signifie que +/(t) n’est jamais égale au vecteur nul, elle est
donc bien réguliére. Montrons que ce n’est pas une sous variété.

Moyen 1 : pour cela, on va montrer que le paramétrage v a sa réciproque non continue au voisinage
de (0,0) : tlz’m v(t) = (0,0). De plus, ¥(t) est bijective sur son image (facile & montrer), donc v~*
——00
existe. Calculons cette réciproque : (z,y) € S < Ju € R tel que (z,y) = (e*cos(u), e*sin(u)). Donc :
2 2
22 +y? =2 =y = w De plus, on a vérifié que (0,0) € S (a la limite). Or, au voisinage de
(0,0), v~ ! est non continue. On vient donc de montrer que, dans la topologie relative & la spirale,dans
un voisinage ouvert de (0,0) il n’existe pas de difféomorphisme rectifiant.

Moyen 2 : soit j : R — R2. R est ouvert et fermé dans lui méme, il en est donc de méme de I'image j(R)
dans R? (toujours dans la topologie relative). Or, cette image ne peut étre fermée car le point (0,0) n’est
jamais atteint.

a

On fera donc bien attention avec 'utilisation de la régularité (le probléme étant ici que /(¢) tend vers
(0,0) quand ¢ tend vers —oo.

4.2 Groupes de matrices comme sous-variétés

Remarque :ici, je calcule I’espace tangent, (que je ne définit que plus loin). Je renvoie & la définition (sous
partie : espace tangent).

4.2.1 Exemple: M, (K) est une variété.
Preuve: Soit A € M,,(K). On pose :
[ My(K) — K™
f A — (aLl, vy A1y G215 oy A2 my voey Ay 1y -ony an,n)
2
f est une bijection de M, (K) dans K" , et f et f~! : sont clairement des homéomorphismes, donc f

est un difféomorphismgs. Comme on a besoin que d’une seule carte, on peut méme étre plus précis en
écrivant : M, (K) = K™ (les 2 espaces sont isomorphes). O

4.2.2 Exemple: GL,(R) est une sous-variété de dimension n> de M, (R).

Preuve:Car le déterminant est une application polynomiale,donc continue, et comme G L,,(R) = det~!(R*),
et que la différentielle du déterminant ne s’annule pas , alors GL,(R) est une sous-variété. O

4.2.3 Exemple: SL,,(R) est une sous-variété de dimension n®> — 1 de M, (R).

Preuve: Soit :

f:M,(R) — R
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A — det(A).
La différentielle de f en Ag existe, puisque les dérivées partielles de f existent et sont clairement conti-
nues. Tout d’abord, en Ay = Id. Pour cela, on calcule les dérivés directionnelles :

df(1d)(X) = lim det(I +AX) — 1

=tr(X
nA—0 A t'f‘( )

En effet,
det(I + \X) Z signe(o H Id; 503y + A2i o)) = 1+ Mr(X) + o())
oceS, i=1

, d’ott la formule. Maintenant, soit Ag inversible, calculons les dérivées directionnelles :

det(I + M A;'X) -1

A (Ag)(X) = 1im detAo +AX) — det(Ao) 3

nA—0 A

= /l\zlz%det(Ao)

= det(Ao)tr(A; ' X) = tr(det(Ag) Ay  X) = tr(AoX)
en posant A= det(A)A~L.

L’application df : M, (R) — R* est continue (f est C! et coincide sur G L,,(R) avec I'application continue

définie par : X — tr(AX). La densité de GL,(R) permet alors d’énoncer : df (Ag)(X) = tr(A4oX)
VAy € M, (R) Enfin, SL,(R) = f~1(1), et si A € GL,(R), df(A)(z) = tr(A~1X) : cette application
est clairement surjective car c’est une forme linéaire non nulle : tr(XY) = OVY = X = O,. Le groupe
SL,(R) est donc une sous-variété de M, (R), de dimension n? —1 (trX = 0 est une équation dans linéaire
dans M, (R), donc l'espace engendré est un hyperplan). Enfin, 'espace tangent en Id est 'ensemble des
matrices de trace nulle (noyau de df (Id)). O

4.2.4 Exemple: O, (R) est une sous-variété de M, (R).

Preuve: On rappelle que O,,(R) = {X,! XX = Id}. On considére :
f Mn( ) — SH(R)
X—t XX

ot S, (R) désigne ’espace des matrice symétriques réelles d’ordre n, dont la dimension est n“ . Cal-
culons df (Xo)(M) :

H(Xo + M) (Xo+ M) = ("Xo +" M)(Xo + M) =" XoXo+' XoM +' M Xy +* MM

Donc : df (Xo)(M) =t XoM +' M Xy car [|!MM]| = o(||M]]). Soit Xo € O,(R), S € S,(R) et M =
$X0S :df(Xo)(M) = S et donc df(Xp) est surjective. Le groupe O, (R) est donc une sous-variété de
dimension n? — @ = ”(" L, et Vespace tangent est ker(df(Xo)), c’est a dire 'ensemble des matrices

telles que X(;lM +H (X 1M) = 0. En Xy = Id, on obtient ’espace g des matrices antisymétriques. O

4.3 Variété

Avant la lecture des axiomes,je renvoie a 'annexe II, sur les espaces compacts.
Axiomes des variétés

Normalement on suppose qu’'une varieté différentiable soit un espace de Hausdorff, ce qui garantit que
la limite d’une suite convergente soit unique, et & base denombrable d’ouverts. Enfin, on suppose qu’elle
est paracompact),(c’est d’ailleurs une conséquence des 2 axiomes précédents) ce qui garantit Iexistence
d’une partition de 'unité.

L’axiome de séparabilité (Hausdorff) a pour conséquence que toute variété topologique paracompacte
(méme sans base dénombrable) est métrisable.
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Remarque : certains n’utilisent pas forcément tous ces axiomes, mais comprendre d’ou viennent ces
axiomes, pourquoi on les impose,... serait beaucoup trop long et sort du cadre de ce TIPE. Pour les plus
curieux, voici quelques liens qui peuvent éclairer :

https ://fr.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A9t%C3%A9_ topologique

https ://fr.wikipedia.org/wiki/Axiome _de s%C3%A9paration_ (topologie)

Soit M un espace topologique.

4.3.1 Definition: Une carte ou carte locale sur M est un homéomorphisme d’un ouvert de M vers un ou-
vert de R™, c’est-a-dire un couple (U, ¢) ot U est un ouvert de M, ¢ : U — R™ est un homéomorphisme,
et 'image V = ¢(U) est un ouvert de R™.

Sip:U — R™et ¢ : U — R™ sont deux cartes et U N U’ # (), application ¢ = ¢’ o o~
R™ — R™ g’appelle changement de carte. C’est évidemment un homéomorphisme de (U NU’) vers
U NT.

Définition 2.2.2 : On appelle warieté différentiable de dimension m un espace topologique M muni
d’une famille de cartes A = {p, : U, — R™} telle que

1.

1. l'ensemble {U,} est un recouvrement de M ;

2. les changement de cartes 1., = ¢ o , ! sont des difféomorphismes (i.e. des applications réelles

inversibles, différentiables et avec réciproque différentiable) ;

3. la famille est mazimale, c’est-a-dire qu’elle contient toutes les cartes compatibles entre elles (dans
le sense que les changement de cartes sont des diffécomorphismes).

Une telle famille s’appelle atlas (mazimale) sur M.

4.3.2 Definition: Une varieté M s’appelle différentiable de classe C*, ou de classe C™ (lisse), si les
changements de cartes .., sont des difféomorphismes de classe C* (i.e. différentiables k fois avec derniére
dérivée continue et leurs reciproques aussi), ou bien de classe C* (i.e. différentiables autant de fois qu’on
veut ainsi que leurs reciproques).

Remarque : Au contraire, un espace topologique M doté d’un atlas de cartes dont les changement de
cartes sont des simples homéomorphismes s’appelle varieté topologique.

4.3.3 Proposition: Le produit cartésien de 2 variétées U et V., U x V est une variété.

Preuve: On a des cartes ©1.1,..., 01,k de U et @o1,...,¢2, de V sur des ouverts Uy, ...,U et Vi,..., V.
On prend p et k finis pour simplifier, mais, dans certains cas, on peut avoir p, k = oo car il existe des cas
ot 'on peut avoir un nombre dénombrable (mais infini) de cartes. La démonstration reste valable dans
ce cas. Ce sont des homéoméomorphismes et ¢ ; o wi}, ©2,i © Pq. ; sont des difféomorphismes pour tout
i # j. Donc, soit ¥; ; = (p1,4, p2,;). C’est un homéomorphisme et i, j o 1/11._,711-, est un difféomorphisme. Il
est clair que (¥ j)1<i<k,1<j<p €St un recouvrement. On a donc trouvé un atlas de U x V. O

4.3.4 Exemple: Le cercle est une variété.

Pour cela, je vais utiliser 2 méthodes. La premiére utilisera des cartes simples, mais nombreuses. La
seconde utilisera des cartes plus compliquées,mais moins nombreuses.
Preuve: Moyen :1
Je vais utiliser une premiére méthode et nous en verrons une autre juste en dessous. Soit
p1(z,y) =2,y >0
902(xay) =z,y < 0
()03(xay) =Y,T > 0
(,04(.’E,y) =y, T < 0
Comme 22 + y? = 1, on peut préciser :

o1(z,V1—22) ==z
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po(x,—V1—122) =2
es(V1—9*y) =y
pa(—V1-9y%y) =y

On vérifie trés simplement que ce sont des difféomorphismes sur les ouverts
U, = {0 <z < 1}

Uy, ={-1<z<0}

Us = {O <y < 1}

Uy, = {—1 <y < 0}

Exprimons leur réciproque :

o (2) = (@, VI —a?)

x,—V1—122)

On va maintenant calculer la composée de ¢; o goj_l pour i # j :

props1 =pi(V1-9%y) = e1(y', V1 —y?
1o =pi(—V1-y%y) =iy, V1 -y
p20p3-1 = p2(V1 =92 y) = pa(y, —V1—y?) =y = V1 - y?

p20p-1=pa(—V1-2y) =2y, —V1-y?) =y = —V1-y

On a des résultats relativement similaires pour le reste des compsées.On vérifie également trés simplement
que ce sont des difféomorphismes sur U; N U; pour i # j, et que ces 4 cartes forment un recouvrement.

Voici une illustration des 4 cartes qu’on a choisi :

On a donc trouvé un atlas du cercle. On remarque que cet exemple a été "simple" en ce sens que
les cartes choisies sont des projections canoniques. Cette méthode (utiliser des projections canoniques ou
non) peut se généraliser avec un grand nombre de figures géométriques. Le seul inconvénient est que le
nombre de cartes est d’autant plus élevé que la figure est "compliquée". On va donc donner un autre
moyen juste aprés.

Moyen 2 :

Montrons que S' admet deux cartes locales. On appelle projection stéréographique 3 partir du pole nord
N(0,1) sur I'espace TsS' tangent au pole sud S(0, —1), I'application

(psZUszgl\{N}—>ngl
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qui associe a tout point P € S!, P # N, le point ¢g(P) obtenu comme projection de P sur TsS! le long
de la droite Ay p qui joigne N et P.
De méme, on appelle projection stéréographique 3 partir du pole sud S sur 'espace TnS! tangent au
pole nord, ’application
©N UN :Sl \{S} —)TNS1

qui associe & tout point P € St, P # S, le point ¢ (P) obtenu comme projection de P sur TxS! le long
de la droite Agp qui joigne S et P.
Voici une petite illustration de ce qu’on cherche & faire :

-

Aprés calculs, on peut exprimer les deux projections stéréographiques en coordonnées cartésiennes
comme suit, oil I'on pose P(x,y) € St avec 22 +y? =1:

2x 2x
, 1 Uy — R, (z,y) — T,y) =
Ty y# lon 1 Un (2,9) = on(2,9) T+

<105':US—>R7 (xuy)'_)@S(xay): ) y#_l

En effet :

Soit : C' = (x,%) un point d’un cercle : 22 + y? = 1. Soit les points A = (0,1) et B = (0,—1). Le but
est de ramener les points du cercle & une droite. Pouravoir une idée précise de ce que ’on cherche a faire,
voir le fichier géogébra. On va donner ’équation des droites AC et BC. On a m; = % et mg = y+1
Puis, I’équation de la droite (AC) est s = mqt + p (s remplace le y habituel et ¢ le z) et celle de (BC)
s=maot+p. Ent=0,s=+1:donc (AC) :s = yzlt +1let y;rlt 1. On a cherche 1’1ntersect10n avec
les droites s = —1 et s = 1 respectivement. On obtient py(x,y) =t; = f_—gﬁy et pg(x,y) =t2 = y+1 On
a ¢; : S' — R continue et différentiable.

Montrons que la famille {(US7 vs), (Un, e N)} définit bien une structure de variété différentielle sur
St.

— Les ensembles

s=S"\ (N} ={@y eR |o*+9* =1y #1}

=S\ (S} ={@y) R |+’ =Ly # -1}

sont ouverts, et la famille {US7 UN} est bien un recouvrement de S, i.e. UsUUpx = S'.
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— Les applications pg et @y sont des homéomorphismes, i.e. continues, inversibles et avec inverses
continues, car admettent les applications réciproques :

At 12 —4
-1 ~1

B Us, et = (i, B
¥s s es O=\Eig prg
oN R — Uy, v+ o' (t) = a determiner

En effet :
On va maintenant calculer les application réciproques :
on(z,y) = % =t=42’ =1 -9 =>4 -4y = (1 -2y + y))t*
-y
=P @d+17) -2t + (2 —4) =0

c’est une équation du second degré en y : A = 4t* — 4(t> 4 4)(t> — 4) = 64 = 82. Donc, on a 2
2t +8

solutions : y; = 54717

=1, ce qui est exclus car y = 1 est une valeur interdite pour ¢y et

262 — 8 2 —4

2Toure) T it

Puis
2 2o (12 —4)2 (2 +4)% - (1> —4)? 16t2
€T = —_ = —_ = =

(4+1¢2)2 (t2 +4)2 (2 +4)2
Donc z = + t24-&t- 1 = t24fr 5 car ¢ est une variable surR.
Puis, de la méme maniére :

2x

S =t=40? =4 —4y? = (y+ 1) = 2 (2 +4) + 29t + (12 4+ 4)

On vérifie par symétrie qu’on a le méme A que I’équation précédente. Donc

—2t>4+8 4—1¢?
24 +12)  4+12

Y1 =

—2t2-8 _ :
aTE) = 1 est exclue. Puis

OSSN e ) S L
d+e)y 4+ o) GERE

, Pautre solution yy =

Lo—1 4t t?—4 —1 _ (4t 4—+¢?
On a donc : gy —(—t2+4,—4+t2)et g —(—t2+4,—4+t2)

A noter qu'on a ¢5(S) = ps(0,—1) =0 et on(N) = on(0,1) = 0.

— Les transitions de cartes g0 ¢y et oy o <p§1 sont des diffeomorphismes de classe C*°, ce qui
garantit que le cercle S! soit une variété lisse. En effet, les applications g et ¢ restreintes a
Iintersection

Us NUx =S'\{N, S} = {(0,y) € R? | 2® + 1" = 1,y # £1}

sont surjectives sur 'ouvert R* =] — oo, 0[ U 0, 00[. On a alors
onopg R* — R,

et aprés calculs , on trouve :

on 0 2! 20 8t 4

NOYs =TT i@ T o@ g
=
4

evogs' (=7, w0

Cette application est bien un difféomorphisme de classe C*°.
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4.3.5 Exemple: La sphére est une variété.

Preuve: Analogue au cercle : on utilise encore la projection stéréographique.

Une fois de plus, voici une image :

Soit S = (z,y, %) un point de la sphére, A = (0,0,1) et B = (0,0,—1). On détermine les droites
(AS) et (BS) en paramétrique. x(t) = xt,y(t) = yt,z1(t) = 1+ (2 — )t,22(t) = =1 + (¢ + 1)t. On

détermine l'intersection de ces droites avec z = —1 et z = 1 respectivement. Soit : si z = —1, t =
12Tzux(t) = 12_xzuy(t) = 12_yz‘ Soit gol(m,y,z) = (12_355, 12_yz)' Siz= 1, ﬁ,l’(t) = 12fzay(t) = 12+_yz Soit
wa(x,y,2) = (%, %) De plus, rappelons que z2 + y? + 22 = 1. Déterminons les réciproques :

2x 2y

( )= (s,) = 4a® = s*(1-2)%(1),4y* = t*(1-2)%(2) = (1)+(2) : 4(1—2%) = (s*+t%)(1-22+27)

= 224+ +1%) = 22(s* + 1) + (s +t2 —4) =0
La encore,on utilise A = 4(s? + %) — 4(4 + s? +?)(s*> + t? — 4) = 64 = 82. Donc
2P 412 -8 SP41P—4
22+ +4) d+s2+82

et x = (1—2z)s = 4+5425+t2 et y = Hfﬁ. Puis, pour s : on trouve aprés calcul : z = %, T =
(d42)s _ 4 _ 4t :
5 = mrege o0 Y = e Soit
. 4s 4t s2 4124
p1 (s,t) = ( 2. 720 2 727 7 7)
44+s24+t2 " 44+ s2+t2 4452+t
et ) )
4s 4t 4—s°—t
-1
P (s:1) = ( )

448241274+ 2 +127 44 52+ 12
1 est un homéomorphisme, @y également, les ouverts sur lesquels sont définis (il s’agit des ouverts
U, = {(w,y,z),mz +y2+ 2 =124 1} et ng{(m,y,z),x2 +yP 2 =124 —1}) p1 et o forment
un recouvrement un enfin :

2 425 b 2 42t z
-1 _ 4+s2+t 4+s2+t
$1 0 Py (Svt) - ( A—g2_¢2 1 A—_g2_¢2 )

T 4+s2412 T 482412
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8 4t
o ( 4+828+t2 24+‘92+t2 ) o ( 48 4t )
TN 2(s2442) 7 4—s2—t2/ 7 \ 2 27 &2 2
m 1_4+§2+t2 S
C’est un diffeomorphisme, de méme que o, 0 @7 (s, t) |

On va maintenant prouver que le tore T? est une variété. Mais avant cela, il convient de le définir un peu
plus précisément.

4.3.6 Proposition: Le tore T? est homéomorphe au produit cartésien R/Z x R/Z.
Preuve:
f(u,v) = ((r + Reos(u))cos(v), (r + Reos(u))sin(v), Rsin(u));0 < u < 2m;0 < v < 27
avec r, R > 0;7 > R est un paramétrage du tore. On peut écrire :
g(u,v) = ((r + Reos(2mu))cos(2mv), (r + Reos(2mu))sin(2mv), Rsin(2ru));0 < u < 1;0 < v < 1

(qui est un paramétrage qui représente lui aussi le tore). Il est facile de vérifier que g est un homéomor-
phisme sur son image. Or, (u,v) € R/Z x R/Z. O

Remarque :72 est un donut,et R/Z x R/Z est un carré (si on le représente dans R%. On dit que le
tore de révolution est un plongement du tore carré dans R?® (d’ailleurs, on I’a déja prouvé implicitement
lorsqu’on a utilisé les nappes paramétrées pour montrer que le tore est une sous variété).

"R

4.3.7 Proposition: R/Z et S' sont homéomorphes.

Preuve: La fonction
f:R/Z — S', t— (cos(27t), sin(27t))

est un homéomorphisme sur son image, donc R/Z = S!, O

De fagon générale, on définit ainsi le tore a n trous :

4.3.8 Definition: Le tore & n trous est le produit cartésien : 7" = S! x ... x S' (n fois), qui est
homéomorphe au produit cartésien R/Z x ... x R/Z (n fois) = R™/Z".
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Remarque : Le tore de révolution 72, en tant que nappes paramétrées est un plongement de R/Z x R/Z
dans R3. Cependant, on peut trouver un plongement encore plus précis (le tore plat), dit isométrique
(c’est & dire qu’il préserve les longueurs), de R/Z x R/Z dans R? :

4.3.9 Exemple: Le tore T? (de révolution) est une variété. (tore de rayons R et r,R > r)

Moyen 1 :
En utilisant la paramétrisation du tore :

Petite explication pour la preuve : on coupe le tore avec le plan z = 0 : on choisit alors une premiére carte
qui envoie la partie supérieure (strictement) par rapport au plan z = 0 sur le plan z = 0, puis une autre
carte qui envoie la partie inférieure (strictement) par rapport au plan z = 0 . Il reste alors 'intersection
du tore avec le plan z = 0, 2 cercles, qui n’ont pas été recouverts. Pour pouvoir les englober, on peut
choisir de projeter sur le plan y = 0. Dans ce cas, il reste alors l'intersection des 2 plans précédents (z = 0
et y = 0) avec le tore, ce qui donne 4 points. On projette enfin sur x = 0.

Voici les images :
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Preuve: On utilise ;(z,y,2) = (z,y) (1 < i < 2) sur les ouverts z > 0,z < 0 et ¢;(z,y,2) = (x,2)
(1 <j <4)surlesouverts 1 +y? < R,y < 0,22 +9y? < R,y > 0,22 +y> > R,y < 0et 22 +y?> > R,y > 0,
et enfin : ¢y, (z,y,2) = (y,2) (1 <k < 4) sur les ouverts 22 +y?> < R,y < 0,22 + 42 < R,y > 0,22 + 2 >
Ry<Oetz?+y?>>Ry>0

qui permettent de recouvrir I’ensemble du tore. Les ;, 1), ¢ sont des difféomorphismes, de méme
que leur composée. Ce qui permet de choisir ces difféomorphismes est la forme du tore . Il est également
évident qu’ils forment un recouvrement.

Moyen 2 :
On a vu que le tore 72 est homéomorphe a S! x S', qui est un produit cartésien de 2 variétés, alors c’est
une variété. Le nombre de cartes est alors de 4 (on a un minimum de 2 cartes ¢1, @2 pour S!, et comme
on considére le produit cartésien, on a 2 X 2 = 4 cartes :

U1 = (p1,01)
P2 = (p1,2)
V3 = (2, 1)
Y1 = (p2,92)

Problémes de bord, théorie de la mesure

Avant de continuer, voici une remarque importante : l'intervalle ouvert |0, 1] est clairement une variété
différentielle et une sous-variété de R, tandis que ce n’est pas le cas de 'intervalle fermé [0, 1], alors
que celui-ci ne différe du précédent que pour deux points, qui sont de mesure nulle dans R. Ou est le
probléme ?

4.3.10 Lemme: L’intervalle [0,1] n'est pas une variété différentielle.

Preuve: Et bien, le probléme est qu’il n’existe aucun recouvrement de [0, 1] formé d’ouverts. En parti-
culier, il n’existe aucun voisinage des points de bord 0 et 1 qui soit ouvert dans [0, 1].

Pour le vérifier, il faut d’abord préciser que I'intervalle [0, 1] hérite la topologie de R : un sous-ensemble
de [0, 1] est ouvert dans [0, 1] s’il est ouvert dans R.
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Par conséquent, un voisinage ouvert de 1 est nécessairement de la forme |a,b[ avec a < 1 et b > 1 [ou
bien choisis [1 — d,1 + €] avec d,e > 0, mais pas le mélange Ja,1 + ¢[ avec 0 < a < 1 et € > 0], mais cet
intervalle n’est pas contenu dans [0, 1] méme si a > 0 et b est aussi petit qu’on veut. O

4.3.11 Lemme: L’intervalle [0,1] n’est pas une sous-variété de dimension 1 de R.

Preuve: Montrons que autour du point de bord 1 il n’existe aucun ouvert U de R et aucun difféeomor-
phisme ¢ : U — R tel que
e(UN0,1]) =RNe(U) = ¢(U)

En effet, montrons qu’il y a un probléme au voisinage de 0 (il en est de méme en 1). Soit V' un voisinage
ouvert de 0. V est donc de la forme ]a,b[ avec a < 0;b > 0. Or, VN0, 1] n’est pas ouvert (fermé si b > 1,
semi-ouvert si b < 1).

Montrons par ’absurde que [0, 1] ne peut pas étre une sous variété : s’il existait un diffeomorphisme ¢ tel
que veérifiant o(V N[0, 1]) = ¢(V), alors : (V) serait ouvert, alors que o(V N0,1]) = (V) ne le serait
pas, car soit V. N [0,1] = [0,1] = o(V N[0, 1]) est fermé, soit V' N [0,1] = [0, a[= ©(V N[0, 1] n’est pas
ouvert.

Cela car :
¢([0,a]) = ¢([0,a — a]ula — a,a]) = p(Vi U Va2) = (V1) U p(V2)

, (la dernére égalité vient du fait que V; et Vo sont disjoints. De plus,on précise que 0 < « < a. Le fait
que ¢ soit un difféomorphisme sur V implique alors que ¢(V7)etp(V2) sont disjoints, et on déduit que
©(V1) est fermé tandis que p(V2) est ouvert, par suite,p(V N [0,1]) n’est pas ouvert. Or légalité entre
un ensemble ouvert et un ensemble non ouvert (inclus dans un espace plus grand) est impossible, ce qui
permet de conclure.

|

Ce probléme a poussé les mathématiciens & introduire les notions de variétés et sous-variétés a bord
( que je ne vais pas définir), qui s’appliquent aux exemples comme 'intervalle [0, 1].

4.4 Calcul différentiel sur une variété

Avec la notion de variété, on n’est obligé de redéfinir un certain nombre de notions analytiques,
qui,malgré qu’elles gardent plus ou moins les mémes propriétés, nécessitent qu’on inclue le concept de
cartes.

Applications différentiables et difféomorphismes

Soient M et N deux varietés différentiables de dimension m et n.

4.4.1 Definition: Pour toute application ¢ : M — N, on appelle expression locale de ¢ dans les cartes
@:U—R™de Mety :U C f(U)— R"de N la composée ¢ = ¢’ o po ! : R™ — R™.

Une application ¢ : M — N est différentiable, ou de classe C%, ou de classe C* (lisse), si pour
toute carte sur M et toute carte sur /N 'expression locale q~5 est différentiable au sens des fonctions réelles,
ou de classe C*, ou de classe C°. L’ensemble des applications de classe C* est denoté C*(M, N), celui
des applications de classe C* est denoté C°(M, N).

4.4.2 Definition: Une application ¢ : M — N est un difféomorphisme si elle est différentiable,
inversible et avec réciproque différentiable. Cela signifie que 'application ¢ est un homéomorphisme qui,
localement, est une application réelle giN) avec différentielle d¢~> inversible, c’est-a-dire une matrice carrée de
détérminant non nul. Dans ce cas, on dit aussi que les deux varietés M et N sont difféomorphes. Elles
ont donc la méme dimension, m = n. On note Diff (M, N) I’ensemble des difféomorphismes de M vers
N.
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Fonctions réelles sur une varieté

Soit M une varieté de dimension m. On note C*° (M) I’ensemble des fonctions réelles de classe C*>
sur M.

4.4.3 Definition: On dit que A est une algébre associative sur K si :
1. A est un K-espace vectoriel (avec opération + et produit par un scalaire).
2. A est un anneau pour la multiplication x (associative).
3. La multiplication 4 x A — A est bilinéaire.
On dit que A est une algébre associative et commutative si la multiplication x est commutative.

4.4.4 Exemple: d’algébres associatives

(R, +,-) et (C,+,-) sont des algebres associatives et commutatives.
C? est pas une algébre associative avec le produit (a,b), (a’,V’) € C? par (a,b) - (a/,b") = (ad’, bV').

M, (K),+,-) est une algébre associative et non commutative.

oo =

. L’espace des quaternions H, défini comme ceci : (1,4, 4, k) est une base de H, de sorte que tout
élément de x H vérifie : x = a + fBi + vj + Ak pour certains coefficents «, 5,7, A € R. De plus, ces
éléments vérifient :

PP=2 =k =—1,ij = —ji=k,jk = —kj =i, ki = —ik = j.
On a alors la somme qui est définie par (si z = x1 + xoi + x3j + T4k, y = y1 + Y2l + y3j + yak
r+y=x1+y1+i(v2+y2) + j(3 + y3) + k(vs + ya)
et le produit par
z -y = (T1y1 — T2y2 — T3Y3 — Taya) + {(T1Y2 + T2y1 + T3Ys — Tays)
+i(z1ys + 23y1 + Tay2 — X2ya) + k(T1Ya + Tay1 + T3Ys — Tays3)

Alors, (H, 4+, -) est une algébre associative.

5. (End(E),+,0) est une algébre associative non commutative.

4.4.5 Proposition: L’ensemble C°(M) est un espace vectoriel sur R (de dimension infinie) et une
algébre associative et commutative avec le produit usuel (f g)(z) = f(z) g(x), ot f,g € C®(M) et
x e M.

4.4.6 Definition: Si {(U,,¢,)} est un atlas de M, on appelle fonctions coordonnées ou coordonnées
locales les fonctions z* : U, — R définies en tout point = € U, comme

2 (x) :== 7' o p(z), i=1,..,m,
ot m : R™ — R est la projection sur la i-éme composante. On a alors ¢(z) = (z!(z), ..., 2™ (x)).

Evidemment, en tout point € M les coordonnées locales z* autour de = dependent de la carte ¢
choisie.

4.4.7 Proposition: Les coordonnées locales x* sont des fonctions (locales) de classe C°° sur M.

Preuve Une fonction f sur M (ou sur tout ouvert de M) est de classe C si elle I’est une fois lue a travers
toute carte de M qui intersecte son support. Pour tout € M, et ayant fixé la carte ¢ pour définir z*,
choisissons alors une autre carte ¢’ : U’ — R™ telle que U’ contient x, et appellons ¢'(z) = (y!,...,y™)
les nouvelles coordonnées locales. Soit W = U U U’, et considerons z° et ¢’ restreintes & W. La fonction
2%, dans la carte ¢, devient alors la fonction réelle 7° := 2% o (') 1. Celle-ci est de classe C*°, car

Foaio(p) =nopo(p) =m0,
ol ¥ est le changement de carte, qui est de classe C™, et la projection 7° I’est évidemment aussi.
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Courbes parametrées sur une varieté

4.4.8 Definition: Une courbe paraméirée sur M est une application v : R — M, de domaine I C R.
Son expression locale dans une carte ¢ : U — R™ et la courbe ¥ = ¢ oy : R — R™, avec (t) =
B, e 37 (8)) = (@ (), oo™ (1)).

La courbe 7 est reguliére ent € I, ou en x = v(t) € M, si pour toute carte ¢ : U — R™ telle que U
contient le point P, son expression locale 4 = ¢ oy est une courbe reguliére en ¢, i.e. (t) = i—;’(t) # 0.
On dit que +y est reguliére si elle est reguliére en tout ¢ € I.

Si 7 est une courbe reguliére en x, on peut toujours changer sa paramétrisation pour avoir v(0) = x.
Localement, autour de x, on peut aussi choisir une carte ¢ telle que p(z) = (0,...,0) = 0 € R™. On peut

=

donc toujours avoir une courbe locale 4 : R — R™ reguliére en 4(0) = 0.

Remarque La vitesse d’une courbe v : R — M au point = = (0) ou elle est reguliére devrait étre un
vecteur 7' (0) tangent & la courbe en P. Mais on ne connait pas I’espace ambient ou ce vecteur pourrait
étre deéfinit. Nous allons le définir de facon indirecte, en utilisant ses proprietés comme opérateur agissant
sur les fonctions différentiables.

Pour cela, considerons une fonction différentiable f : M — R et suivons sa valeur le long de la courbe
~ : nous avons donc une fonction réelle f o~y : R — R. Pour tout choix d’une carte ¢ : U — R™ autour
de x on a alors

foy=fop topoy=fo7,

ol f = fop et 7 = pory sont 'expression de f et v en coordonnées locales autour de z, c’est-a-dire
des fonctions réelles. Si pour tout point z’ autour de x on appelle (z?,...,2™) = p(2’) ses coordonnées
locales dans cette carte, on a 3(t) = (7*(t),...,5™(t)), avec 7'(t) = x'(t). On peut alors dériver 5(t) et

(f o¥)(t) de fagon usuelle par rapport a ¢, en utilisant la régle de la chaine. En calculant les dérivées en
t = 0, en sachant que 7(0) = ¢(x), on obtient :

d(fd: D gy = 0D g g OF (2 ) O

m y a 5
- <§_; i*(0) " W)) f.

On voit alors que en coordonnées locales, la dérivée de f o~y ent =0 peut étre interpretée comme un
opérateur différentiel dependant seulement de 7y et agissant sur f. Cela peut étre enoncé independement
des coordonnées locales, et motive la définition suivante.

4.4.9 Definition: Soit v : R — M une courbe reguliére en ¢ = 0, et C°°(x) 'ensemble des fonctions
reélles sur M qui sont différentiables de classe C*° en x = +(0). Le vecteur tangent ¢ v en v(0) est
Papplication 7/(0) : C*°(x) — R définie par

d(f oy o0
Yo 1= U0 eocw)
En coordonnées locales (21, ...,2™) autour de v(0) = z on a donc

m

F0) = #(0) o

i=1

_ 9

. 0
w’ (3'1'2

e(z)

Espaces tangents

On suppose dorénavant, que MP est une variété de dimension p.

Lorsque t +— c(t) est une courbe paramétrée, sa tangente en c(to) est dirigée par le vecteur ¢’(tg), si
celui-ci est non nul. Pour une nappe paramétrée j(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), le plan tangent en
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J(uo,vg) est engendré par les vecteurs %(uo, Vo), %(Um vp), qui sont linéairement indépendants si dj est
injective.

La notion d’espace tangent a une sous-variété généralise ces situations.

4.4.10 Definition: Soit MP une sous-variété de R", et xg un point de MP, ¢ une carte en xg. L’espace
tangent (vectoriel) & M en g est espace vectoriel dp~1(0)(RP x {0}), noté Ty, M. L’espace affine tangent

& M en xg est 'unique espace affine passant par ¢ et dirigé par T, M. On le note T, M.

Remarque : On peut montrer directement que ’espace tangent ne dépend pas du choix de la carte. En
effet si o, 1 sont deux cartes en g, @ 01~ ! envoie R? x {0} sur lui méme et donc sa différentielle aussi.
Cela signifie que

dip(xo)dy ™ (0)(R? x {0}) = R? x {0}
en d’autres termes que
dy~H(0)(R x {0}) = dp ™" (0)(RP x {0})

On remarquera que la proposition suivante donne une autre démonstration de cette indépendance.

D’un point de vue pratique,
a) si M est définie localement comme 'image de j par RP, avec j(0) = xo, dj(0) injective, on a

Tpo M = dj(0)RP
b) si M est définie localement comme le graphe {(z, f(2)) | z € RP}
TpoM = {(h,df (z0)h) | h € RP}

ol zo = (20, f(20))

Dans ce cas T, M est le graphe de df (zo).

c) si M est définie localement comme le lieu des zéros de F': R™ — R" P telle que dF(xz¢) soi surjective.
Alors T, M = kerdF(x).

La caractérisation suivante de ’espace tangent est parfois utile.

4.4.11 Proposition: Soit M une sous-variété. L’espace tangent T, M est l’ensemble des vecteurs vitesse
ent =0 des chemins C° tracés sur M passant par x & linstant t = 0.

Preuve: Soit ¢ une carte en x, et ¢ une courbe tracée sur M telle que ¢(0) = z. Alors pour tout ¢
assez proche de Op(c(t)) est définie, tracée sur R? C R™ et passe par 0 en ¢t = 0. Donc la tangente en
0 de Op(c(t)) est dans R? c’est a dire que dp(c(0))c’(0) est dans RP, ce qui par définition équivaut a
(0) € T, M.

Inversement soit ¢ € T, M alors dp(x)¢ est dans RP. Soit ¢ — «(t) une courbe parmétrée de RP tangente
adp(z)C ent = 0. Alors quitte a restreindre v & un voisinnage de 0, on peut supposer son image contenue
dans V = @(U). Alors c(t) = ¢~ 1((t)) est une courbe tracée sur M, et le calcul précédent montre qu’elle
est tangente & ( en t = 0. O

Voici une petite illustration :
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M

y(t)

On a défini l'espace tangent & une sous-variété et montré I’équvivalence entre la définition et la
proposition ci dessus. Or, pour une variété :

4.4.12 Definition: Soit M une variété. L’espace tangent T, M est I’ensemble des vecteurs vitesse en
t = 0 des chemins C'* tracés sur M passant par x & I'instant ¢ = 0.

4.4.13 Exemple: Espaces tangents de certaines sous-variétés.

(A) Soit 52 = {z € R? || z |>=1}. C’est une sous-variété définie par F(z) = 0 ot F(z) =| z |> —1. Vu
que dF(z)h = 2(z, h), l'espace tangent en x & la sphére, T, M? est le plan orthogonnal & z, et T, M? le
plan orthogonnal & x passant par z.

(B) Soit I un intervalle et v : I — R™ une courbe paramétrée. Si 4/ (t) ne s’annule jamais et -y est injective
et propre, I' = v(I) est une courbe lisse, son espace tangent en v(ty) est donnée par Rvy/(tg).

(C) On va montrer de 3 facons différentes que le cone n’est pas une sous-variété. Soit C' le cone
{(z,y,2) eR® | 2% 4+ y* — 22 = 0}

Avant, voici une image du cone déquation 22 + 3% = 22.

1.En effet, on montre aisément que C' est connexe (utiliser le fait que tout point est sur un segment de
droite contenue dans C est passant par 0 pour montrer que C' est connexe par des arcs), et d’aprés le
(B) de la proposition de caractérisation des sous-variétés, un voisinnage de (z,y,z) # (0,0,0) est une
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sous-variété de dimention 2, vu qu’en un tel point dF(x,y,2)(u,v,w) = x-u + y - v + z - w n’est pas
identiquement nulle. Donc si C' est une sous-variété, elle sera partout de dimention 2.

Mais en (0,0,0) les courbes ¢ — (¢t - cos(6),t - sin(),t) tracées sur C, ont pour vecteur vitesse en 0
le vecteur (cos(6), sin(f),1). L’ensemble de ces vecteurs n’est contenu dans aucun plan vectoriel de R3.
L’ensemble C ne peut donc étre une sous-variété.

2. C est connexe par arcs : en effet le chemin (cos(2m0)t, sin(270)t,t) permet de relier tous les points du
cone avec le point (0,0,0). De plus, dF = 2zdx + 2ydy — 2zdz # OV(z,y,z) # 0. Si (z,y,2) = (0,0,0),
dF(0,0,0) = (0,0,0), donc F' est non surjective en ce point.Le cone n’est pas une sous-variété (second
moyen).

3.Le troisiéme : on vérifie que la paramétrisation donnée est injective sauf en (0,0,0), le calcul des
dérivées partielles donne 2 vecteurs base de I’espace tangent, donc si le le cone est une sous-variété , il
est de dimension 2. Mais si M est une variété connexe par arcs de dimension 2, M\ {z} l’est encore :
pour montrer cela, je vais utiliser un résultat que je n’ai pas encore montré, mais qui sera prouvé par la
suite : toute sous variété est une variété.Soit un recouvrement de M par des ouverts. Soit U; ., les ouverts
U; contenant le poit x. V; = U;\ {z} est un ouvert. Par conséquent,on a toujours un recouvrement de
M\ {z} par des ouverts, et les diffeomorphismes associés a ces ouverts sont toujours bien définis. M\ {z}
reste donc une sous-variété de dimension 2. Enfin, on remarque que le cone privé du point (0,0,0) n’est
pas connexe : f(x,y,2) =z, (z,y,2) € C a des valeurs positivs et négatives mais ne passe jamais par 0.

Différentielle d’une application

Soient M et N deux varietés différentiables de dimension m et n, et ¢ : M — N une application
différentiable.

4.4.14 Definition: Pour tout x € M, la différentielle de ¢ en x est 'application linéaire d¢, : T,M —
Ty()N définie sur tout vecteur X, = ~'(0) tangent & la courbe v sur M en z = (0) comme le vecteur

dé2(7'(0)) := (¢ 07)'(0).

Si on interpréte les vecteurs tangents comme des dérivations, la différentielle de ¢ en = peut étre
définie comme
Si on fixe des coordonnées locales (z!,...,2™) autour de z, et des coordonnées locales (y!,...,y")

autour de ¢(z), on a q/ﬁz/q/( t) = ¢oF(t) = p(x'(t), ...,[L’m(t)) = (y'(t), - y"(t)), avec yl =yl (2t, ..., a™)

pour tout j = 1,...,n. Pour tout X, = >7" | X'(z) 2 » avec Xi(z) = dd—f(()), on a donc

Dzt

n

" 4Gy " 5i(pla) &5 "8 Oy o) i O
= —

Jj=11i=1 j=1:i=1

La différentielle d¢, transforme donc le vecteur tangent X, de coéfficients locaux X(x) en un vecteur
tangent Y (,) = d¢,(X;) de coéfficients

vioa) =S 2P i)

i=1

99 (o(2)) 0¢? («P(w)))

La matrice ( Soi ) € Mat,,.,, s’appelle matrice Jacobienne de ¢ en x, et son détérminant det < St

s’appelle Jacobien.

4.4.15 Proposition: La différentielle d’applications sur des varietés satisfait a la régle de la chaine : si
¢: M — N etp: N — O sont deux applications différentiables, alors

d(¢ 0 @)y = dYy(e) © A, x € M.
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4.4.16 Proposition: Une application ¢ : M — N est un difféeomorphisme si et seulement si, en tout
x € M, la différentielle do, : T M — Ty) N est un isomorphisme.

En effet, ceci est équivalent a dire que le Jacobien de ¢ en x est non-nul. On a déja vu que ceci
implique m = n.
Immersions, submersions,plongements sur des variétés
4.4.17 Definition: Soit f : M — N une application. On dit que f € C°(M, N) est de classe C* de M
dans N si pour toutes cartes (U, ) de M et (V) de N on a :
bofop tipUNfHV)) — (VN FU))
On note alors df la différentielle df.

4.4.18 Definition: Une application f est dite propre si I'image réciproque de tout compact par f est
compacte.

4.4.19 Definition: Une immersion entre 2 variétés différentielles est une application dont la différentielle
est en tout point injective.

4.4.20 Definition: Une submersion entre 2 variétés différentielles est une application dont la différen-
tielle est en tout point surjective.

4.4.21 Definition: Un plongement est une immersion injective qui est un homéomorphisme sur son
image.

4.4.22 Exemple: Submersions et immersions :

En fait, on a déja rencontré des immersions et des submersions : remarquons que, pour qu’un fonction
sur une variété soit injective, la dimension de ’espace de départ doit nécessairement étre inférieure &
la dimension de I’espace darrivé. Pour une submersion, c’est Iinverse. Ainsi : v(¢) = (cos(t), sin(t)) sur
10, 27| est une immersion et méme un plongement. Et f(x,y) = 22 +y?—1 = 0 qui va du cercle dans R est
une submersion. Ainsi, les immersions sont des paramétrages (la réciproque est fausse ) et les submersions
sont un moyen de représenter un ensemble comme zéro de fonction (la réciproque est également fausse).

.

L/

Cette spirale représente un plongement de la droite réelle dans le plan.
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4.5 Théoréme de plongement de Whitney dans le cas compact*

Soit © un ouvert de R™ et K un compact de ©2.0On note C™ () I’espace des fonctions de C™ sur (2 et par
C™(K) lespace des fonction C™ au voisinnage de K. Enfin C7? est I'espace des fonctions C™ & support
dans K, c’est a dire telles que {z | f(z) # 0} C K. Lorsque € est omis, il faut entendre qu’il s’agit du
cas 1 = R”. Enfin C(12) est la réunion des C pour K dans 2. Si m = oo, C™ est l'espace des fonctions
C®, si m = w, c’est 'espace des fonctions analytiques, c’est & dire des fonctions qui sont au voisinnage
de chaque point de la somme d’une série entiére convergente.

Avant de se lancer dans la preuve du théoréme, qui permet de faire le lien entre variété et sous-variétés,
remarquons qu’une sous-variété est une variété :

4.5.1 Proposition: Toute sous-variété M est une variété.

Preuve: On a vu (je renvoie aux annexes) que R™ est un ensemble & base dénombrable d’ouvert, et
que tout sous-ensemble d’un ensemble & base dénombrable d’ouvert est lui-méme & base dénombrable
d’ouvert. Donc, M est & base dénombrable d’ouvert.

Soit M une sous variété : par définition,en chaque point xy de M il existe un voisinnage U, de xg et un
difféomorphisme local ¢ tel que I’on ait

Uz, N M) = (R x {0}) N p(Us)

On pose V = |J U, N M,qui est un recouvrement de M (ouvert car on peut s’arranger pour prendre un
zeM
voisinage ouvert U, de R™. Ainsi, sur chaque W, = U, N M, on définit une carte locale : ¢ : W, — RP

en posant ¢ = m o (m : R® = RP x R"~P — RP étant la premiére projection). En effet, ¢ est continue
car composée d’applications continues, inversible car ¢~ (u) = ¢ ~1(u,0) et son inverse est continue car
© est un difféeomorphisme. Enfin, on vérifie par le calcul que v est un difféomorphisme (par composition).
Remarque : le fait que U, N M soit un ouvert de M n’est pas trivial :

© est continue, donc ¢(U,) est un ouvert puisque U, l'est (p est une application ouverte car c’est un
difféomorphisme). De plus,RP x {0} est un sous-espace de R™ qui est fermé dans R™ mais ouvert par
rapport a la topologie que R™ induit sur R? x {0} par restriction car I'inclusion I : RP x {0} — R" est
continue, donc la préimage (préimage d’une partie par une application=ensemble des points envoyés dans
cette partie) de I'ouvert R™ (qui est R? x {0}) est ouverte (par définition d’une fonction continue).Enfin,on
conclut par le fait que (U, N M) = RP x {0} N¢(U,) ,une intersection de 2 ouverts qui est donc ouverte,
donc par continuité de ¢,l'image réciproque U, N M de louvert R? x {0} N ¢(U,) (on a correspondance
entre préimage et image réciproque car ¢ est un difféomorphisme) est un ouvert. O

4.5.2 Proposition: Une immersion injective propre est un plongement.L’image d’un plongement dans
R™ est une sous-variété de R™.Si M est compacte,l’espace des plongements de M dans N est ouvert pour
la topologie C!

Preuve: De par la définition par nappes des sous-variétés. En effet, si f est un plongement,x € M,
(U, ) est une carte au voisinage de z et il existe V un voisinage de f(x) dans R™ tel que f soit un
homéomorphisme de U sur V N f(U). Alors fop~!: @(U) — VN f(U) est une application différentielle
injective qui est bicontinue sur son image (par définition du plongement). O

4.5.3 Definition: On appelle partition de 'unité d’un espace topologique X une famille (p;);c; de fonc-
tions continues, définies sur X et & valeurs dans l'intervalle [0, 1], tel que pour tout point z € X, les 2
conditions suivantes soient satisfaites :

1. Il existe un voisinage de z tel que toutes les fonctions p; soient nulles sur ce voisinage a ’exception
d’un nombre fini d’entre elles.

2. Y icrpilr)=1Vere X



64

4.5.4 Definition: On appelle partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;);c; une partition de
Punité (p;)ics au sens de la définition précédente , indexé par le méme ensemble I que le recouvrement,
et tel que, pour tout ¢ € I, suppp; C U;.

4.5.5 Théoréme: Soit M une variété et (Uy)aca un recouvrement ouvert de M. Il existe alors une
famille (p;)j=1,...q de fonctions de classe C* telles que :

1.
Vs supp(p;) C U
2.
Vo e M,0< pj(z) <1
3.
o0
Vo € M,ij(x) =1
j=1

4. Chaque point x de M a un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini des supports de p;.

Preuve: On peut passer a un recouvrement plus fin, localement fini,dont chaque ouvert est contenu dans
une carte. Soit (U;);jen un tel recouvrement et V; un sous-recouvrement tel que V; C V; C Uj;. Via les
cartes ¢; : U; — R™, on peut trouver des fonctions f; = 1 sur V; (voir le corollaire des partitions de

l'unité). Alors,dans ce cas p; = vérifie les conditions du théoréme. ]

fi
Zﬁ:{ fr

4.5.6 Théoréme: Soit M une variété compacte de dimension n.Il existe alors un plongement de M dans
un espace euclidien RN, N n’ayant pas de lien avec n.

Preuve: Soient (Uj, ;) des cartes telles que les ouverts U; forment un recouvrement de M. On considére
un sous-recouvrement V; par des ouverts tels que V; C V; C U; et une partition de I'unité p; subordonnée
aux U;.On pose alors

F(x) = (p1(x), .., pn (), p1(2) 01 (), ..o, pn (2)ion (7))

Cette application est bien définie,car le plongement de p; - ¢; par la fonction nulle en dehors de U; est une
fonction C*°. Maintenant, en chaque point z, I'un des p; est non nul,et 'image de (dp;(x), ¢;(x)dp;(z) +
@;(x)dp;(x)) est de rang n car si dpj(x)h = 0 et p;(x)dp;(x)h + p;j(x)dp;(x)h = 0, alors dp;(x)h = 0
Vz € Vj, ce qui est impossible. Elle est injective car si F'(z) = F(y) on doit avoir p;(z) = p;(y), donc
ils sont dans la méme carte U; et ¢,(z) = ¢,(y), donc z = y.Or, une immersion injective dans le cas
compact est un plongement, puisqu’elle est propre. O
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5 Fibré tangent

Le but de ce chapitre est d’approfondir les notions précédentes en définissant et fibré tangent et les
champs de vecteurs (un cas particulier de fibré et de ses sections). Elle va permettre la transition entre
la partie II et la partie III, car les champs de vecteurs sont une algébre de Lie.

5.1 Fibré tangent

Soient M et N deux varietés différentiables de dimension m et n avec m < n, et ¢ : N — M une
application différentiable.

5.1.1 Definition: Un fibré (différentiel) sur M de fibre une varieté F' est une varieté N avec une appli-
cation différentiable m: N — M telle que

1. 7 est une submersion surjective ;

2. N est localement trivial avec fibre F', c’est-a-dire que pour tout z € M il existe un voisinage U de
x dans M et un diffeomorphisme 7¢; : 771 (U) — U x F tel que pry oy = 7 ’ . i.e. pour tout
yen Y (U)onary(y) =(v,2), ot z=m(y) et z € F.

On appelle N Despace total, w la projection, M la base et Ty une trivialisation locale du fibré. On indique
le fibré par N (M, F).

Représentation visuelle d’un fibré et de sa fibre :

AN
fiber

base manifold

[fiber bundle

5.1.2 Corollaire: Dans tout fibré on a les proprietés suivantes :

-Pour tout ouvert U C M, l’ensemble Ny = 7~ *(U) est un ouvert de N, qu’on appelle fibre sur U.
Pour tout x € M, l’ensemble N, = 7w~ 1(x) est un sous-ensemble fermé de N, qu’on appelle fibre sur z,
etona N =,cy Ne

La restriction de Ty a tout point x € U est un difféomorphisme 7y | : Ny — F qui dépend de U.
x

5.1.3 Definition: Un fibré vectoriel de rang k sur M est un fibré 7 : E — M de fibre un espace
vectoriel V' de dimension k, avec trivialisations locales 77 : 7= 1(U) — U x V telles que toute restriction

7v| : Er — {a} x V est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On note £ = E(M,V). On peut
xT

supposer que V soit R”.
5.1.4 Exemple: L’espace-temps

L’espace-temps est la varieté R* = R x R?® avec coordonnées (t,7), qui admet, en théorie, deux
structures de fibré :
— Tespace sur le temps, R x R® — R, (t,7) — t, i.e. T = Z(t);
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— le temps sur l'espace, R x R® — R3, (¢,7) — T, i.e. t = t(F).
5.1.5 Definition: Un fibré vectoriel (de rang k sur M) est dit ¢rivial ’il existe un difféomorphisme 7 tel
que 7: 7 (M) =M x RF ou M x V, V étant la fibre, ol 7 est la premiére projection : 7 : M x V —
M m(z,v) = x.
5.1.6 Exemple: Le fibré trivial de fibre F est la projection pry : M x F — M : (z,y) — z. En
particulier : le cylindre S* x R et le tore S' x S! sont des fibrés triviauz sur S'.

Soit M une varieté différentiable de dimension m.

5.1.7 Definition: On appelle fibré tangent sur M 1'union disjointe des espaces tangents

T™ = | J T.M
zeM
5.1.8 Proposition: Le fibré tangent est un fibré vectoriel de rang m, avec projection m : TM — M,
m(Xz) = z.

Preuve: Il faut montrer que TM est une varieté différentiable, que 7 est une submersion, et qu’il y a
des trivialisations locales de fibre R™. Les cartes et les trivialisations locales de T'M se trouvent & partir
d’un atlas de cartes sur M.

Soit ¢ : U — R™ une carte de M et appellons (z!,...,2™) les coordonnées locales dans ¢(U).
Puisque ¢ : U — (U) est un difféeomorphisme, sa différentielle en tout point « € U est un isomorphisme
d’espaces vectoriels dy, : T,U — Ty (,)p(U). Appellons 7 I'application induite sur TU = (J, o, T.U =

TM| par les différentielles dy, quand z varie dans U, composée avec I’isomorphisme canonique
U

e, i=1,...,m,

iz : Tgo(a:)‘ﬂ(U) i) Rm,

oz’ @(x) =
ot {e'} est la base canonique de R™. On obtient une application
T:TU — | TpeU) = [ JR™ 2 U xR™, (2, X,) = (2,ix(dea(Xs)))
zcU zeU
qui est évidemment un difféomorphisme et donne ainsi une trivialisation locale.
Si on compose 7 avec la carte ¢ : U — ¢(U) C R™ on obtient lapplication ¢ : TM _— TU —

@(U) x R™ C R?™ définie sur tout X, = >1", X'(z) 2 € T, M par

Pz, Xz) = (0(2),ia(dpa(Xo))) = (2" (2), .. 2™ (2), X (2), ..., X (1)),

qui donne une une carte sur T'M. Il est facile de montrer que les changement de cartes sont des difféo-
morphismes et que la projection 7 est une seubmersion. Le fibré TM est donc une varieté différentiable
de dimension 2m. O

Voici maintenant une petite représentation visuelle du fibré tangent pour le cercle : 2 maniéres de la re-
présenter : les espaces tangents (premiére image) sont regroupés de maniére continue et sans se recouvrir
(deuxiéme image) : il s’agit d’une démonstration visuelle de I’exemple qui va suivre.
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5.1.9 Exemple: Le cercle S' est trivialisable. Autrement dit, son fibré tangent est parallélisable.

Preuve: Commencons par décrire le fibré tangent a4 S'. En tout point (z,y) € S!, Pespace tangent & S!
en (x,y) est 'ensemble des vecteurs o/(0) € R?, ot

a:I— S t—a(t)

est une courbe paramétrée (reguliére) sur le cercle telle que a(0) = (x,y). On a alors forcement «(t) =

(z(t),y(t)) avec
z(t)? +yt)? =1.

En dérivant , on obtient

0=2a(t)2'(t) + 2y(t) y'(t) = 2((z(t), y(1)), (='(2), ¥/ (1)),

et en posant ¢t = 0 on voit donc que le vecteur o/(0) = (2/(0),3(0)) est orthogonal au vecteur position
a(0) = (z,y). Dans le plan R?, il est facile de caractériser les vecteurs orthogonaux a un vecteur (z,y)
donné : ce sont les multiples de (—y, z). Par conséquent, on a

T(%y)Sl = {(x,y) + A(—y,z) | A € R}, comme espace affine,

T(w,y)Sl = {/\(—y,x) | A e R}, comme espace vectoriel.

Le fibré tangent & S! est 1'union disjointe

1 1
TS = U TS,
(z,y)eSt

ou l'on peut prendre T(m’y)Sl comme espace vectoriel.
Pour montrer que cet ensemble est bien un fibré vectoriel de rang 1, il suffit de trouver un recouvrement
de S! par des ouverts U et des trivialisations locales

Yo :TyS'= |J TeyS' — UxR
(z,y)eU

Le choix est simple, prenons comme recouvrement du cercle la famille {Us, U N}, qui correspond aux

deux ensembles Us = {(z,y) € S',y # —1} et Uy = {(x,y) € S*,y # 1}, dont on s’est servi lors de la
projection stéréographique pour le cecle (je renvoie a la preuve que le cercle est une variété).
, et comme trivialisations locales les applications

TSt T'UsSl — Us x Ra )\(—y,.ﬁ) = (($7y)v)‘)7 Yy 7& 1
™~ TuyS' — Un X R, A=y, z) = ((2,9),)),  y# -1

11 est clair que ces deux applications sont des trivialisations locales, car en tout point (z,y) € Ug
(respectivement (x,y) € Uy), la restriction

Ts|(1)y) : T(wyy)Sl — R, AM—y,z) — A (resp. Tn)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Comme tout fibré tangent, celui du cercle est bien une variété différentielle. Pour le cercle, elle a
dimension 2. Les cartes locales ont deux composantes : la premiére décrit une carte locale sur S', la
deuxiéme décrit les fibres au-dessus de 'ouvert de S! en utilisant une trivialisation locale. On peut donc
prendre ;

wS : /TUSS1 — R x Rv A(_yvq’.) = (@S(xay)vT’(x7y) ()‘(_y7x))) = (12_xy7)\> Yy 7& 1

wN : /I’UNSl — R x R7 )\(—y,{L‘) = (QpN(m7y)’T|(1,y) (/\(_yu‘r))) = (12jjy7)‘) Yy 7é -1
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Sur lintersection Ty S' N Ty S' = TygnuyS', les transitions de cartes 15 o ¢ sont données par les
applications g o %—Vl sur S, et par I’identité sur R, donc elles sont bien des difféomorphismes.

Enfin, pour montrer que S* est parallélisable, il suffit de trouver une trivialisation globale du fibré T'S!,
c’est-a-dire un isomorphisme de fibrés vectoriels

¥ :TS' — St x R.
C’est, simple, il suffit de prendre
o(M=p.2)) = (@) A)

Pour tout (z,y) € S' et pour tout A € R.

En effet, cette application respecte bien les fibres (i.e. envoie bien les fibres de TS! au-dessus du tout
point (x,y) sur les fibres de S! x R au-dessus du méme point) et sa restriction a chaque fibre T(xyy)Sl est
bien un isomorphisme d’espaces vectoriels.

5.2 Champs de vecteurs
Sections

5.2.1 Definition: Si 7 : N — M est un fibré de fibre F, une section est une application différentiable
s: M — N telle que 7o s =idyy, i.e. s(z) € Ny, pour tout = € M.
Un petit dessin pour illustrer la notion de sections :

Fibre
Buudle

/Lg—b Base Space

Une section locale est une section définie sur un ouvert U C M, c’est-a-dire une application différen-
tiable s : U — Ny telle que mo s = idy.

L’ensemble des sections est noté T'(M, N), ou T'(N) si la varieté de base M est fixée. L’ensemble
des sections locales définie sur U € M est noté I'(U, Nyy) ou I'(Ny), ou encore I'y (M, N) ou I'y(N).
Parfois on noté aussi I'j,.(M, N) ou I'j,.(N) 'ensemble des sections locales, sans spécifier le domaine de
définition.

Les sections peuvent étre des applications de classe C* ou de classe C> (lisses). Cette regularité peut
étre indiquée comme T'* (M, N) ou I'*°(M, N), mais elle est trés souvent sous-entendue.

Sim: N — M est un fibré de fibre quelconque, 'ensemble de sections I'(N) n’a aucune structure
algébrique particuliére. Par contre, pour un fibré vectoriel I’ensemble des sections a une structure qui
ressemble & celle de I’ensemble des fonctions réelles sur M. Considerons un fibré vectoriel 7w : E — M.

5.2.2 Definition: Soit .4 une algebre associative (on peut aussi définir pour A comme anneau unitaire)
et (V,+) un groupe abélien. V' est un A-module & gauche si et seulement si V' est un espace vectoriel sur
lequel il existe une action : V x A — V qui satisfait les méme axiomes que les esaces vectoriels. Ainsi, A
est le corps des scalaires et V un A-espace vectoriel.On dit que V est un bimodule s'il existe ’egalement
une seconde action A x V. — V de sorte que V soit un A-module & gauche et & droite.
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5.2.3 Proposition: L’ensemble I'(E) est un espace vectoriel sur R (de dimension infinie), et un module
sur C°(M).

Preuve: Pour s1,s2 € I'(E) et o, 5 € R, on définit la combinaison linéaire o s1 + 3 so € I'(F) par
(o 814 B s2)(x) = a s1(x) + B sa(x), x € M.
Pour toute fonction f € C*°(M) et toute section s € I'(E), on définit le produit fs € I'(E) par
(fs)(x) = f(z) s(x), weM

11 est facile de vérifier que ces deux opérations font de I'(F) un module sur C*°(M). O

5.2.4 Proposition: Il y a une correspondance bijective entre trivialisations locales de E et bases de
sections locales de E. Par conséquent, l'espace T'(E) est un module localement libre de rang k sur C*°(M).

Preuve: En effet, les sections ont valeur dans les fibres qui sont isomorphes & V', mais I’isomorphisme
n’est pas canonique, il est donné par les trivialisations locales. Plus précisement, fixons une base {e,, a =
1,...,k} de V et considerons une trivialisation 7 : Ey — U x V. Pour tout « € U, 'ensemble de vecteurs

ea(x) =7 2 00), a=1,..,k
forme alors une base de la fibre F,. Les applications
eq : U — Ey, x— en(x), a=1,..k

sont donc des sections locales (différentiables) du fibré E, qui forment une base de I'(Ey) comme C*°(U)-
module.

Cette correspondance est bijective : si pour a« = 1,..., k on a des sections locales o, : U — Fy telles
qu’en tout = € U l'ensemble {o4(z), a = 1,...,k} soit une base de Ey, alors on défini une trivialisation
v : By — U x V par

k k
y=> y*@) oalz) +— Tuly) = (xazy”‘(w) ea> :

Sur chaque ouvert U supportant une trivialisation 7, une section s : U — Ey s’écrit donc comme
combinaison C*°(U)-linéaire

k
— N e, s* e C™().
S‘U ;se s (U)
]

5.2.5 Corollaire: Un fibré E de rang k est trivial si et seulement si le C°°(M)-module T'(E) est libre,
i.e. st E admet une base de k sections globales.

Remarque importanteSi on a un fibré de rang k admet une base de k sections globales, alors elles ne
s’annulent jamais (auquel cas, ce n’est plus une base).

5.2.6 Exemple: 1. Si E = M x R, les sections de E sont les fonctions a valeurs réels sur M, i.e.
I°(E) = C>(M).

2. Si E = M x RF, les sections de E sont les fonctions vectorielles sur M.

Section s d’un espace fibré p: F — B.
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Vecteurs tangents et dérivations

5.2.7 Definition: Soit .4 une algébre associative sur R et M un A-bimodule. Une dérivation sur A a
valeurs dans M est une application D : 4 — M telle que, pour tout o, € Ret f,g € A, ona:

e D(a f+ 8 g)=aD(f)+ B D(g), i.e. D est linéaire sur R;

e D(f g)=D(f) g+ f D(g), i.e. D satisfait la régle de Leibniz.
Si A a une unité 1 (et donc R — A), on a aussi

e D(X) =0 pour tout A€ R C A [car D(A) =AD(11) =AD(1) 14+ X1 D(1) =2 D(\)].
On indique avec Der(A, M) Pensemble de telles dérivations.

5.2.8 Proposition: L’ensemble Der(A, M) est un espace vectoriel réel.

Autrement dit, pour tout Dy, Dy € Der(A, M) et «, 5 € R, la combinaison linéaire o« D1 + § D5 est
définie par

(a Dy + B Do) (f) := a Di(f) + B Da(f).

Soit C°°(z) lalgebre des fonctions reélles sur M qui sont C*° en x. Considerons R comme bimodule
sur C*°(z) avec 'action d’évaluation en un point f -\ := f(x)\ pour tout f € C®°(z) et A € R.

5.2.9 Proposition: L’espace tangent & M en x est isomorphe a [’espace vectoriel des dérivations sur
C°(z) a valeurs dans R, c¢’est-a-dire

T, M = Der(C*(z),R).

Preuve: Un élément de T, M est un vecteur +'(0) tangent & une courbe v qu passe par x a l'instant
t = 0. Celui-ci est une dérivation sur C*°(z), comme on a déja vu.

Le contraire est aussi vrai : toute dérivation sur C*°(x) a valeurs dans R est le vecteur tangent & une
courbe en un point régulier. Pour montrer ceci, d’aprés la Proposition , il suffit de demontrer que toute

dérivation sur C°°(x) est une combinaison linéaire des dérivées partielles % ,ou (2%, ...,2™) sont les
o |

coordonnées locales autour de z.

Soit D une dérivation sur C°°(z) a valeurs dans R. L’action de D sur f € C°(z) doit étre lue
en coordonnées locales : soit U un voisinage de = qui supporte une carte locale ¢ : U — V C R™,
supposons que ¢(z) = (0, ...,0) = 0, appellons (z!,...,2™) les coordonnées des points voisins & = dans U
et f = f oy ! lexpression de f en coordonnées locales. Alors par Df on entend Df.

Calculons la valeur de D f en utilisant le dévéloppement de Taylor a ’ordre 1 de f autour de O :

m

f(zt, ..., z™) :f(0)+zxi 85(0) n Z L 9 f(v)
=1 =1

't Ozi0xI’
Q=
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ol v est un point de V qui se trouve dans le disque centré en 0 de rayon [|(z',...,2™)||. En utilisant
le fait que la dérivation D s’annulle sur les constantes, on a alors

m Yy m
7 , 0/(0) :  0°f ()
D == D ¢ - 2 ¢ O D J a o o
ott 21(0)Dx? = z' - DzJ est 'expression en coordonnées locales de Paction de C*(x) sur R. Puisque
24(0) = 0 par hypothése (car p(x) = 0), on en conclue que

f.

x

Df = Dx? = = Da? .

! ; T Tor ; T g

Par conséquent, tout vecteur tangent X, € T, M est identifié & une dérivation sur C*°(x) qui agit
comme f — X, f. O

Champs de vecteurs

5.2.10 Definition: Un champ de vecteurs sur M est une section X : M — TM du fibré tangent sur
M.

On note X(M) = I'(T'M) ’ensemble des champs de vecteurs sur M. D’aprés la Section 3, X(M) est un
espace vectoriel sur R et un module localement libre de rang m sur C°°(M). Une base locale de champs
de vecteurs (sur un ouvert de trivialisation TU) est donnée par les dérivées partielles

9 .
oxt

U—)TU:TM‘U, e 2 i=1,..,m.

8l‘i :L”

Tout champ de vecteurs X sur M s’exprime alors localement comme combinaison C'*°(U)-linéaire
- 0
X‘ N xi L xiecox®W).
U ; ox* @)

5.2.11 Proposition: Les champs de vecteurs sur M sont isomorphes aux dérivations de C°(M) a
valeurs dans C°(M), i.e.
X(M) = Der(C*(M),C*(M)).

)
’ ozt
une carte (U, ). Pour tout f € C°°(M), on considére la fonction X f sur M définie en tout point x € U
par

dans

Preuve: Soit X un champ de vecteur, avec expression en coordonnées locales X ‘ = Z:’il X
. -

o0 = (x|, 1) =3 x5
i=1

x

iy o)
= XZ " .
> Xw) S (el
Alors X f est une fonction C*°, car sur toute carte (U’, ') son expression en coordonnées locales
Xf=Xfoy est C> : pour tout (y,....,y™) € o' (U' NU), avec x € U' NU, on a

m 1

XJh ) =Y %@ M2 ) = 30 xiw) LD (1) B o,

oy’ ox?

i=1
ot (y'y...,y™) = (!, ...,2™) est le changement de coordonnées de U & U’. Dans cette expression,
tous les facteurs sont de classe C*°. Enfin, 'application f — X f est évidemment une dérivation.
Inversement, comme on ’a montré pour les dérivations en un point et les vecteurs tangent, on montre
que toute dérivation sur C'°°(M) est une combinaison C'*°(M)-linéaire des opérateurs locaux %, et donc
un champ de vecteurs sur M. O
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5.2.12 Exemple: [Champs de vecteurs sur les sphéres.]
Sur St = {e''}, tout champ de vecteurs est de la forme X, = f(t)%, avec f € C*(Sh).
Sur S? = {(z,y,2) € R3, 22 +y% + 22 = 1}, tout champ de vecteur est de la forme
0 0 0
X(az,y7z) = f(fll, Y, Z) % + g(xay7 Z) a_y + h(l’,y, Z) &7

avec f,g,h € C*(S?) telles que x f(x,y,2) +y g(x,y,2) + 2z h(z,y,z) = 0.

Un exemple de champ de vecteurs, de la forme V(z,y) = —y% + J;a% = (—y, z).
—_— _—

5.3 Fibrés trivialisables

5.3.1 Proposition: S’il eziste une nappe paraméirée (qui vérifie les méme conditions que pour la défi-
nition d’une sous variété) définie globalement sur une variété M (c’est & dire, qui paramétrise M tout
entiere), alors M est trivialisable.

Preuve: Soit j : U C R — M une nappe paramétrée globale de M ,(qui vérifie les méme conditions que
pour la définition d’une sous variété). Alors, si U est ouvert, j est une carte globale de M. Si U est fermé,
on peut trouver des ouverts U; formant un recouvrement de U (dans le cas contraire, on se restreint a
considérer M comme une variété a bord), de sorte que chaque j; = j : U; C R — M est une carte de
M. Alors,dans ce cas,on peut trouver une base du fibré tangent en considérant les dérivées partielles de j
(c’est a dire dj, la différentielle de f),qui sont des vecteurs (ey, ...e,) (linéairement indépendant car df est
injective) et qui dépendent des coordonnées (1, 3, ..., z,). On prend alors comme trivialisation globale

7:TM — M xR"

7O Xiei) = ((@1, s Ty Aty s An)
=1

O

Ce qu’on vient de faire montre également (par contraposée) que s’il n’existe pas de trivialisation
globale, alors il n’existe pas de paramétrisation globale. Ce point est important car dans certains cas,il
est est possible de trouver une paramétrisation globale (vérifiez qu’on peut le faire pour le cercle S! et
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trouvez des ouverts adaptés).Par contre, il est impossible de le faire pour la sphére S?, c’est pourquoi,
dans la paramétrisation courante de la sphére, il existe deux points (opposés,qu’on appelle poles) de non
injectivité.

Dans la partie fibré tangent, on a montré avec 'exemple du cercle comment déterminer un tel fibré et
comment montrer qu’il était trivialisable. On va maintenant refaire la méme chose en utilisant cette fois
la correspondance entre sections et champs de vecteurs.

5.3.2 Exemple: On va déterminer le fibré tangent du tore T? (tore de révolution,).
Pour cela,on utilise une paramétrisation du tore.

f(u,v) = ((a + Rcos(u))cos(v), (a + Reos(u))sin(v), Rsin(u))
of o of
u = (—Rsin(u)cos(v), —Rsin(u)sin(v), Rcos(u)); 50
On voit que 'on peut simplifier I'un des vecteurs : on peut enlever le facteur (a + Rcos(u)) de g—i. On
pose

(—=(a+ Reos(u))sin(v), (a + Rcos(u))cos(v), 0)

1 of

2 = (—sin(v), cos(v),0) = s 5

e1 = €2 Ne® = (—Rcos(u)cos(v), —Rcos(u)sin(v), —sin(u))

Le plan tangent est alors ’ensemble :
{\ € R, Aes + pes}
Pour le tore : on va directement donner une trivialisation globale. On vérifie que la paramétrisation du
tore est une bijection pour 0 < u,v < 2w, c’est donc une paramétrisation globale. On donne alors :
¢:TT? — T? x R?
p(Aez + pes) = (f(u,v), A, )
qui respecte les fibres et sa restriction & chaque fibre est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
5.3.3 Exemple: On va déterminer le fibré tangent de la sphére S2.
Pour cela,on utilise une paramétrisation de la sphére unité :

f(u,v) = (cos(u)cos(v), cos(u)sin(v), sin(u))

of _ ) ) ; 'g* —cos(u)sin(v), cos(u)cos(v
OF _ (~sin(u)cos(v), ~sin(u)sin(v), cos(u)): 2 = (~cos(u)sin(u),cos(u)cos (v), 0)
On supprime le facteur cos(u) du vecteur % et on pose :
eg = g—z = (—sin(u)cos(v), —sin(u)sin(v), cos(u))
es = (—sin(v), cos(v),0) = cosl(u) %
Enfin,
e1 = ex A ez = (—cos(u)cos(v), —cos(u)sin(v), —sin(u)) = —f(u,v) = e;

On obtient une base de I'espace tangent V(u,v) € R?.Le plan tangent et alors :

{Aa IS R) A€2 + /J/e?)}
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On choisit : 0 < v < 27w et —F < u << 72 pour avoir une bijection (sauf pour v = %) On prend alors

comme trivialisations locales : (Uy et Ug étant encore les cartes aux poles nord et sud).

75 : TyS* — Ug x R? \eg + pes — (f(u,v), (A, ), u # :I:g

5 TuyS? — Un x R?, Xeg + pes — (f(u,v), (A, 1), u # :i:g

On vérifie que la restriction
TS |f(u,v) Tu,USQ — Rz; Aeg + pes — ()\, ‘u)

(resp Ty )est bien un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc 75 et 7y sont bien des trivialisations locales,
qu’on peut "lire" & partir des cartes locales comme on 1’avait fait avec le cercle.

Le probléme : au poles, la paramétrisation choisie n’est pas une bijection, mais une surjection. On doit
donc définir une autre paramétrisation de la sphére permettant d’inclure ces 2 poles, par exemple :

g(u,v) = (sin(u), cos(u)cos(v), cos(u), sin(v))

En refaisant un travail analogue & celui-ci, on trouve 2 vecteurs es,es base de l'espace tangent. La
paramétrisation n’est toujours pas définie pour u # +7, mais comme on a échangé z,y et z, ce n’est plus
les mémes poles qui posent problémes. On a donc 2 trivialisations locales pour cette paramétrisation,
TG, Ty qu’on peut réduire & 2 pour la sphére en choisissant de garder 7g et 75,. Cependant, il est alors
impossible avec cela de trouver une paramétrisation globale, car on a 2 caractérisation de l’espace tangent.
Il faudrait pouvoir paramétrer la sphére de fagon globale pour résoudre le probléme. La proposition ci
dessous montre que cela n’est pas possible.

On va prouver que le fibré tangent & S? n’est pas trivialisable. Avant cela, on a besoin d’un outil
géométrique bien particulier :

5.3.4 Definition: Un lacet sur [a,b] est une courbe paramétrée fermée. Soit :
5 : [a,b] — R?

t— (x(t),y(t))

un lacet C'! dont le support ne contient pas I’origine O. Le nombre de tours (ou encore, nombre d’enrou-
lements) N(v,0) de v par rapport & O est U'entier relatif

1 [Pay — o
== | BT ey
" or o T2+ y?

Interprétation géométrique : écrivons v en coordonées polaires. v(t) = (z(t), y(t)) et

z(t) = r(t)cos(0(t)); y(t) = r(t)sin(6(t))

zy —a'y
/a x2+2dt /9’ (t)dt = 6(b) — 6(a)

Comme ~y(b) = v(a), In € Z tel que §(b) — 6(a) = 27n. Donc N(y,0) =n € Z, ce qui permet de vérifier
que N(7v,0) est un entier.

On a alors

5.3.5 Definition: Soit : v : [a,b] — R? un lacet régulier, on appelle indicatrice de ~ la courbe ~/
[a,b] — R?\O. Le nombre de tours de ' par rapport & O s’appelle l’indice de rotation de « et il se note

Ind(y) = N(v/,0)



75

Illustration de la fonction indicatrice d’une courbe paramétrée.

gobales des Indice de rotation

V. Borrell

Exemples.—
Indice de
rotation
OO0 @ QO -
Ind=-1 Ind=0 Ind=1 Ind=2 Ind=3

Théoréme.— Soit v : [a, b] C R? un lacet régulier alors

b
ind(2) = ~5- [ ka0 Ot

En particulier, si~ est paramétrée par la l.a. alors :

1 b
Ind(y):—ﬂ/ Kaig(s)ds.
a

remarque : On peur montrer par un simple calcul que :Ind(y) = — 5 f{f kaig(t) |7/ (t)| dt. Avec kqiq la
courbure algébrique.

5.3.6 Exemple: Le fibré tangent a S? n'est pas trivialisable.

Preuve:

Explication de la stratégie : On choisit sur la sphére un pole nord et un pole sud, ainsi qu’une
orientation. On peut alors parler des paralléles de la sphére et les orienter de maniére continue. De plus,
on peut définir un repére mobile tangent sur la sphére, en dehors des poéles nord et sud. Le premier vecteur
du repére mobile est tangent au paralléle passant par ce point et orienté dans la direction de parcours
des paralléles, et le second vecteur est perpendiculaire au premier, avec un sens choisi pour se conformer
& Dorientation de la sphére. Tout champ de vecteurs v admet une décomposition dans le repére mobile.
On va maintenant supposer (par ’absurde) que v ne s’annule jamais.

On peut donc associer & tout paralléle un nombre d’enroulement : c’est le nombre d’enroulement du
champ de vecteurs dans le repére mobile le long de ce paralléle. Ce nombre est bien défini puisque le
champ de vecteurs ne s’annule pas. Il dépend continiment de la latitude du paralléle, d’aprés les résultats
standard sur la continuité du nombre d’enroulement, et il est entier. Il est donc constant.

On calcule ce nombre d’enroulement au voisinage du pole nord. Certes, le repére mobile cesse d’étre défini
au pole nord, mais pour pallier cette difficulté, on dilate un paralléle proche du pole nord en un cercle
de rayon unité, et on projette a la fois le champ de vecteurs v et le repére mobile sur le plan tangent au
pole nord. L’orientation de ce plan tangent est déduite de celle de la sphére. Par continuité, le nombre



76

d’enroulement ne change pas lors de cette transformation. A la limite, le repére mobile transformé tourne
une fois autour du pole, dans le sens des paralléles, et donc le champ de vecteurs tourne - une fois dans le
repére mobile. Le nombre d’enroulement vaut donc m et m vaut +1 ou U1, suivant le choix d’orientation
des paralléles.

Avec le méme raisonnement au voisinage du pole sud, le repére mobile tourne une fois autour du pole sud
dans le sens des paralléles, mais pour maintenir une orientation cohérente avec celle de la sphére, en tant
que plan dans ’espace & trois dimensions, le plan tangent au podle sud est orienté dans le sens opposé du
plan tangent au pole nord, et donc le nombre d’enroulement du champ est -m. On a la contradiction :
le nombre d’enroulement étant continu, cela n’est pas possible. Cela signifie que le champs de vecteur
s’annule nécessairement, or, on a fait la remarque que pour avoir une base d’un fibré, les sections (dans
ce cas, les champs de vecteurs),ne doivent jamais s’annuler.

Version analytique :
Soit x le point courant de la sphére,v(z) un champ de vecteur quelconque. On paramétrise la sphére
en coordonées polaires, en la supposant de rayon 1 :

x1 = cos(0)cos(d), xa = sin(f)cos(¢), x3 = sin(P)

avec
s

Vs
0<o0<2m——- << =
oy S9Sy

On remarque que ce paramétrage ne définit pas une bijection (il est non injectif en ¢ = £7) ni, a fortiori,
un difféomorphisme. En chaque point de la sphére distinct des poles nords et sud, on introduit un repére
mobile formé de 2 vecteurs tangents a la sphére :

61(07 ¢) = (_Sin(a)a 605(9)7 0)’ €2 (07 ¢) = (—Sin(¢)608(9), —szn(¢)szn(9), COS(¢))

Il est évident que cette base dépend contintimenet de 6 et ¢ pour 0 < 6 < 2m;—5 < ¢ < . Dans cette
base et en dehors des poles, le champ de vecteur v(z) admet pour coordonnées :

w1 (97 (b) = 61(97 qﬁ) ’ U(.Z‘(97 ¢>)7 w2(97 (b) = 62(9, QS) ’ U('T(97 (b))

Ces coordonnées dépendent la encore contintimenet de 6 et ¢ pour 0 < 0 < 2m;—5 < ¢ < 5. De plus,
elles dépendent périodiquement de 6, avec une période de 27 et ne s’annulent pas simultanément.

Pour ¢ compris strictement entre —5 et 7, on peut définir le nombre d’enroulement du champ de vecteurs
(w1(0, @), w2(0, ) par rapport a la variable 6 sur le cercle unité. C’est un entier n qui est une fonction
continue de ¢ €] — 7, 7, donc constant. On va maintenant calculer ce nombre au voisinage des poles nord
et sud afin de parvenir & une contradiction.

Soit v la valeur du champ de vecteur au pole nord. Ses trois composantes sont : (T1,72,0), qu’on note
(U1,72) aprés dilatation. Par cotinuité du champs, on peut trouver o > 0 tel que :

T T
*-O{<¢<§

- = 0(2(0,0)) ~T|<

| =

On peut également choisir « assez petit pour avoir

. 1
17111 - sin(9) I< |
iy (—T1sin(0) +vacos(0)\ _ (Z1(0) A
Notons : Z(0) = (—vlcos(e) ~Tasin(8)) = \55(0) le champ de vecteur au pole nord.

Dans ce cas :
w1(9) = €1 2(0) = —U1

wa(0) = eq - Z(0) = sin(¢)(T1sin(20) — vacos(20))
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A partir de 13, on déduit par le calcul :

| wi(0) = 21(0) [< 73 wa(0) — 22(0) |< %r | 1—sin(9) || v[<

N

Pour 5 — o < ¢ < . Par conséquent, | w(f,¢) — (0) |[< 4> < 1=[z|. Donc w(f),¢) a le méme nombre

d’enroulement (en la variable 8) que z, c’est donc —1.

Le méme raisonnement au pole sud montre que si on pose : z(6) = (—vlszn(ﬁ) + 02005(9)> = (Zl (9)>

v1cos(8) + vasin(6) 22(0)
,alors pour ¢ assez proche de —7, le nombre d’enroulement (en la variable 0) est le méme que celui
de 7z, c’est donc 1. On a bien la contradiction souhaitée. O

5.4 Théoréme de la boule chevelue*

On s’intéresse & la démonstration du théoréme de la boule chevelue, mais avant cela, on doit introduire
un certain nombres de notions. Je vais présenter ici, non pas la démonstration la plus simple, mais la plus
accesible & mon niveau. C’est une preuve alternative permettant de montrer que S?, et plus généralement,
de S?* avec k entier, n’est pas globalement trivialisable.

5.4.1 Théoréme: (boule chevelue) Sur une sphére réelle S™ dont la dimension n est pair, tout champ
de vecteurs continu X s’annule en au moins un point : Jv (qui dépend de X ) tel que X (v) = 0.

Voici la version visuelle de ce théoréme : Si un champ de vecteurs tangents sur une sphére est symbolisé
par des cheveux de longueur constante, le théoréme de la boule chevelue stipule que la sphére contient
au moins un épi. La figure en contient deux, un sur chaque pole.

Pour le tore, la situation est différente.
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Rappels (donc non démontrés)

5.4.2 Definition: Une fonction f: EF — R, est dite Lipschitzienne si il existe un réel positif k tel que

Ve,ye B, [ f(x) = fly) ISk [z —y]

5.4.3 Théoréme: Soit f: E — R dérivable : S’il existe m, M € R vérifiant
Veel, m<f(x)<M

, alors Va,b € I;a < b,
m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b— a)

De cette inégalité, on déduit :

5.4.4 Théoréme: Soient U un ouvert de R™ et f une fonction différentiable a valeurs dans RP. Soient
encore a et b deuz points tels que le segment d’extrémités a et b dans R™,noté [a,b], soit contenu dans U.
On suppose qu’il existe un réel positif k tel que la norme de la différentielle df, vérifie :

voelad],  ldfl <k

Alors :
| f(b) = fla) [<Ek[b—a|

5.4.5 Corollaire: Toute fonction contindment différentiable sur un intervalle borné W est Lipschit-
zienmne.

Preuve: Pour une fonction réelle, c’est évident, pour une fonction vectorielle, il suffit de poser k =
suppew (|dfz)- H

On sort maintenant des rappels et on introduit quelques nouveautés.

5.4.6 Definition: Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K. Une fonction
f de E dans F est dite homogéne de degré o si

Vk € K,Vx € E, f(kx) = k“f(x)
Si K =R, on dit que f est positivement homogéne si

Vt>0,Ve e E, f(tz)=t"f(z)
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5.4.7 Proposition: Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K. Soit N
une norme :N : F — RY. Soient f : E — F et g : E — F deux fonctions homogéne de degré o
vérifiant f(z) = g(z) (E) ou N(f(2)) < N(g(2)) (I) pour un certain z € E. Alors légalité (E) et l'inégalité
(1) sont vérifiées pour tout élément de la forme kz, k € K.

Preuve: On a f(z) = g(2) (respectivement N(f(2)) < N(g(2))). Donc f(kz) = k*f(2) = k%g(z) = g(kz)
(respectivement N(f(kz)) =| k |* N(f(2)) <| k |* N(g(2)) = N(g(kz)) ). Dans le théoréme, on utilise
cette propriété des fonctions homogeénes. O

5.4.8 Definition: Une application k-contractante, ou encore, une k-contraction est une application k-
Lipschitzienne avec 0 < k < 1.

5.4.9 Théoréme: Soient E un espace de Banach f une application k-contractante (k-Lipschitzienne)
de E dans E. Il existe un unique point fivze x* (tel que f(x*) = x*. De plus, toute suite d’éléments de E
vérifiant la relation de récurrence
Tpy1 = f(xn)
vérifie la majoration
k.n

dn7*<
(Tp,x™) %

d(.%‘o, .’L‘l)
, et donc converge.

Preuve:

Existence : Soit zg € E quelconque et pour tout entier naturel m, x,, = f™(xo) (itérée m fois) L’applica-
tion f étant k-Lipschitzienne, on a, par simple récurrence : d(z,, Tm+1) < k™d(xo,x1). Par application
successive de l'inégalité triangulaire, VnN, Vp € N*|

d(xm; xn-&-p) < d(l‘m, xm-{-l) + d('rm-i-h xm+2) + -~-d(xm+p—1a xm-{-p)

1 k» k
<
=g Wwom) S 7

Ce majorant tend vers 0 quand n tend vers U'infini, donc (2, )nen est une suite de Cauchy. Comme E est
complet, cette suite de Cauchy converge vers une limite x* et vérifie la majoration annoncée de l'erreur
(en faisant tendre p vers l'infini : lim zpy, = ©*).

p—o0

< (K™ + k" 4 L P d (g, 21) = K"

d(l‘o, .Tl)

Unicité : Soient z* et ** deux points fixes de f. On a alors
d(z*, ™) = d(f(z"), f(z™)) < kd(z”, ™)
mais
0<k<l=dE"z™)=0=2"=2™

O

Pour la suite, on notera | v | la norme euclidienne d’un vecteur v de X et (v | w) le produit scalaire
euclidien de v et w appartenant a X.
Preuve:du théoréme de la boule chevelue

Soit X un champ de vecteurs tangents continu sur S™. Ce champs de vecteur X est une fonction
définie sur la sphére S™ et & valeur dans R"*!, avec n pair. On va démontrer par un raisonnement par
I’absurde qu’il s’annule forcément en un point v de la sphére.

1/Preuve dans le cas d’un champ de vecteur contintiment différentiable :

Un champ de vecteurs tangents & la sphére S™ est continiment différentiable, s’il est la restriction d’un
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champ contintiment différentiable défini au voisinage de S™. Comme on est dans la sphére, il suffit que
Pextension u +— X (ﬁ) soit continiment différentiable sur la couronne solide 1 <| u |< 2.

Puisque le champ de vecteur est tangent, cela signifie que X (v) est orthogonal & v (pour tout v € S™).
Supposons que X ne s’annule jamais sur la sphére S”. Comme X est continiment différentiable , sa norme
| X | Vest également sur la sphére, et cette norme est non nulle. Par conséquent, ¥ = IXTI est un champ
tangent & la sphére, continiment différentiable et pour tout v € S™, Y (v) est de norme 1.

Comme v — Y(;7;) est continiment différentiable sur la couronne 3 <| v [< 3, il y est en particulier

lipschitzien, il existe donc un nombre réel L tel que pour tout v, w dans S™ l'inégalité de Lipschitz est
vérifiée :

Yo,weS", | Y(v)—Y(w) < L|v—w]|
On définit un champ de vecteur homogene de degré 1 Z(v) =| v | Y(I%\) Alors, Z est lipschitzien. En
effet, supposons tout d’abord | v |>| w |= 1, on a alors

Z(v) — Z(w) =| v | Y(ﬁ)— | Y(ﬁw | Y(ﬁ)— | w| Y<%>
—(|v] —1>Y<ﬁ> + <Y<ﬁ> - Y(%))

(car | w |=1). Donc, en passant a la norme :

| Z(v) = Z(w) |= (v -D+Ljv-w|=(v|-[w)+L]v-w|<(L+1)|v-w]

Par homgénéité, on obtient le cas général (c’est & dire, quelle que soit la norme de | v | et | w |. Soit une
fonction f sur R"*1x]0, 1] définie par la formule suivante :

flo,t) =v+tZ(),v#0

f(0,t) =0

On voit que la fonction f est homogeéne de degré 1 par rapport a v. De plus, la norme | f(v,t) | est facile
a calculer avec le théoréme de Pythagore :

| f(v.t) P=] v P +2(v [ tZ(0)+ [ tZ(v) P=]v [* (1+ [ )
car | Z(v) ?’=1et (v | X(v)) =0 et donc 2(v | tZ(v)) = 0 en utilisant la définition de Z & partir de X.

En d’autres, termes, I'image de la sphére de rayon r > 0 par f(v,t) (en considérant ¢ comme une constante)
est incluse dans la sphére de rayon 7v1+t2. Si r = 0,on a f(0,t) = 0. On va montrer qu’en fait cette
image est toute la sphére. Par homogénéité de f(v,t) par rapport a v, il suffit de le montrer pour une
valeur de r. Soit r = 11152 : on pose w = f(v,t), de sorte que cela revient a chercher les solutions de
w=v+tZ(v) < v=w—tZ(v) pour w de norme 1.

On utilise le théoréme du point fixe strictement contractant : soit
g(v,t) =w—tZ(v)

La fonction g(v,t) (en considérant ¢ comme une constante) envoie I’espace euclidien R* 1, qui est complet,
sur lui-méme. Elle est Lipschitzienne de rapport ¢(L + 1). Par conséquent, si ¢t < L%rl’ g(v,t) est une
contraction stricte de R"*! dans lui-méme. Elle posséde donc un unique point fixe, satisfaisant I’équation
g(v',t) = v, donc v’ est solution de I’équation f(v’,t) = w. En particulier, d’ apreés le calcul de la norme
ci-dessus,on a :

|w =] f(o',8) P=[ 0" | (14 [ %)
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donc I'image de la sphére de rayon H% par f(v,t) (toujours avex ¢t constant) est la sphére de rayon 1.
Par homogénéitté, on déduit que f(v,t) envoie la sphére de rayon r sur la sphére de rayon rv/1 + t2.

On calcule maintenant de 2 maniéres différentes le volume de la couronne solide de centre 0 et de rayon
1 et 2. D’une part, cette image est la couronne solide de rayon v/1 + 2 et 2v/1 + t2, donc son volume est
donc

n+1

V=w,1 (2" = 1)1 +1%) 2

avec wp+1 le volume ve la boule unité en dimension n + 1.

D’autre part,
Jac, f(v,t) =T+t JacZ(v)

I est I'application linéaire identité dans R™*!. Par la formule du changement de variable dans les intégrales
multiples, le volume de la couronne solide est donc donné par :

/ det(I +t JacZ(v))dv
1<v]<2

Le déterminant est bien défini dans la formule ci-dessus car JacZ(v) est une application linéaire de R™*!
dans lui-méme, paramétrée par v. Le déterminant ne change pas de signe car f(v, t) est un difféomorphisme
(en la variable v), car Jac, f(v,t) # 0Vv. Par continuité, il vaut 1 pour ¢ = 0, donc il est positif. Pas
besoin de valeur absolue.

Si n est pair, le volume est une expression irrationelle en t d’aprés la premiére formule, tandis que la
2¢éme formule nous donne une expression polynomiale en ¢ det(I 4+ tJacZ(v)) est un polyndéme en ¢t. On
parvient alors & une contradiction, ce qui montre que le champ de vecteur X doit s’annuler en un point.

2/ Cas d’un champs de vecteur continu sur la sphére S™.

On peut approcher ce champ uniformément par une suite de champs contintiments différentiables (voir
lemme ci-dessous) (Xg)gen-

Mais, & priori, il n’y a pas de raison que les X}, soient tangents. On doit donc les projeter. On définit
ainsi :

Xi(v) = Xi(v) = (Xp(v) | 0)v

(utilisation de Gram-Schmidt). Le champ X}, est tangent & la sphére et il converge uniformément vers le
champ v — X (v) — (X (v) | v)v, ce qui permet de conclure.

D’aprés ce qu’on a montré ci-dessous, Vk ,Juy tel que Xj(vg) s’annule. Les points vy appartenant a
I’ensemble compact S,,, on peut trouver une sous-suite convergente de la suite des vy, ou,ce qui revient
au méme, une partie infinie K de N telle que la suite (vg)gex posséde une limite le long de K : notons
cette limite. Il est évident que le long de K Xy (vx) converge vers X (7), donc, X s’annule au point v. O

5.4.10 Lemme: Tout champ de vecteur continu est limite uniforme d’une suite de champs de vecteurs
contindment différentiables.

Preuve:

Soit ¢ une fonction de R™® dans RT ayant les propriétés suivantes :

-¢ est continiment différentiable.

-Le support de ¢, c’est & dire 'adhérence de ’ensemble de tous les points ot ¢ n’est pas nul est inclus
dans la boule de centre 0 et de rayon 1.

-L’intégrale de ¢ sur R™ vaut 1.

Un tel ¢ est relativement simple & construire : soit une fonction ¢ contintment dérivable, positive ou
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nulle sur R, valant 1 en 0 et 0 au deld de 1. Si on suppose que la dérivée de cette fonction est nulle en
2

0, alors on prend : ¢(v) = M avec I = [, ¥(| v |)dv. ¢ = exp 1% si<w <1let0siz>1 convient.

On vérifie aisément que ¢ a les propriétés requises.

Soit, pour k£ un entier positif,

o (v) = ¢(kv)
Alors,comme 9(kv) est définie pour | kv [< 1 <] v < £, il en est de méme de ¢4.On note B
{fveR"|v|< 1}

(0) =

1
k

Pour tout champ de vecteur X : R” — R", on pose
Xp() = [ ¢(v—w)X(w)dw
R’IZ
On veut montrer que X r est un champ de vecteurs continiment différentiable quel que soit & € N et que
lim X = X.
k—o0
Par opérations, les X , sont contintiments différentiables :

a%u(0) = [ doulo = w) X (w)du - /§ o A0no = )X (@)

=

d¢ étant continue , de méme que X,dXj est continue car on intégre sur un compact.
Montrons maintenant la convergence uniforme vers X :

Ouw — w) = 6(k(w — w)) = (] ko —w) |

Donc,si

el

Bl —w) [> 1 6] (0 -w)|>

alors ¢y (v —w) = 0. Ainsi, quand k — oo,

T= [ aw-wX@de= [ e-u)X ()
(v—w)EB%(O) B%(O)

:/ Yl kul) |)X(u+v)du
5o T

par le changement de variable © = w — v. On a tout d’abord,

= [ o de:/wa kv |)de

1
=g . e haw

par le changement de variable w = kv,ce qu entraine Jac w = klId. Puis, par le méme changement de
variable Jac w = klId,

O(] ku ) / Lyp(w]) o w
———— X (u+v)du = — X(— 4 v)dw
/Bi o I B kv T k
Or, il est facile de vérifier que cette derniére expression vaut
Y(lw ) w
Ap(v) = / — X (— 4 v)dw
B1(0) fEl(O) (| u |)du k
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On pose,pour simplifir ’écriture

Yl w )

Or, la convergence uniforme de

Zutowy = WD

" Ty 0 ul

vers g(w)X (v) ,implique que ’on puisse passer la limite dans ’inégrale,

lim Ag(v) :/ lim v(lw])

k—+oo B1(0) k—>+oof§1(0) ¥(| u|)du

X(5 4+ v)dw = /B o JXE) = X

On a donc la convergence simple, la convergence uniforme se montre également.

Pour une idée de preuve rigoureuse : on peut utiliser le fait que X est continu. Montrons que Zi(v,w)
converge uniformément vers g(w)X (v) pour tout w € By(0).

[ 9@)X (5 +v) — g(w)X () |<] gw) || X (5 +v) = X(v) |

Comme w € B1(0), | g(w) | est majoré par un certain o € R. On pose S (v) = SUP,eB, 0y | X(F +v) —
X (v) |. De sorte que | g(w) X (% +v) — g(w)X (v) |[< @Bk (v). Donc, quand k — oo,

lim sup | Z(v,w) — Zi(v,w) |= lim afi(v) =0
k—oc0 k—o0

, ce qui montre la convergence uniforme de Zy (v, w) vers g(w)X (v). De plus, cela est vrai Vv € R™, par
continuité de X (v). La convergence simpe de Ay est donc étable.

Montrons maintenant la convergence uniforme de la suite Ay (v) :

~ X (v) |=| Ag— _v(wlh
AL =X A /Bl<o> 100 90 u ) du

(w) W
510 T 01w Dda g T 7 X (0w |

X(v)dw |=| ’

N

[ )X 0 - Xe)de|< [ asiw) = asi()

B1(0)

B1(0)
Donc, klim | Ax(v) — X(v) |= 0, de plus cela est vrai Yo € R™, par continuité de X (v). On a bien la
—00

convergence uniforme de Ag.
O
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PARTIE III : Groupes de Lie et algébre de Lie

Le but de cette partie est de donner une introduction a la théorie des groupes de Lie.

6 Groupes et Algébre de Lie

Le but de ce chapitre est de définir ’algébre de Lie d’un groupe de Lie, aprés avoir défini au préalable
ce qu’est un groupe de Lie et ce qu’est une algebre de Lie. Les outils utilisés dans la partie précédente
nous permettrons de faire ce lien.

6.1 Groupes de Lie et premiers exemples

6.1.1 Definition: Un groupe de Lie est un groupe dont la loi de groupe et 'inverse sont des applications
différentiables. C’est aussi une variété.

6.1.2 Proposition: Heiss (groupe de Heisenberg) est une variété, et donc un groupe de Lie.

Preuve:
R? est une variété et R/Z = [0;1] est également une variété : en effet, on considére les fonctions

©1 :}Oa 1[_>]Oa 1[7 r—x

L3 —10,1[, z —> !

PRIy s, T r— 3.

72199 2

On vérifie que ce sont des homéomorphismes, de méme que les composées sur leur domaine de défini-
tion.Ces 2 cartes forment un recouvrement. Donc, comme H3(R) = R? x R/Z, c’est une variété par
produit cartésien de 2 variétés. (|

De plus, d’aprés tout ce que 'on a déja fait :
— Le cercle S! et la sphére S? sont des groupes de Lie.
— La sphére S? n’est pas un groupe de Lie (ce n’est pas un groupe).
Le groupe de Heisenberg est un groupe de Lie (mais pas un groupe matriciel).
— Les groupes GL,(R), SL,(R) et O,(R) sont des groupes de Lie.
— Le tore T2 en tant que produit cartésien S' x S' muni de la loi de groupe (z,y)- (z/,y') = (z2’, yy)
est un groupe de Lie.

Dimension topologique d’un groupe. Un groupe de Lie étant une variété, on peut parler de sa
dimension en tant que variété. Par exemple, dimU (1) = 1 et dimSU(2) = dimSO(3) = 3 (en raison des
homéomorphismes entre S! et U(1), puis S* et SU(2); pour SO(3), on le verra un peu plus tard).

6.1.3 Definition: La dimension d'un de Lie réel G est dim G=dim T.G, e étant le neutre du groupe,
R
et T.G Vespace tangent en l'identité.

6.2 Algebre de Lie

6.2.1 Definition: Une K-algébre de Lie sur K est un espace vectoriel E sur un corps K, qui est K
bilinéaire : £ x E — FE, est appelée le crochet de Lie, tel que :

[z,y] = —[y, z] (antisymétrie)

[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [z,y]] = O (Identité de Jacobi)

K bilinéaire signifie : Vo1, 2z, x,y1, Y2,y € E €t r1,79,7, 51,52, € K :

[rix1 + rowa, y] = ri[z1, y] + rare, Y]

[z, s1y1 + s2y2] = si[z, y1] + s2[x, yo]
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6.2.2 Proposition: Le produit vectoriel réel sur R® A avec v = (1,792,735 et = (y1,v2,y3) tel que :
x Ay= (Tays — Yoxs, T3y1 — Y3T1, T1Y2 — Tay1). est une algébre de Lie.

Preuve: x A y=—y A x. On vérifie la bilinéarité trés simplement. Enfin, ’identité de Jacobi. Rappel :
formule de Gibbs : (zx Ay) Az = (z-2)y — (y - z)x avec . (je ne la démontrerai pas, elle se veérifie de
plusieurs maniéres, par un calcul direct par exemple).

(zAYANz+yYA2)ANz+ @A) ANy =(-2)y— (Y- -2)z+ (z-y)z—(z-2)y+ (2 -y)z — (x-y)2=0. O

6.2.3 Proposition: Les champs de vecteurs X(M) sur une variété forment une algébre de Lie, avec
crochet

[X,Y]f = X(Yf) - Y(Xf), feC>(M),

qui vaut, en coordonnées locales,

], = 30 (0 v ) g

i,5=1

Preuve: Le crochet de Lie sur X(M) est induit par le crochet de Lie naturel sur les dérivations Der(C> (M), C>(

donné par [D;, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy. Montrons que [Dy, Ds] est encore une dérivation :
(D1D2— D2 D1)(fg) = D1Da(fg) — D2D1(fg) = D1(D2(f)g) + D1(fD2(g)) — D2(D1(f)g) — D2(fD1(g))

= D1Ds(f)g+Da2(f)D1(g)+D1(f)D2(g)+fD1D2(g)—D2D1(f)g—D1(f)D2(g)—D2(f)D1(g)— f D2D1(9)

= [D1, D2](f)g + f[D1, D2](9)

Puis, on a également :
[DlvDQ](af + Bg) = [Dlv D2]af + [Dh DQ}ﬂg
donc [Dy, D3] est bilinéaire. Par conséquent,[Dy, D2] € Der(C*(M)). Reste & prouver que [,] est un

crochet de Lie, cela découle du fait que Der C (End, o) et o est associative. ]

Remarque : ce résultat nous sera trés utile,pour introduire le flot.

6.2.4 Proposition: Le crochet de Lie pour les matrices, et plus généralement pour tout espace vectoriel,
est une algébre de Lie ([z,y] = xy — yz).

Preuve: La bilinéarité et ’antisymétrie sont évidentes.Identité de Jacobi :

[l 9; 2] + [ly: 2], 2] + [z, 2], yl=(2y — ya)z — 2(zy — ya) + (yz — 2y)z — x(yz — 2y) + (22— 22)y -
y(zz — acz):xyz — Yrz — ZxY + 2YT + yzx — 2Yyxr — Y2 + 2y + 2y — 2y — yzax + yrz = 0. (|

6.2.5 Definition: Si E est une K-algébre et un K-sev V' C A est une K sous algébre de Lie de F si :
Va,y € V,[x,y] CV.Onécrit VL E

6.2.6 Proposition: Les matrices antisymétriques de taille n sont une sous-algébre de Lie de GL, (K.

Preuve: Soit A4, B € ASym,,(K) [A, B] = AB — BA. '[A,B] =! (AB — BA)="(AB) —' (BA) ='B'A —!
A'B = BA — AB = —[A, B].Donc [A, B] est antisymétrique. O

6.2.7 Proposition: Soit & : E — V un homomorphisme surjectif de K-algébre de Lie.
V est un abélien si et seulement si E' C ker® (abélien : algébre de Lie dont tous les crochets sont triviaux
Ve,y € E:[z,y]=0)

M)),
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Preuve:

(i) SiV est abélien : Supposons qu’il existe par I’absurde I’existence d’éléments u, v € E tels que @ ([u, v]) #
0 & [®(u),®(v)] # 0 et donc, V ne serait pas abélien car ®(u),®(v) € V. On parvient donc a une
contradiction.

(ii) Si E' C ker® :toujours par I’absurde, supposons qu’il existe z,y € V tels que zy # yxVx,y € V. Par
surjectivité, Jz’,y" € E tels que &(a")P(y') # @(y)P(2') < [®(2)), P(y] = ©([2',y]) # 0 < [2/,y] ¢
ker® et cela contredit le fait que E' C ker®. O

6.2.8 Proposition: Soit ® : E — V un homomorphisme de K-algébre de Lie. ker® < E et il existe un
isomorphisme d’algébre de Lie : im® — E/ker®. (attention : rappel < signifie que ker® est normal)

Preuve: 1l suffit d’appliquer le premier théoréme d’isomorphisme dans la partie quotient de groupes, en
considérant E et V comme des groupes additifs. |

6.3 Algébre de Lie d’un groupe de Lie

On veut définir une structure d’algbre de Lie sur g7.G, on le fait en utilisant la représentation adjointe
de G sur g qui est tr$ utile car elle permet d’étudier les autres représentations de G

La représentation adjointe est la principale représentation qu’on utilise pour ensuite trouver d’autres
représentations.

Dans toute cette partie, soit G un groupe de Lie de dimension n (comme variété différentielle). On note
g = T.G Pespace tangent en l'identité de G, qui est bien défini car G est une variété différentielle et est
isomorphe & R".

6.3.1 Definition: On appelle action par conjugaison de G sur lui-méme 'application définie, pour tout
x € G, par

aut, : G — G

y — auty(y) = xyxz '

11 s’agit bien d’une action, car pour tout x,y,z € G on a
autyy(2) = auty(auty(2)).
De plus, pour tout x fixé, 'application aut, est un morphisme de groupes, car

-1

auty(yz) = zyza~! = pyza~zaT! = auty(y)aut,(2).

6.3.2 Definition: L’action adjointe de G sur g est définie, pour tout = € G, par 'application
Ady :=deaut, : g — g

donnée par la différentielle en 1’élément neutre e de la conjugaison aut,.
Plus précisement, pour tout vecteur v tangent & G en e, i.e. v € g, soit v : R — G une courbe
différentiable telle que v(0) = e et 4/(0) = v. On a alors

d -1
Ad,(v) := deaut,(v) = ﬁltzo(wfy(t)a: ).
A noter qu’on ne peut pas écrire Ad,(v) = 7/ (0)z~! = zvz~!, car en général on ne peut pas multiplier
des éléments x € G par des vecteurs v € g. L’application Ad, est justement ce qui remplace la conjugaison
comme action de G sur g.
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6.3.3 Proposition: Si G C GL,(K) est un groupe de matrices, on a que g C M,(K) est un sous-
espace vectoriel de matrices, donc l'action adjointe est exactement la conjugaison définie par le produit

de matrices,
Ada(V) = AVA™, AeG, Veg.

Preuve: Dans ce cas, la loi de groupe est le produit de matrices, et la dérivée par rapport a ¢ de matrices
qui dépendent de ¢ satisfait la régle de Leibniz. Par conséquent, on a

Ada(V) = %(Av(t)A’l)L:o

= %(A)|t:07(t)1471 + A%(V(t)”t:OAil T AV(t)%(Ail)’tzo
=AYy (0)A™ = AvAL

O

6.3.4 Proposition: L’action adjointe est une représentation linéaire de G sur g, c’est-a-dire qu’elle
vérifie les identités suivantes :

Adyy(v) = Ad, (Ady(v))
Ad,(tv + su) =t Ad,(v) + s Ad,(u),

pour tout x,y € G, u,v € g et t,s € R. Par conséquent, elle détérmine un morphisme de groupes
Ad: G — GL(g), +— Ad,,
ot GL(g) =2 GL,(R) est vu comme sous-groupe de End(g) = M, (R).

Preuve: Pour tout z € G fixé, application Ad, est clairement linéaire car elle est définie comme une
différentielle. Montrons que = — Ad, est bien une action.

Considérons x,y € G. Pour tout v € g, soit v : R — G une courbe différentiable telle que v(0) = e
et v/(0) = v. On a alors

Adey () = L@@ )],

d —1 -1
=2ty )],y

= Ad, (Ad,(v)).
O
6.3.5 Definition: On remarque que Ad(e) = I € GL(g) est I'identité (élément neutre) du groupe GL(g),

et qu'on peut identifier 'espace tangent & GL(g) en I avec I'espace vectoriel End(g). La différentielle en
e € G de lapplication Ad : G — GL(g) est donc une application linéaire

ad := d.Ad : g — End(g)

qui s’appelle action adjointe de g sur g. Plus précisement, pour tout u € g, soit v : R — G une courbe
différentiable telle que (0) = e et +/(0) = u. Pour tout v € g on a alors :

— d
ad, (v) = (deAd(u)) (v) = &Ad’y(t) (v)’tzo.
6.3.6 Proposition: L’opération |, |: g x g — g définie par
[u,v] == ady(v), u,vEg

est un crochet de Lie sur g.
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Preuve: antisymmeétrie + Jacobi |

6.3.7 Definition: L’algébre de Lie du groupe de Lie G est I'espace vectoriel g muni du crochet de Lie
[u, v] = ady(v).

6.3.8 Proposition: Si G C GL,(K) est un groupe de matrices, le crochet de Lie sur g C M, (K) est
donné par le commutateur du produit de matrices :

U, V]=UV - VU.

Preuve: Calculons [U, V] = ady (V) dans ce cas, en sachant que pour tout A € G et tout V € g on a
Ads(V)=AVA~L
Soit v : R — G une courbe telle que v(0) = I et 4/(0) = U € g. Alors on a

d

U,V] = adu (V) = % Adyo (V)] = (VA0 ],

_ d _
=7 OVAHO) T +1(OV ()7
Pour calculer %W(t)_lhzo on dérive y(t)y(t)"' =1 :on a

Y (v H ()T =0,

donc

d’oul suit
()71 = =) (O)y(@)

Finalement, en sachant que v(0) = I et +'(0) = U, on obtient
U V]=UVI ' - IVIT'UI ' =UV - VU,

O

6.3.9 Remarqu:. La formule explicite [u,v] = uv — vu du crochet de Lie n’est valable que pour les
groupes de matrices, car pour un groupe de Lie général I’algébre de Lie g = T.G est un espace vectoriel
sur lequel il n’y a aucun produit disponible pour pouvoir multiplier deux vecteurs tangents u et v.
Cependant, espace vectoriel g = T.G peut étre identifié & un sous-espace de I’ensemble des champs
de vecteurs sur G, sur lequel on a déja vu qu'’il existe un crochet de Lie obtenu comme commutateur de
I'opération de composition d’applications linéaires sur les fonctions sur G.
On veut donc maintenant montrer comment identifier g = T.G a certains champs de vecteurs sur G.

6.4 Champs de vecteurs invariants 4 gauche

6.4.1 Definition: Pur tout x € G, on appelle translation par x a gauche et & droite les applications
L., R, : G — G définies par
Lo(y)=zy et Ru(y)=yx
pour tout y € G.
6.4.2 Proposition: Les translations a gauche et a droite sont des applications C* avec les proporiétés

sutvantes :
— L et R sont des actions (respectivement a gauche et & droite) de G sur G, c¢’est-a-dire :

Lyy=LgolL, et Ryy=RyoR,

pour tout T,y € G.
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— Pour tout © € G, L, et R, sont donc des applications inversibles sur G, d’inverses
(L)' =Lys et (R)™ =Ry,
— L et R commutent, dans le sense que
L,oR,=Ryo0L,
pour tout x,y € G.

Preuve:
O

6.4.3 Corollaire: L’action par conjugaison de G sur G s’écrit alors en termes des translations comme :
auty, = L, o (Rx)_l.
Par conséquent, l’action adjointe de G sur g s’écrit en termes des différentielles de L et R :
Ady =dy- 1Ly 0de(Ry) " : T.G — Ty ' G — T.G.

6.4.4 Definition: Soit X un champ de vecteurs au moins C! sur G. En général, si z et y sont deux
points distincts de G, les vecteurs X, € TG et X, € T,,G ne coincident pas. Le mieux qu’on puisse dire
est que le passage de X, & X, est de classe C', par hypothése sur X.

On dit que X est invariant a gauche si, pour tout z,y € G, on a :

X1, (y) = dyLo(Xy),
ou L, : G — G améne y en xy donc sa différentielle en y est une application
dyLz : TyG — TmyG = TLw(y)G~

Cela signifie qu’on peut trouver la valeur de X en tout point zy € G a partir de la valeur de X en y par
“translation”, en prenant garde & mantenir les vecteurs bien tangents & G pendant cette translation. En
fait, le vecteur X, est le méme vecteur X,, par rapport au repére donné sur ’espace tangent en zy au
lieu que y.

On note XL (G) C X(G) I'ensemble des champs de vecteurs sur G qui sont invariants & gauche.

6.4.5 Exemple: Si G est le groupe additif R, un champ de vecteurs lisse est une section X de TR =2 RxR
de la forme

z €R,

17

Xo= (s L) =10 %

ot f est une fonction C™ sur R. Evidemment, en général un tel champ n’est pas invariant a gauche, ot
L,.(y) = x + y dans ce cas, car

d
Xoyy = f(l? + y) %|$+y7
alors que
d

L’ensemble des champs invariants & gauche sur R est donc

@) = {m — X, = f(x) j—x|x , flx +vy) = f(x) pour tout x,y € R}.

6.4.6 Proposition: L’espace vectoriel X(G) des champs invariants a gauche est une sous-algébre de
Lie de X(QG).
De plus, X*(G) est isomorphe a l'algébre de Lie g de G, et l'isomorphisme est

@) — g, X+— X..
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Preuve: 1) XX(G) est une sous-algébre de Lie de X(G) ssi XL(G) est fermé pour le crochet de Lie des
champs :
X, Y e xHG@) = [X,Y]exHG).

On le montre par le calcul.
2) XL(@G) est isomorphe & g comme espace vectoriel, car ’application

@) —g X— X,

est un isomorphisme : c’est clair qu’elle est linéaire sur R, et c’est inversible car tout X € XL (G) est
détérminé par sa valeur en e : pour tout z € G on a © = ze = L, (e) donc

Xy = X1 (o) = deLo(Xe).

3) XL(G) est isomorphe & g comme algébre de Lie, car I'isomorphisme X ~ X, preserve les crochets
de Lie, c’est-a-dire que
[Xeaye]g = ([Xa Y]X(G))e .

On le montre par le calcul. O

6.4.7 Corollaire: Avec un abus de notation, le crochet de Lie dans g peut s’exprimer comme un com-
mutateur, i.e.
[u,v] =uov —vou, pour tout u,v € g,

ot l'om a identifié les vecteurs tangents en e & des champs de vecteurs invariants a gauche, et on comprend
que le symbol o est la projection sur g d’une opération qui n’est bien définie que sur X*(G).

Preuve: Notons
g — X5G), v— XV

la réciproque de l'isomorphisme X — X,.. Autrement dit, X¥ est 'unique champ de vecteurs invariant &
gauche sur G tel que (XV), =v € g. Alors on a

[u,v] = [X", X ] = (X" 0 X" = X" 0 X")_,
et par abus de notation on indique ce résultat par

XloX) —XoX)=uov—vou.

Avant de terminer, un théoréme tres utile : (qui requiert une proposition)
6.4.8 Proposition: Pour un groupe de Lie G, T,(G) est isomorphe 4 T.(G) de fagon canonique.
Preuve: Soit a € T.(G) : 3y :] — €,¢[— G telle que 7/ (0) = a et v(0) = e Donc pour tout ¢,on définit :
a(t) = gv(t),(0) =g

de sorte que o/(0) = ga € T,(G) Réciproquement : soit b € T,(G) :Ja € G tel que a/(0) = b et a(0) = g.
Donc pour tout ¢,on pose :
() =g~ a(t),1(0) = e

de sorte que 7/(0) = g~ 1b. O
6.4.9 Théoréme: Le fibré tangent d’un groupe de Lie est toujours parallélisable.
Preuve: Les deux applications

L : TG — G xT.G,L'(g,v) = (g,(TLy) " (v))

et
Ly: G xT.G — TG,L'(g,0) = (9,(TLy)(v))

sont des isomorphismes de fibrés vectoriels inverses 'un de l'autre. O
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6.5 Flot

Dans cette section, on utilise des outils trés analytiques. On a donc besoin d’un certain nombre de rappels
car D'analyse n’est pas forcément la plus grande partie de ce TIPE. On verra par la suite a quoi nous
servent ces outils.

6.5.1 Definition: Un champ de vecteur sur M est une application de classe C* tel que v : M — T M
et v(z) € T,M ou T, M désigne P'espace tangent en M. Une courbe solution de v est une application
différentiable «v : I — M avec I un intervalle ouvert de R tel que

L RG)

Courbes intgrales pour I’équation du pendule simple dans ’espace des phases (y,y’)

6.5.2 Théoréme: Soit v un champ de vecteur sur M de classe C*. Si vy : I} — M et vy : Iy — M
sont des courbes solution de de v si to € Iy NIz et y1(to) = y2(to) , alors il existe un intervalle ouvert Iy
autour de to dans I; N Iy tel que v1(t) = y2(t) Vt € Ip.

6.5.3 Corollaire: Sivy : Iy — M et~y : I, — M sont des courbes solution de v € C et v1(s) = 72(s)
pour un certain s € Iy N Iz, alors 1 (t) = y2(t) Vt € Iy N I5.

Preuve: Si v, : I; — M et o : Iy — M sont des courbes solution arbitraires de v, cela implique que
J={teLNl|y(t)="(t)} est un sous-ensemble ouvert de I; N I5. Mais J est également fermé de
par la continuité de ~; et vo. Cela implique que J = @ ou alors J = I; N I, car les seuls sous-ensembles &
la fois ouverts et fermés d’un ensemble X sont X et (). Mais comme cet ensemble est non vide, J = I1 N I5.
On remarque de plus que I3 N I3 est connexe.

Pour démontrer le théoréme , on va utiliser un certain nombre de lemmes et définir le flot. O

6.5.4 Definition: Pour s € R et x € M, on note I(s,z,v) la réunion de tous les domaines de définition

I des courbes solutions v : I — M wvérifiant : s € I,v(s) = x.
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Sit € I(s,z,v), il existe une courbe solution y : I — M et on note ®%%(x) = ~(t). Cette définition ne
dépend pas du choix de la courbe solution de v qui satisfait s,t € I,~(s) = z, en raison du corollaire 1.
Donc ®5%(z) = v(s) = x et la courbe ®%°(z) est la courbe solution maximale de valeur initiale z pour
t=s.Soit M!* ={xe M|tel(stx)}. Alors:

Ot g OL5(z); MES — M
est le flot de v allant de s a ¢.

6.5.5 Proposition: Si z € M5"(x), t — ®L5(05%(x)) = ®4¥(z) avec ®5Y(z) € ML,

v

Preuve: En effet, $5“ est la courbe solution v(s) telle que y(u) = x vérifiant dzl(:) =v(y(s)) et ®L% est

la courbe solution ~(¢) vérifiant dz(tt) = v(y(t)).

De plus, en utilisant les conditions initiales, ®%%(x) = y(u) = = et O55(PS%(x)) = v(s) = P5%(x), cette
courbe vérifiant elle-méme (u) = . D’ou la proposition. O

6.5.6 Proposition: ®'%(z) = ®!"7"7(z) pour tout 7 € R.
Preuve: En effet @/ 75" "(z) =~v(t—7) ,eten s — 7=t —7=>t =35, y(t) = y(s) = =.
Donc pour 7 = s,on peut noter
M} =M @ =L Ml — M
On dit alors simplement que ®! est le temps ¢ du flot de v; et on a alors : &5 = &L 5,

Si on réutilise ’avant derniére proposition, on déduit alors que si z € MP, ®P(x) € MY, alors x € MPH4
et 214 (z) = ®4(P2(z)). Donc t — P! est un homéomorphisme de (R, +).

Soit x*(M) I’espace des champs de vecteurs C* sur M. On peut maintenant énoncer le principal théoréme
de cette sous-partie : O

6.5.7 Théoréme: On a les résultats suivants :

(i) Q' = {(t,z,v) ERXx M x x'(M) | x € M.} est un sous-ensemble ouvert de Rx M x x' (M) contenant
{0} x M x xY(M).

(ii) (t, z,v) — ®! est une application (ou carte) C* allant de O* = Q' N (R x M x x¥(M)) C R x M x
X*(M) dans M.

(iii)Si € — v, est différentiable : J — x'(M),avec J un intervalle de R,on a la formule variationelle :

0 ¢ Ove
&‘bf}e (.’,U) = A T(I):EE(I)(¢U275)E(¢U§ (I’))ds S T@UE(I)M

(formule n1) (iv) Si T est une frontiére finie de I(s,x,v), alors il existe, pour tout compact K de M, un
voisinage I de T dans R tel que ®! (x) ¢ K pour tout t € I N I(s,z,v). En particulier, si M est compact,
alors Q' =R x M x x'(M).

On va maintenant s’attaquer a la démonstration des théorémes.

6.5.8 Lemme: Soitzg € R",r >0, B={z € R" | |z — x0|| < 7} et fo € C*(B,R™). Pour une fonction
arbitraire f € C1(B,R"™), notons :

Mo(f) = sup{Ilf(@)|| | v € B}; Mi(f) = sup{[|Df(z)| | v € B}
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Choisissons également 6 > 0 tel que 0My(fo) < r et SM1(fo) < 1. Alors pour chaque x € R™ et
f € CYB,R") tel que ||x — xo||+IMo(f) < r et My (f) < 1, il existe une unique solution v :]—4, §[— R™
de I’équation :

%@) = FOY@)( < 8)(1)

de valeur initiale v(0) = x.

Si on restreint f a une fonction C*(B,R™), alors I’application vy associée a ce x et a cette fonction f est
de classe C*. Finalement, si f dépend du paramétre e, alors
0 Loy af
—(t, z,€) = —(t—s,v(s,x,€),€)=—(v(s,x,€),€)ds(2
5ot = [ SL— 55,005 (052, )ds(2)

Preuve: En intégrant ’équation (1),on obtient

(1) =l‘+/0 f(y(s))ds := F(y, 2, f)(t), (| t |< 6)(3)

Si ;] —d,d[— R™ est continue, alors elle est différentiable (car l'intégrale est une fonction différentiable
en t). De plus, on a bien v(0) = z, et si on applique la formule n1 & ’équation (3), on obtient 1’équation

(2).

Soit I" ’espace de Banach des courbes v :] — 4, )[— R™ qui sont bornées et continues , muni de la norme
||.Il, qui est la norme sup. On note z, la courbe sur | — ¢, [ qui est constante et égale & xo.

Bi={vel||v-ml <r}

est un sous-ensemble convexe et fermé de I', car F(v,x, f) est définie pour tout v € B, z € R" et
f € CY(B,R"). On a donc, par suite :

[P (v 2, f) = ol < llw = aoll + 6Mo(f)

et
[F(y, 2, f) = F(Y, 2, O < IMy(f) |y =115 (v, 7" € B)(4)

(théoréme des accroissements finis). Comme F est une application k-contractante (k-lipschitzienne), c’est
une contraction de B dans B. En appliquant le théoréme du point fixe strictement contractant (voir
encore une fois le théoréme de la boule chevelue, dans les pré-recquis), on déduit qu’il existe une unique
courbe ~ solution, telle que v = F (v, z, f).

De par I’équation (1) toujours, on déduit que F est une application C* de B x R"™ x C*(B,R" dans
I'. Puis, par l’équation (4), on obtient que la norme de g—z(%x,f) de v — F(y,z,f) : B — T est
dominée par éM;(f) , et 6%(7 — F(y,a, f)) =1- %—5(7,30,]") est inversible tant que M (f) < 1. On
conclut, d’apreés le théoréme des fonctions implicites sur les espaces de Banach, qu’il y a une solution de
y—F(v,z, f) =0, qui est C* et dépend des paramétres (z, f). On peut maintenant dériver en e I’équation
(1) en remplagant v par t — (¢, x, €) pour obtenir :

28l _ [t of 2l of
e = [(Gotaa.aF ead+ ZHotm.0.00
En dérivant par rapport a ¢, on obtient :
d 0y _of oy af 0y B
%E(twrae) - %(7(&5576)’6)&(875{:)6)4—E(’Y(S7xa€)7e)7 5(073776) =0 (5)

Or, en dérivant ’équation (3) par rapport & x, puis a t,on a :

do

_of Oy
%;ax(ta Zz, 6) - %(7“7 Z, 6)7 6)8?@7 z, 6)
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Donc % est solution homogeéne de (5), par conséquent, on déduit par le calcul (méthode de la variation
de constante) la formule (2) du lemme, qu’on vient maintenant de prouver. O

Preuve:du premier théoréme de cette section

Le lemme nous assure 'unicité de la solution. On peut choisir to = 0,7(0) = 29 = 7/(0) (sans pertes
de généralités). En choisissant Iy suffisament petit, Iy =] — 6,4 (6 du lemme), (qui reste valide si on le
prend arbitrairement petit). Donc on prend 0 proche de 0 tel que (Io) C B,~'(Io) C B, donc vy, et Vlllo
sont solutions comme dans le lemme. O

Preuve:du dernier théoréme de cette section Cette partie est trés calculatoire. Comme on n’a pas besoin
de ce théoréme (qui devait servir a la preuve du troisiéme théoréme de Lie), je renvoie au livre Lie groups :
J.J Duistermaat et J.A.C Kolk , & 'appendice B. O

7 Exponentielle

Le but de ce chapitre est d’introduire 'application exponentielle, définie de g dans G, qui permet de
faire le lien entre un groupe de Lie et une algébre de Lie. Pour cela,on a besoin de la notion de flot.

7.1 Deéfinition a partir du flot

7.1.1 Definition: Sous-groupe a un paramétre de G = toute courbe v : R — G qui soit un morphisme
du groupe additif (R, +) vers G, etc

7.1.2 Definition: Soit X un champ de vecteurs invariant & gauche sur G. Le flot de X est I’application

¢x : I — G de domaine maximale I C R qui soit solution de ’équation différentielle (problme de
Cauchy)

%(ﬁx (t) = Xo, 1)
avec condition initiale ¢x(0) = e. On note aussi ¢x (t) = ¢(¢, X).
7.1.3 Proposition: Pour tout X € XX(Q), le flot de X est un sous-groupe a un paramétre de G.
7.1.4 Definition: Un champ de vecteur v sur G est dit invariant & gauche si

VL(z)y = T, L(z)v,

et invariant a droite si

VR(z)y = TyR(x)vy

De sorte que si vy = X, v, = 11 L()X, v, = T1 R(z)X. On note alors XX et X les champs de vecteurs
a gauche et & droite.

7.1.5 Proposition: Soit ®¢ le flot d’un champ de vecteur v invariant ¢ gauche a droite sur G. C’est
une application C?, G — G qui vérifie :

ot = R(®'(1))

3t = L(d'(1))

la premiére formule pour v invariant a gauche, la seconde pour v invariant a droite.
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Preuve: Soit v invariant & gauche (I'invariance & droite se montre de la méme maniére) :
a(t) = R(®'(1))(z) = 20'(1) = L(=)(2'(1))

Alors 2(0) = x et

%(t) = Tor (1) L(2) (v(®" (1)) = v(L(2)(2"(1))) = v((t))

On vient simplement de montrer que L(z)(®'(1)) est également le flot du champ de vecteur v mais de
valeur initiale différente. Plus exactement, x(t) = ®!(x). O

7.1.6 Théoréme: Pour tout X € g, il existe un unique homomorphisme

h=hx:(R,+) — (G,") différentiable en t = 0 et vérifie 4 (0) = X.Cet homomorphisme est égal  la

courbe solution d’un champ de vecteur invariant X*, X, qui vérifie h(0) = 1, 1 étant lélément identité
du groupe G, et le flot des champs de vecteurs X X est globalemnt définie pour tout t € R.

Preuve: Soit ®* le flot de X L. Par définition :
B4 (1) = 0°(@(1)) = (1) 8°(1)

(en utilisant la proposition précédente). Cela montre qu'il existe un € > 0 tel que, si (1) est définie,
alors ®'' (1) est définie pour tout ¢’ €]t — e, t + ¢[. Comme ¢ —s ®*(1) est définie pour tout ¢t € R, et c’est
un homomorphisme C*, h: (R,+) — (G,-) , car %(0) = X. On déduit que ® : G — G existe pour
tout ¢ € R. On obtient la méme chose pour X%,

On a alors, comme h est un homomorphisme :

h(t + s) = h(t)h(s) = h(s)h(t) = %(s 1) = W (s+1t) = K (s)h(t); (s = 0); = Xh(t) = I (t)

en dérivant puis en appliquant en s = 0,ou plus exactement :

dh

Zr (0 =TiL(h(1))(X) = X (h(1))

donc h(t) est courbe solution pour X% et X (pour X, preuve analogue),avec h(0) = 1. De plus, h est
uniquement déterminée par X € g. O

7.1.7 Definition: Pour chaque X € g, exp(X) € G est définie par h(1), h étant ’homomorphisme

différentiable tel que %(0) = X.exp: X — exp(x) : g — H est 'exponentielle de g dans G.

Dans ce cas, exp(X) est la courbe solution (le flot) du champ de vecteur X~ au temps ¢t = 1 qui part de
t = 0 et qui vaut ’élément identité du groupe G en t = 0. De plus,
h:sr— hx(st)
est un homomorphisme différentiable tel que % (0) = tX : hx(st) = hyx(s), soit en s = 1,
hx(t) = exp(tX), (X € g,t € R)

ce qui implique que t — exp(tX) est un homomorphisme. En calculant la différetielle selon ¢ en ¢t =
0,X = To(exp)(X).
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7.2 Exponentielle matricielle : Définition, Convergence, Propriétés
Ici, K=R ou C

Remarque : le développement en série de Taylor de 'exponentielle est valable pour tout groupe de Lie G
dans un voisinage de 0 de son algébre de Lie g.

7.2.1 Definition: On définit ainsi [’ezponenentielle matricielle :
exp : M,(K) — M, (R)

+oo An

cop(4) =Y o0

n=0

On définit également le logarithme népérien dans un voisinge de O,, de M,,(K)( # de la fonction logarithme
sur les matrices, qu’on définira un peu plus tard) :

X (—1)mtAn

Log(A+I,) = >

(Log avec une majuscule).

7.2.2 Proposition: La série exponentielle converge normalement pour tout A € M, (K) et la série Lo-
garithme converge normalement pour tout A € M, (K) telle que ||A|| < 1. Pour cela, on doit introduire la
notion de normes (qui sera détaillée plus loin dans la partie topologie sur les matrices. Rappel : ||.|| est
une norme d’algébre si :

-JAl=0< A=0.

-Pour tout A € M, (K),VA e K, XA = ] . [|4]l

-Pour tout A, B € M,(K) ||[A+ B < ||4] + || B

-Pour tout A, B € M,(K) ||AB]|| < C||A]l.||B]|| (C = constante)

Remarque : les 3 premiéres propriétés sont la définition d’une norme, la quatriéme est une condition
supplémentaire pour qu’on puisse parler de normes d’alg‘ebre.

Preuve: Pour exp :

too An +oo n
l[exp(A)| = ZF <[5 || = expllAlD
n=0 ’ n=0

Or, l'utilisation des séries numériques montre trés clairement que cette série converge. De méme pour

Log :
too n—1 gAn too n—1 gn
-1 A -1 A
ILog(a)] = |3 EL AT < S ED AT gy
n=0 n=0

La encore, les séries numériques montrent que cette série converge si ||A|| < 1. Ici, on a montré la
convergence mais il suffit d’enlever une étape de la démonstration (on passe directement & la norme)
pour avoir la convergence normale. O

7.2.3 Proposition: exp((u + v)A)=exp(uA)exp(vA) pour tout A € M,(K) et u,v € K. De plus,
exp(A) € GL,(K) et exp(A)~! = exp(—A).

Preuve:
too A™ +oo An too A™
exp((u+v)A) = Z%(u +v) P exp(ud)exp(vA) = 70u s Z;)v =

Ar+s +oo n

Z“ o) ZZT, = i;;<>ur.vﬂr)m—

r=0,5=0 n=0r=0
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+o00 An
Z(u + v)"ﬁ = exp((u+ v)A).
n=0 :
Donc : I, = exp(O,) = exp(A.1 + (—1).A) = exp(A).exp(—A). O

7.2.4 Proposition: Si A et B commutent : exp(A + B) = exp(A)exp(B).

Preuve: .
AT +°O too A" BS oo n AT Bn r
exp(A)eap(B ZT,Z = > ZZ T
r=0,5=0 =0 r=0
+oo n +oo
1 n I n—r (A + B)n

> <T>AB )= W o m).

n=0 r=0 n=0
Remarque : on peut utiliser le bindme de Newton uniquement car A et B commutent. O

7.2.5 Definition: On définit l'application logarithme de M, (K) par

n+1 A In)n

log(A) = Log(A —I,,) Z

définie dans un voisinage de I,,.

7.2.6 Proposition: Si [|A|| < 1,exp(log(A)) = A et si |exp(B)|| < 1, log(exp(B)) = B.

Preuve: Immédiat d’aprés les propriétés établies pour le Log. O
Soit .
FX) =Y —
(X) = (k+1)!
+o0o Xk+1
FX)X+1=>Y" E 1 = exp(X)
k=0 ’

& F(X)? =722L071 On pose : Ada(C)=AC — CA :

~— Ad4(C)

7.2.7 Proposition: (%)tzo (exp(A+tB)=F(Ads(B))exp(A).

Preuve: Soit D = - et f(s) une fonction d’une variable réele.

>y = f*(0)
(D) ls=o () = > (=0l (9> (75,
k=0 '

k=0

Soit f une fonction telle que son développement limité en 0 converge normalement vers f (pour un certain

R>1).
ravon f> 1) 1 1 +<>o +0o0 O

x f’“(O)
(k+1)!

8

F(D) |s=o0 f(s)

>
Il
o
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Maintenant, posons
¢(s) = exp(sA)Bexp((1 — s)A) = exp(sA)Bexp(—sA)exp(A)
. On va avoir besoin d'un lemme : Ad.x () = eA“X)0 (on le démontre plus tard). Donc :
¢(s) = exp(sAda)(B)exp(A)

. Donc,en dérivant a chaque fois et en appliquant en s=0

+oo Ad’z
F(D) |s=0 ¢(s) = () m)(B)ewp(A)F(AdA(B))ewp(A)
k=0 ’
De plus,
+oo
() pernta s 1) (o3 A SRS g S S Ly
k=0 k=0 i+j=k-—1 k=0i+j=k— 1

(en fait, comme il s’agit de la dérivée d’un polynome évaluée en 0, on s’arrange pour ne garder que le
second terme du binoéme en t, car si P(X)= >_,_, ax X", alors P'(0) = a; mais on ne voit pas apparaitre
le second terme (k) = k du bindme a cause de la non commutativité de A et B). Enfin, on utilise le fait

1
que
/1 s™(1—s)"ds 1
0 mln!  (m+n+1)

(se démontre par intégration par partie successives,voir juste en dessous). En utilisant cette égalit é pour

1 si(1 — s)ids o
—/0 TG =k -

ily!

1.
Tl -

, on obtient :

d 1 stA AJ 1—25) st
— )4 A+tB) = g E
(dt)‘t_oexp( tB) /0 / os

k=0i+j=k—1 ! ‘7

(formule du produit de séries infinie, et on identifie trés clairement exp(sA) et exp((1 — s)A)). Donc, on
a bien I'égalité de la proposition. O

7.2.8 Proposition:

/1 s™(1—s)"ds 1
0 m!n!  (mAn+1)

Preuve: Par intégaration par partie, soit :

m ./ n / m—1 (1_8)n+1 ! m n
u(s) =™ 0 (s) = (1 —s)" = u'(s) =ms™ etv(s) = ——————: | (1 —s)"ds
n+1 0
s™(1 — s)ntl m !
O e
n+1 n+1

1
m(] — n+1
/ s™(1— s)”dscar[—s(is)
0 n + 1

Lpon — /1 s™(1 — s)ds
0

m!n!

s 1 = 5)" T ds =

[_

m
n+1

Jo =0.¥m,n >0

Notons :
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. On a alors, par ce qu’on vient de faire :

m—1
g e
. Finalement, par récurrence :
m!
Lypn= 1
T (g D)+ 2).(n+m) O

avec

I /1 (1—s)""™ds 1

Omin | mln! ~ minl(m+n+1)
Donc,
m! 1 1

Im,n -

(n+1)(n+ 2)(n +m) mn!(m+n+1) (m+n+1)!
(|

7.2.9 Definition: Une courbe différentiable dans M, (K) est une fonction « : [a;b] — M, (K) pour
laquelle la dérivée o’ (t) existe pour tout t € [a;b] et telle que o (t)= l%%f(t)

7.2.10 Proposition: Soit A € M, (K). Il existe une unique solution de I’équation :o/ (t)= a(t)A, a(0) =
C € M, (K).

Preuve: Soit

T0 4k Ak X kth AR S A
o ktt 1A A
olt) = exp(th) = >, —= : o/(t) = exp(td) = ), =5 = AQ_ ——pr)
k=0 k=k ' ht '
1T ik Ak
thA
:A(kz ) = at)A
=0

Soit B une autre solution de ’équation et

A(t) = Bt)eap(—tA) : 7/ (1) = B'(yeap(~tA) — B(t) Acap(—tA) = BAcap(~LA) — B(t) Acap(—tA) = O,
Donc v(t)=C (constante) et 5(t) = Cexp(tA), qui vérifie 5(0) = C. O
7.2.11 Definition: Un sous-groupe d un paramétre dans G est I'image d’une fonction : v : [—e;¢] — G

qui est différentiable en 0 et qui vérifie y(s+t) = y(s)v(¢) pour tout s, ¢, s+t € [—€;€]. v est un morphisme
de groupe | — ¢, ¢[ vers G. Remarque : y(s) = (s 4+ 0) = v(s)y(0) pour tout s € [—e; €] = v(0) =I.

7.2.12 Proposition: Soit v : [—¢;¢] — G un sous-groupe & un paramétre dans G : Alors, pour tout
t € [—e;¢€], v est une courbe différentiable en t et +'(t) = v/ (0)y(t) = ~v(¢)7'(0)

Preuve: Soit h € R suffisamment petit, :
Y(E)v(h) =yt + h) =~v(h)y(?)
(de par la commutativité de ’addition).

/1) = im WA ) i 2L 1))
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7.2.13 Proposition: Soit v : [—€;¢] — G un sous-groupe d’un paramétre dans G. Il existe une unique
extension de v a tout R, 7 : R —€ G, c’est a dire, une fonction 7 telle que y(t) = ~(t) pour tout
te—e;e.

Preuve: Soit t € R : 3m € N tel que £ € [—¢;¢] . Donc y(£) et y(£)™ € G. De méme In € N tel
que £ € [—€;€] et donc : (L) et y(L)" € G. Supposons m,n # 0 : mn > n,m. Donc -t € [—¢;¢ et
V(L) =y ()= ()™= y(E )=y ()™, Donc : y(£)"=y(L)™. Cela définit 7 :R —€ G tel

que ¥ = v(£)" pour n assez grand. O

7.2.14 Théoréme: Soit v : R —€ G un groupe & un parameétre dans G. Alors on a (t) = exp(tA)
pour une certaine matrice A € M, (K)

Preuve: 7/(t) = +/'(0)y(t) = ~(t) = exp(tA) (car v(0) = I). O

7.3 Théoréme de Cartan*®

Dans cette section on veut caractériser les sous-groupes d’'un groupe de Lie qui sont des sous-groupes de
Lie, c’est-a-dire qu’ils sont aussi des sous-variétés avec loi de groupe et inversion lisses.

Tout d’abord, on remarque qu’un ouvert de R™ ne peut pas étre de "dimension" inférieure a n. Par
exemple, un segment ouvert de R n’est pas un ouvert de R2.

7.3.1 Lemme: Soit M une variété différentielle de dimension n, et soit N C M un sous-ensemble ouvert
de M. Alors N est aussi une variété différentielle, de méme dimension n.

Preuve: Sur M, on a un recouvrement {U; }; d’ouverts qui supportent des cartes locales ¢; : U; — R"
(homéomorphismes) telles que tout changement de carte p; o (p;l soit un difféomorphisme.

Les intersections V; = N N U; sont ouvertes et ’ensemble {V;}; est évidemment un recouvrement de
N. En restreignant les cartes ; & V;, on trouve bien un atlas de N. Par conséquent N est une variété
différentielle.

Cela montre également que dim N = dim M. O

7.3.2 Remarqu:. Si on applique le lemme précédent & un groupe de Lie G, on serait tentés de déduir
que tout sous-groupe ouvert H de G est une sous-variété réelle de G, et par conséquent un sous-groupe
de Lie de G. Or, cela est faux, comme le montre le contrexemple donné a la fin de cette section.

Au contraire, la condition sur un sous-groupe H de G qui garantit que H est un sous-groupe de Lie
est donnée par le théoréme de Cartan suivant.

7.3.3 Théoréme: Soit G un groupe de Lie. Tout sous-groupe fermé de G est une sous-variété, et par
conséquent un sous-groupe de Lie de G.

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréme de Cartan (qui est en fait due & Von
Newman).

L’idée est d’abord de montrer qu’un sous-groupe fermé détermine une sous-algébre de Lie de ’algébre
de Lie g de G. Ensuite, qu’il est I'image de cette algébre de Lie par I’exponentielle.

Pour cela, on a besoin de plusieurs résultats sur ’application exponentielle.

7.3.4 Théoréme: (admis) Soit G un groupe de Lie et g son algébre de Lie. Il existe un voisinage ouvert
U de 0 dans g et un voisinage ouvert V de e dans G tels que lapplication exponentielle exp : g — G
restreinte a U soit un difféomorphisme sur' V', développable en série entiére (son développement de Taylor).

De plus, le développement de Taylor de exp est formellement le méme que celui de la fonction exponentielle
réelle (et matricielle également).
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7.3.5 Lemme: Soit G un groupe de Lie. Soient X etY deux éléments de g, alors :
X Yy 1"
1. —_ — =
Jim. {eXp( - )exp(n)} exp(X +Y)

lim [exp()n() exp(%) exp(T) exp(T) =exp(XY - YX).

n—oo

Preuve: D’aprés le théoréme précédent, on peut utiliser le développement en série entiére de exp si n est
suffisament grand, ce qui est le cas puisque n — +o0o. Puisque

X X 1
exp(;) =Id+ o + O(ﬁ)

ona X Y X+4Y 1
= 2y — o=
eXp(n)exp(n) + (nQ),
et donc X v )
L = N=X+Y+0(—
nLog(exp( - )exp(n)) +Y +0(—)
d’otu suit X v
lim nL = N=X+Y
Jim nLog(exp(-——)exp(—-)) = X +
et

lim [exp(%) exp(%)]" =exp(X +7Y).

n— oo

De la méme facon, on trouve

exp( ) exp(X) ep( = yexp( = a4 X+ X ok yaas Yo X o))
« (Id - % + % +O(%))(Id— % 4 % +0(%))
:(ICH_X—i-Y +X2+22Xn3/+y2)(ld_ X:L-Y +X2+22Xn2Y+Y2)+O(%)
_as X Q;Y & ;Yy 4 0(%) —Id+ L”;QYX 4 0(%).
o n*Log(exp(2) exp() exp( - ) exp( 1)) = XY — Y X
n n n n ’

et finalement :

lim [eXp(%) exp(%) eXp(T) exp(TY)]"2 =exp(XY - Y X).

n—o0

O

7.3.6 Proposition: Soit H un sous groupe fermé de G, alors l’ensemble W = {X € g,exp(tX) € H,Vt € R}
est un sous-espace vectoriel de g stable par ’application

(X,Y) — XY -YX.
Autrement dit, c’est une sous-algébre de Lie de g.

Preuve: Soit X, Y € W, A € R. Soit Z =X + \Y :

exp(tZ) = exp(tX +tA\Y) = lim [exp(g) exp(%)]” eWw
n—00 n n

car W est un sous-groupe fermé. De méme, la stabilité par le crochet de Lie est assurée par 'application
est assurée par la deuxiéme formule du lemme précédent. O
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Donc W est bien une sous-algébre de Lie de g, notons-la §.

Remarque : 1l est clair que 0 (le neutre de h) est dans h. Mais on ne sait pas s’il y a dans h des éléments
non nuls. Le lemme suivant nous garantit leur existence.

7.3.7 Lemme: Soit h, une suite d’éléments de H tendant vers Id, avec h, # Id (ce qui est possible
puisque H n’est pas discret). Alors Log(h,) est une suite de vecteurs dans b, et on peut considérer leur
norme euclidienne.

Si h est une valeur d’adhérence de la suite % (suite bien définie pour n suffisament grand),
alors h € b.

De plus, h est alors forcement non nul, car tout élément % appartient a la sphére unité de g qui

est compacte. Par consguent, h # {0}.

Preuve: On peut supposer que % converge vers h. On doit calculer exp(th) :

Log(hx) )
[Log(hn)

Si m = k,, était un entier, cela ne poserait pas de problémes car

exp(th) = li_>m exp (

exp(knLog(hy)) = (exp(Log(hy,)))k = hkn

n

serait une limite délements de H, donc élément de H puisque H est fermé.

Sinon, on pose tout simplement : m = P, + V, ot P, est la partie entiére de HLogtW et V,
€ [0;1[. Alors
Log(hn) ) P
exp = h," x exp(V,Log(hy)).
(7o (Vnbog(lin)

Enfin, on a ||[V,Log(h,)|| < ||Log(hy)|l, qui tend vers 0, donc exp(V,Log(h,)) — Id et exp(th) =
lim hP» est une limite déléments de H, donc un élément de H et h € b. O
n—oo

7.3.8 Théoréme: Soit G un groupe de Lie. Si H est un sous-groupe fermé de G, il existe un voisinage
V de 0 dans by et un voisinage W de e dans H, tels que l’exponentielle réalise un homéomorphisme entre
VetW.

Preuve: D’aprés le théoréme que I'on a admis, il existe un voisiange Vj de 0 dans g et un voisinage Wy
de e dans G tel que 'exponentielle réalise un homéomorphisme entre V; et Wy. L’enjeu est de montrer
qu’il en est de méme pour H.

Soit V=Vognhet W =WyNG. Ce sont également des ouverts, mais rien ne nous permet d’affirmer
la surjectivité dans b : si Y est proche de e et Y € H, alors LogY n’appartient pas & priori a b, et rien
ne permet de dire que exp(V) est un voisinage de 0 dans W.

Dans la suite, on suppose H non discret (non réduit & un sigleton), connexe (s’il n’est pas connexe,
on se rameéne 4 ce cas en considérant une composante connexe).

Soit " un supplémentaire de h dans g. On va montrer qu’il existe un voisinage V'’ de 0 dans b’ tel
que exp(V’') N H = {e}. En effet, dans le cas contraire, il existerait un voisinage Wy de 0 dans b’, que
Pon pourrait choisir compact et étoilé par rapport & 0 (étoilé signifie que tout point peut étre relié par

un chemin rectiligne), et tel que exp(W") N H # {e} pour tout n. Soit alors h,, = exp( X, n) ¢ H, avec

X! € Wy. La suite (h,) tend vers e puisque, pour n assez grand, on a que m tend vers 0 (X est
g(hn)

) ) : X/, .
bornée). Par conséquent, pour n assez grand, la suite o g(h T = T2 posséde une sous-suite convergeant
"

vers h qui, d’une part, appartient & la boule unité de g’ et, d’aprés le lemme précédent, h € b, ce qui est
absurde.
Pour finir, soit ¢ ’application sur hx b’ a valeurs dans G, définie en posant ¢(X, X') = exp(X) exp(X”).

Alors : ¢(X, X') = e+ X + X'+ 0/ || X||> + | X'||*), lorsque (X, X') tend vers (0,0). Par conséquent, la



103

différentielle de ¢ en (0, 0) est application (X, X’) — X + X', qui est bijective. Le théoréme d’inversion
locale garantit alors I’existence dn voisinage U de 0 dans b, d’un voisinage U’ de 0 dans b’ et enfin
dn voisinage V de 0 dans b, tels que ¢ réalise un difféeomorphisme entre U x U’ et V. Nous allons
voir que exp(U) est un voisinage de e dans H. En effet, lintersection U; = U' NV’ (avec V' défini
précédement) est un voisinage de 0 dans g’, et Uintersection Vi = ¢(U x Uj) est un voisinage de e dans
G. L’application ¢ réalise un difféeomorphisme entre U x Uy et V. Il en résulte que V4 N H = exp(U) :
Pinclusion exp(U) C Vi N H est évidente, 'inclusion réciproque vient du fait que exp(V')NH = {e}, donc
exp(U) est un voisinage de e dans G. O

Nous pouvons enfin montrer le théoréme de Cartan : tout sous-groupe fermé de G est une sous-variété,

et par conséquent un sous-groupe de Lie de G.

Preuve: Avec les notations du théoréme précédent, il existe en effet un voisinage Vi de e dans G, un
voisinage U x Uy de 0 dans g et un difféomorphisme ¢ entre U x U; et un espace vectoriel, & savoir b,
tels que :

o(hN (U x Uy)) =ViNnH(=exp(U)).

Ceci est exactement la définition d’une sous-variété (définition (A)). On a établi ceci pour z = e, mais
X +—— PX est un difféeomorphisme, pour tout P inversible et, par conséquent, H est une sous-variété de
G de dimension égale a dim b. |

On va maintenant montrer qu’il existe des sous-groupes ouverts d’un groupe de Lie qui ne sont pas
des sous variétés.

7.3.9 Exemple: Soit G le tore “géométrique” T2, qu’on a définit au chapitre 6 comme la surface para-
métrée par

f(t,8) = ((r + Rcos(2nt)) cos(27s), (r + Rcos(2nt)) sin(27s), Rsin(27t)), t,seR
et qu’on a identifié au groupe abélien R/Z x R/Z = [0,1[x[0, 1] mod(1,1), avec loi de groupe additive
(t,s) - (t',s)=(t+t,s+ ).
Pour tout w € R, on considére le sous-ensemble
H,={(t,wt), te R}
de T2, qui est clairement un sous-groupe, parce-que
(t,wt) - (t,wt') = (t+ ', wt+wt') = (t+ ¢, w(t+1)).
Le sous-groupe H,, peut étre visualisé comme une courbe tracée sur le tore géométrique, ou bien comme
une courbe “périodique” tracée sur le carré [0, 1[x[0, 1], d’équation s = wt, formée d’une série de segments

transversaux.
La forme de cette courbe dépend de w, et on a la caractérisation suivante.

7.3.10 Proposition: 1. Le sous-groupe H,, est dense dans le tore si et seulement si w est irrationnel.

2. Siw est rationnel, alors H,, est un sous-groupe fermé.

Preuve: Pour montrer la premiére assertion, on rappelle un théoréme et une proposition montrés dans
la partie I :

7.3.11 Théoréme: Si H est un sous-groupe additif de R non réduit a {0}, alors soit H est dense dans
R, soit il existe a € R tel que H = aZ.

7.3.12 Proposition: Soit w un irrationnel. Alors l'ensemble G = {nw + p,n,p € Z} est dense dans R.
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Donc G/Z est dense dans [0, 1] . Lien avec le probléme : (¢, wt) est dense dans [0, 1[x[0, 1] si et seulement
si (n,wn) est dense dans [0, 1], c’est & dire w est irrationel.

Pour montrer la deuxiéme assertion, il suffit de montrer que la courbe () = (¢, wt) est périodique
(donc fermée) dans [0, 1[x[0, 1[mod(1, 1).

En effet, supposons qu’il existe deux entiers p, q tels que w = g. En u =0, ona~(0) = (0,w0) = (0,0).
En u=g¢, on a~(q) = (¢,wq) = (¢,p) " =7(0,0) car on est dans le tore carré “périodique”. Donc ~y est
bien une courbe fermée.

En particulier, si % est irréductible, la courbe v est ¢g-périodique (on retombe sur (0,0) pour tout
multiple de q). O

Voici des illustrations des sous-groupes H,,, pour un tore tel que r =2, R =1:

Casw=1:

Casw = 5 :

=

Casw =35 :
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—

Caswz;:

o ” ;
' L
o

7.3.13 Proposition: Le sous groupe H,, du tore T? est une sous-variété si w est rationnel, et ce ne l’est
pas si w est irrationnel.

Preuve: On regarde H,, comme image de la courbe paramétrée par v(t) = (¢, wt), avec t € R. Alors
H,, est une sous-variété si v est un plongement, c’est-a-dire un homéomorphisme sur son image. La
parmétrisation v est clairement continue, injective, et elle est une immersion (car comme courbe elle est
régulite partout). Il reste a vérifier qu’elle soit uen application ouverte (ou fermée).

Si w est rationnel, on a montré que H,, est fermé, et également I'image v(I) C H,, est fermée pour
tout intervalle fermé I C R. Donc 7 est bien un plongement, et H,, est une sous-variété de T2.
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Si w est irrationnel, on a montré que H,, est dense dans 72 : dans la topologie relative induite par
celle de T? sur le sous-ensemble H,,, cela signifie que H,, est ouvert. Or, R est fermé dans lui méme, et
~v(R) = H,, est ouvert : cela montre que  n’est pas un plongement, et par conséquent H,, n’est pas une
sous-variété de T2. O

Revenons sur un corollaire intéressant du théoréme qu’on a admis :

7.3.14 Théoréme: (admis) Soit G et H 2 groupes de Lie. Si H est un sous-groupe conneze de G, exp(g)
engendre G°, la composante connexe de G contenant lélément neutre.

7.3.15 Corollaire: exp(sl, (K)),exp(0,(R)), exp(so,(R)), exp(u,(C)) et exp(su,(C)) engendre les dif-
férents groupes SL,(K)),S0,(R),SO,(R),U,(C) et SU,(C) (respectivement). On verra en fait que ce
résultat est réellement utile uniquement pour SL,(K). On verra également pourquoi exp(o,(R)) ne peut
engendrer que SO, (R).

Le théoréme ci-dessus permet de justifier que I’on s’intéresse ici aux groupes de matrices plus en détail,
puisque ce sont des groupes de Lie.

7.4 Formule de Baker-Campbell-Hausdorff *

Soit G un groupe de Lie. La formule de Baker Campbell Hausdorff permet de donner, pour X,Y € G
une expression de Z = log(exp(X)exp(Y')), & partir du moment ou X et Y sont définis dans un voisinage
de 0 de g (car le développement série de Taylor de I’exponentielle est valable dans ce cas).

Lemme 1
7.4.1 Lemme: On note : Ada(X) = AXA™! et ada(X) = AX — XA. On a : Ad.x() = e*=().

Preuve:
Soit

f(8)Y = e Xye ¥ . %(f(s)Y) = dii(eSXYe_SX) = Xt Ye X — ety Xe X

X(esXYe—sX> o (esXYe—sX)X
(rappel : X et e*X commutent car e*X est un polynome en X)=adyx (e*XYe™5X).

(On remarque également, que Xe*XYe 5% — e3XY Xe X =esX (XY — Y X)e *X =e*Xadx (Y)e *¥ : se-
cond moyen de I’écrire mais ce n’est pas celui qui nous intéresse). Donc f/(s) = adx (f(s))() et f(0) = 1.
La solution de cette équation différentielle est f(s) = e®®x (). O

Lemme 2

L doX(t) _pX lme %X dX
7.4.2 Lemme: € =€ adx  dt

. . _ ,—sX 9 sX
Preuve: On pose : I'(s, t)=e™sX(1) 2 esX(®),

() _oxe 9 vin axin O

’ _ s _ sX(t) sX(t) sX(t)

9 ¢ CXO)GEe T A e (X (e
_s . _ dX(t) . 0 _, _ dX(t) ,

_ L —sX()(_ sX(t) sX(t) sX(t) sX(8) _ ,—sX(t) sX ()
e (—X(t))e +e — +e (X(t))—ate e — ¢

(On utilise ici la dérivée d’un produit (uv)’=u’v+uv’). Donc :

T (s, 1)

5o = Ade—x (X') = e~ ads (X
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, d’aprés le lemme 1 (on enléve les ¢ pour alléger la notation). Puis :

1 1
T(1,¢) = X9 x) :/ OL(st) :/ e~94=(X) (X")ds
0 0

ot Js
) / D 0SS D ) 1o e ax(y
= H — (k+ 1 dt adx dt
(voir le lien entre cette fonction et la fonction F définie précédement.Donc :e~X ®) %ex (t) = 1=e X _S;;dx dth(t)
= gt X(t)—d d X = X%'D{(O .Le lemme est démontré. U

Formule intégrale

7.4.3 Proposition:

log(eXe¥) = X + IZJ( adx glady'y(y)
0

ol : p(z) = S et Y(2) = ZZZT:Z), @ et 1) étant liées par la relation :

) 1 1o

p(=in(2)) = —In(2) - —Zln(z) -

l—2 z2—-1 1

—zin(z)  zn(z)  Y(2)

Preuve: Soit Z(t) = log(eXe'Y) :
21 = (XY oy =2 = oty =X gy (DO e 20 = (X Y Pty =X
par le lemme 1 :

eadz (W) — eZ(t)We—Z(t) _ eXetYWe—tYe—X _ eadxeadty (W)

Ainsi :
eadz _ eadxeadf,y = ady = log(eadxeadty) = e—Z(t)(t)geZ(t)
t
0Z(t)
= op(—ad — =Y
p(—adz @) —5,

, la premiére égalité se déduit du lemme 2 et la derniére du fait que :
e—2() — p=tY o= X o deZ0 _ G(lit(eXetY) XYty .

-zt % de”( ) oY o X Xy ot _ o= tYy ot _ yo—tY tY _y

dt

Finalement :

oZ(t adx g oZ(t dz(t ads a

p(-ad) 220 = p(tog(ertrertn ) P20y B g ey

(en multipliant par 1(e®x eadtv) des 2 cotés, on fait disparaitre ¢ d’un coté et apparaitre 1 de autre).
En intégrant : Z(0) = log(eX) = X et Z(1) = log(eXeY). Donc

Z(x) = Z(0) + /Ox Y(erx ety (Yydt = Z(1) = X + /01 (X e ) (V) dt = log(eXeY)
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Formule de Dynkin

Il s’agit d’une formule explicite de log(eXeY)
certainement la plus difficile de ce TIPE.

On pose cette fois : Z(t) = log(e!XetY) = e#(t) = !XtV .

~Z(t) de;(t) — eV eTtX (XetXetY 4 etXyetY) = otV o tX X etX oty 4 o=tV o —tX tXy oY)

=e VX 1Y = Ad,-v (X)+Y = (X)) 4+ Y

Or,
de?®) 1 —em0dz gz ady
—Z(t) _ we  —ady / _ —tad _
e i el il Y(X)+Y:>Z(t)—71 eadz(y+e Y (X)) =
adz
ity 7 (X e (Y))

(on peut le vérifier, par symétrie). Or :

& -1 n—1
ady = log(exp(ady)) = Log(ezp(adz) —1) =Y %(expwz) ~1)", Jadz| < log(2)
n=1
Donc :
/ _ a’d tad - ( 1 n—1 tad
Z(t)—m(X+e x( Zkﬂ (exp(ady) — 1)" " H(X + et*x(Y))

k=0

En utilisant : e??7 = 241X 4y e, en développant :

. accrochez vous, car c’est une partie trés calculatoire,

_ Z ) [(eadtxeadty71)kX+(eath6adty71)k6adtxY] _ lOg(eadtxeath71)X+log(6adtxeadty71)6adtxy

P E+1

7.4.4 Lemme: Pour des réels, dans un corps non commutatif,

o TSRyt Ry
log(exp(z)exp(y E > sl sl
=1 it >0.1<i<k 1oLeeThet ok

(a condition que ||exp(z)exp(y) — 1| < 1,question de développement limité et de convergence).

Preuve:
oo _ oo _ oo x (oo}
log(exp(x)exp(y)) = log(l+ (e®e¥ — 1)) Z (e®e¥ —1)F Z Zﬁ Z%
k=1 k=1 k=0 k=0
_ oo (71)]{271 o Iiyj B S (71)]{271 x’l”lySIm”’QySQ”.xT’kySk
=2 . > iljl )= ok by rilsilrglsy)
k=1 itj=1 k=1 ri4s;>0,1<i<k

Revenons & Z'(t) : 4 la place de eXe¥ — 1, on met e?4x a4y — 1.0n a donc :

/(t) lOg( adtxeadf,y _ 1)X =+ log(eadtxeadty _ 1)eadtxy

0o i J i Jk
:Z - Z fitit. +zk+akad§adYI ad}’f'adY X+

k+1 110910kl
o $ESh,ini1 0 1l gl!

i1 J1 ik Tk Tht1
itk ik tinga andY aand X

il i et
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o0 k . . P P
= - S gt X"y XY X]
L TAL A
o +1 €Stima 0 i1l g lge!
Xyt Xiyik Xikt1Y)

i1l i i !

o~

ti1+j1+..~+ik+jk+ik+1 [ ('Lrajr >0,i +jr >0,1<r< k)

(les crochets [.] permettent de simplifier la notation). On a donc :

1 > (=1)F 11y J1 Y Ik
Z(l):/o Z’(t)dt:Z( ) 5 1 (XY XY X]

] 1 1 1 AL
P SESk7ik+1ZOZ1 +i+ .+ t+ge+1 17k lge!

1 (XY s XikY ik Xin1Y]
il +]1++’Lk +jk+ik+1+1 ’Ll|jl'lk'jkllk+1'

On peut écrire cette somme sous la forme :

(iryjr =2 0yir + 4, > 0,1 < r < k)

oy (_Dk 1 [Xilyjl._.XikijX(ik+1:1)Y(jk+1:0)]
=031 2 A h et S D e =0 Al = D = o
=0 SESk,ik+1>Ozl J1T e T T Jk tk+1 = Jk+1 = 21:J1 - U Jk\tke+1 = 1) Jk+1 = U):
1 Xy XiYix Xiks1y (Grs1=1)
_ — P X X, G 3 04 > 0,1 < < )
3 T W PO i P ol P o P (]k-‘,—l = 1) Zln]l----Zk~]k~2k+1-(]k‘+1 = 1).
2 (—1)k Z 1 [XOY T, XYk Xit1Y Tkt]
Tkt R Da ik MR MU AU/ SR SR

(iry Jryiks1 = 0,6 + 4 > 0,1 <r <k +1)

En effet, on a [T, T] = OVT, donc :ji+1 = 0ou 1. Si jgy1 = 0,4541 = L et siigy1 =0, jg+1 = 1.Finalement :
formule de Dynkin :

Sy Ve L e Xy
= k = Zle i+ e il

(ipy jr = 0,0 + 4 > 0,1 <7 < k)

7.5 3éme théoréme de Lie*
Probléme

L’enjeu de ce chapitre est de répondre & cette question : & toute algébre de Lie g, peut on associer
un groupe de Lie? En effet,on a prouvé dans le chapitre précédent que tout groupe de Lie posséde une
algébre de Lie, déterminée uniquement par l’espace tangent du groupe G en l’identité. Le probléme est
I'unicité.

Notion de simple connexité : il s’agit d’un raffinement de la connexité : je ne vais pas en parler beaucoup,
mais je renvoie 4 la toute fin, dans la conclusion.

Voici comment les théorémes de Lie résolvent le probléme : (ils s’énoncent ici pour des algébres de Lie de
dimension finie).

7.5.1 Théoréme: Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g : il existe un unique groupe de Lie simple-
ment conneze d’algébre de Lie g (d isomorphisme pres).

7.5.2 Théoréme: Soit G et H 2 groupes de Lie d’algébre de Lie g et b, G étant simplement conneze.
Soit ¢ : g —> b un homomorphisme d’algébre de Lie. Il existe un unique homomorphisme de groupes de
Lie ® : G — H, tel que ¢ soit la représentation adjointe de ®, comme définie dans la partie sur l’algébre
de Lie,c’est a dire : * = ¢.
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7.5.3 Théoréme: Pour toute algébre de Lie g, il existe un groupe de Lie G d’algébre de Lie g.

Un peu d’histoire : Sophus Lie a démontré ces théorémes de fagon locale, en terme de transformation de
groupes. Les versions globales de ces 3 théorémes ont étdemontreés plus tard par Elie Cartan et Herman
Weyl. Les premier et deuxiéme théorémes de Lie ne sont pas les plus durs & démontrer, mais la preuve
du dernier théoréme a été faite par Cartan, en utilisant des outils algébriques (en 1936) (en utilisant le
théoréme d’Ado) puis par Van Est, en utilisant des outils géométriques (en 1953).

Je propose ici de prouver le toisiéme théoréme de Lie localement.

On va,avant cela, donner quelques exemples.

7.5.4 Exemple: Soit R : on sait que c’est une algébre de Lie. On vérifie que U1(C) est un groupe de Lie
d’algébre de Lie iR, donc isomorphe a R. Pourtant, on peut également montrer que l’algébre de Lie de
(R,+) est est R : en effet, soit a(t) € R,a(0) = 0. On pose par exemple a(t) = ta,a € R :2/(0) = a,Va €
R. Pourtant, U, (C) = S n'est pas homéomorphe a R. Donc il y a plusieurs possibilités de groupes ayant
meéme algebre de Lie. Par contre, seul R est simplement conneze.

7.5.5 Exemple: De la méme facon, on peut montrer que l’algébre de Lie du tore T? = S' x S! est

1 = 0
isomorphe a Ualgébre de Lie groupe matriciel (additif) G = 01 yl,z,yeR
0 0 1

Démonstration

Malheureusement, et malgré mon envie de prouver ce théoréme, je n’ai pas pu le faire dans le temps
imparti (pas le temps d’écrire). Toutefois, j’ai compris une grande majorité de la preuve que donne le
livre Lie groups : J.J Duistermaat et J.A.C Kolk , au Chapitre 1, exepté quelques petits détails. C’est
pourquoi je renvoi a ce livre pour la preuve..

8 Groupes matriciels

Le but de ce chapitre est de montrer 'utilité de ce qu’on a fait précédemment en I’appliquant aux
groupes matriciels. On verra également un probléme intéressant qui est la surjectivité de ’exponentielle
d’une alg‘ebre de Lie dans un groupe de Lie (pour des groupe matriciels).

8.1 Algeébre de Lie des principaux groupes de matrice

Soit G C GL,(K) un groupe matriciel. On a les mémes propriétés que pour un groupe de Lie quel-
conque,a la différence que 'exponentielle est toujours développable en série entiére.

8.1.1 Definition: La dimension d’un de Lie matriciel G est dimG=dim T;G. On utilise la notation
K

g=T;G pour cet espace vectoriel réel de M, (K).
d(det(a
8.1.2 Lemme: %tzorﬂ(a’m)).

Preuve: On a déja vu que d(det)(Id)(X) = tr(X), dans la partie sur les sous-variétés. Donc : par la
régle de composition :

d(det(a(t))) d
—— = (d(det)((0))) o —  (a(t)) = tr(a’(0))
dt t=0 dti=o0
Le résultat utilisé est le théoréme de dérivation des fonctions composées dans le cas général. ]

8.1.3 Lemme: det(exp(A)) = ™) (quelles que soit A € M, (C)
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Preuve: Un résultat bien connu utilise la décomposition de Dunford-Jordan. On donne ici une autre
méthode. Soit v(t) = det(exp(tA)) : v(0) = 1.

det(exp((t + h)A) — det(exp(tA)) det(exp(tA)exp(hA)) — det(exp(tA))

V() = fim h = h
det(cap(tA))lim det(cxp (ZA)) "I det(eap(tA))ir(A) = ~(t)tr(A)

car v'(0) = tr(Aexp(0,,)) = tr(A) d’aprés le lemme précédent. Donc : a(t) = exp(tr(A)t) est 'unique
solution de ’équation différentielle ~/(t) = ~v(¢)tr(A),v(0) = 1. En t = 1, a(1) = exp’ D = det(exp(A)).
(|

8.1.4 Proposition: L’espace tangent en lidentité (I’algébre de Lie) de GL,(K) est I’ensemble des ma-
trices de K.

Preuve: Soit a(t) = I,, +tA une courbe différentiable avec A € GL,,(K). a(0) = I, et o/ (t) = A = &/(0).
On vérifie que, comme A n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres non nulles (car elle est inversible),
alors a(t) € GL,(K) dans un voisinage de 0, car det(I,) = 1 = e tel que «(t) inversible V¢t € |—¢;€[. De
plus, si A € M,,(K), exp(tA) € GL,(K).

L’espace tangent est donc ’ensemble des matrices de M, (K). O

8.1.5 Proposition: L’espace algébre de Lie de A € T,F(K),det(A) # 0 est l'ensemble des matrices
triangulaire T," (K).

Preuve: Soit a(t) = I, + tA, avec A € T,F (K),det(A) # 0 «(0) = I, ,= Je tel que a(t) inversible V¢ €
]—€;el. &/ (t) = A= a/(0). De plus, si A est triangulaire supérieure, il en est de méme de exp(A).
L’espace tangent est donc I’ensemble des matrices de T} (K) O

8.1.6 Proposition: L’algébre de Lie de SL,(K) est I’ensemble des matrices de K de trace nulle.
Preuve: Soit a(t) € SL, (K) une courbe différentiable :

det(a(t)) =1 = tr(a/(0)) =0
L’espace tangent est donc I’ensemble des matrices de M,,(K) de trace nulle n. De plus, si A € M, (K) et

que tr(A) = 0, det(e!d) = exp(tr(tA)) = exp(nt.tr(A)) = exp(0) = 1, donc exp(tA) € GL,(K).
L’espace tangent est donc ’ensemble des matrices de M,,(K) de trace nulle. ]

8.1.7 Proposition: L’ algébre de Lie de O,,(R) est l’ensemble des matrices antisymétriques de taille n.
Preuve: Soit a(t) € O,(R), une courbe différentiable telle que a(0) = I, :
a®)Tat) =1, = /)T a(t) +at) /(t) = O,

En ¢t = 0, on obtient
o (0)Ta(0) + a(0)Ta/(0) = O,, = ' (0)T = —/(0)

De plus, si A € ASym,(R), e!* € 0,,(R). L’espace tangent est donc I’ensemble des matrices antisymé-
triques de taille n. On vérifie assez simplement que O, (R) et SO, (R) ont méme espace tangent : en effet,
on a vu avec SL,(K) que la condition det(A) = 1 imposait tr(B) = 0 pour toute matrice B dans I’espace
tangent. Or, une matrice antisymétrique rélle vérifie déja cette condition. O

8.1.8 Proposition: L’ algébre de Lie de U, (C) est l’ensemble des matrices anti-hermitiennes de taille
n.
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Preuve: Soit a(t) € O,(R), une courbe différentiable telle que a(0) = I, :
al®)*a(t) = I, = o (t)*a(t) + at)*d(t) = O,
En ¢t = 0, on obtient
' (0)*a(0) + a(0)*a’(0) = O,, = &'(0)* = —a’(0)

De plus, si A € AHerm,,(R), et* € U, (C).
L’espace tangent est donc ’ensemble des matrices anti-hermitiennes de taille n. O

8.1.9 Proposition: L’algébre de Lie de SU, (C) est ’ensemble des matrices anti-hermitiennes de taille
n et de trace nulle.

Preuve: On reprend le raisonnement précédent et on ajoute la condition tr(a/(0)) = 0. O

Soit le tore a n trous T™. C’est un groupe de Lie (car produit cartésien de groupes matriciels) qu’on
peut représenter comme :

e?iﬂ'&l . 0
0 e 0
0 . 62”’0”

Avec 01, ...,0,, € R/Z. C’est une matrice unitaire et diagonale.
8.1.10 Proposition: L’algébre de Lie du tore T™ est iR™.
Preuve: Soit D(t) € T™ tel que

D(t)D*(t) = I,, D(0) = D*(0) = I,

D'(t)D* + D(t)D"*(t) = 0,, = D *(0) = —D(0)

D est donc diagonale et anti-hermitienne, donc de la forme :

iag - 0
0o - 0
0 - iy

Donc cet espace tangent est isomorphe & iR"™, donc comme on s’y attendait, dimT™ = n. O

Dimension des groupes matriciels : par définition, cette dimension est exactement celle de 1’algébre de
Lie (dimension dans le corps des réels et non des complexes), qui est aussi ’espace tangent. Comme on
note g l'algébre de Lie, on utilisera également cette écriture pour (lettres celtiques) les algebres de Lie
des groupes matriciel.

gl,(R) = M,(R) = dimGL,(R) = n?
sl (R) = {A € M, (R), tr(A) = 0} = dimSL,(R) = n? — 1
gl,,(C) = M, (C = dimGL,(C) = 2n?

n((C) {A € M, (C),tr(A) =0} = dimSL,(C) = 2n? — 2

o, (R) = ASym,,(R) = dimO,(R) = w = dimSO,(R)
u,(C) = AHerm,,(C) = dimU,(C) =n(n —1) + n =n?
su, (C) = {AHeTmn((C),tr(A) =0} = dimSU,(C) =n? -1
6 (R) = £ (R) = dimT; (R) = "0

tH(C) =t} (C) = dimT,F (C) =n(n+1)=n%+n

Remarques :

-Le groupe engendré par exp(gl,(R)) est GL,(R)", c’est & dire l’ensemble des matrices inversibles de
déterminant positif, car det(exp(A)) = ") > 0. Cela vient du fait que GL, (R) n’est pas connexe, mais
GL,(R)*" est 'une de ces 2 composantes connexes, et que ce 2 groupes ont méme algébre de Lie.
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-Le groupe engendré par exp(o,(R)) est SO, (R), c’est a dire l’ensemble des matrices orthogonales
de déterminant 1, car det(exp(A)) = e = 1 si A est antisymétrique. Cela vient du fait que O, (R)
n’est pas connexe, mais SO, (R) est I'une de ces 2 composantes connexes, et que ces 2 groupes ont méme
algébre de Lie.

8.2 Surjectivité de I’exponentielle matricielle

Rappel : On a vu que pour un groupe G, g = {X, exp(tX) € G}.
On a vu également que si G est un sous-groupe fermé et connexe de GL,,(K), exp(g) engendre G.

Enfin, on a vu que pour les groupes matriciels, ’exponentielle est le seul sous groupe a un paramétre, ce
qui signifie que, pour vérifier que I’espace tangent en 0 de G qu’on a déterminé est correct, il faut, vérifier
que ’exponentielle d’un élément de cet espace est bien dans G. Il semble alors naturel de se demander :
est-ce que, pour tout élément Y de G,il existe un élément de X g tel que exp(X) = Y. On voit que
c’est un résultat plus précis que d’engendrer un groupe. Ce qu’on demande ici, c’est la surjectivité de
I’exponentielle. Le théoréme, les 2 remarques ci-dessous et ’exemple répondent de fagon précise & cette
question.

8.2.1 Théoréme: Siexpa(g) — G est surjective, alors G est connexe (par arcs).
Preuve: On va montrer la connexité par arcs. Soit X,Y € G : Alors, il existe X', Y/ € g telles que

X = expe(X'),Y = expg(Y’). De plus, exp(tX'),exp(tY’) € G car X', Y’ € g. Donc, soit y(t) =
Yexp(—tY')exp(tX') : v(0) =Y et (1) = X. On a don bien un chemin dans [0, 1] reliant X et Y. O

La réciproque est fausse!

Cependant,on aurait pu augmenter les hypothéses et prouver que si G est un groupe de Lie connexe et
compact,alors exps(g) —> G est surjective, mais je ne le ferai pas dans ce TIPE (utilise des notions de
topologies).

8.2.2 Exemple: (et proposition) Considérons l'exponentielle :expgr,mw) : sla(R) — SLy(R). Alors,

—(24+0 0
pour 6 > 0, la matrice : B = ( ( 0+ ) 1) € SLy(R) n'est pas dans l'image de expgr,(w)-
246

Preuve: Soit
A € slh(R) ={A € My(R) : tr(A) =0}.

Par le théoréme de Cayley-Halmiton :
A% 4 det(A)I, =0

Si det(A) = 0, la seule valeur propre possible de A est 0, et on a de plus Vi € R
A? = 0= exp(tA) = I, + tA

et tr(exp(tA)) = 2.0r, on vérifie que tr(B) = —(2+6) — 535 < —2 < 2 ,donc on ne peut avoir exp(tA) = B

Si det(A) # 0, A a 2 valeurs propres distinctes, et selon le signe de det(A), on a comme valeurs propres :

+iy/det(A), si det(A) > 0 et £/—det(A), si det(A) <0

Dans tou les cas, comme on a 2 valeurs propres distinctes, la matrice A est diagonalisable et il existe une

matrice P € GL3(C) telle que P1AP = (Z Vdet(4) 0 ) si det(A) >0 et

0 —iy/det(A)

—det(4) 0 ) sidet(A) < 0.Donc:Vt € R P lexp(tA)P = <

—1 —
P AP_( 0 —det(A)

etV det(A) 0
0 e—it\/det(A)

= cos(tv/det(A))Iy + isin(t\/det(A))Ja



114

(en utilisant la formule €™ = cos(x) + isin(z)) si det(A) > 0 avec

1 0 . _ ) . . _
Jo = <0 _1> . On remarque alors que iy/det(A).J; = P71 AP. En réorganisant cela :A = i/det(A)PJyP~!

et donc :

P~ lexp(tA)P = cos(t\/det(A)) I, + W x iv/det(A)Jo

et en multipliant par P et P~! :

sin(ty/det(A))

exp(tA) = cos(t\/det(A)) Iz + det(A)

si det(A) <0 :
ty/ —det(A)
P lexp(tA)P = € 0
0 ot/ —det(A)

= ch(t\/—det(A))Is + sh(t/—det(A))J2

(en utilisant la formule e = ch(x) + sh(z)). On remarque alors que \/—det(A)J, = P~ AP. En réorga-
nisant cela :A = \/—det(A)PJyP~1 et donc :

P~ lexp(tA)P = ch(ty/det(A))I, + shity—det(4)) x /—det(A)Jy

v/ —det(A)

et en multipliant par P et P~! :

sh(ty/—det(A))
exp(tA) = ch(ty/—det(A)) I + —F———-
p(t4) = chivy/ A, +  C
Dans les 2 cas, comme tr(A) = 0, tr(exp(At)) = 2cos(ty/det(A)) si det(A) > 0 et 2¢h(t/—det(A)) si
det(A) < 0. Dans tous les cas, tr(exp(At)) > —2 alors que ¢r(B) < —2. Fin de la preuve. O

Dunford-Jordan

Rappels sur Dunford Jordan : Soit A € K avec K=R ou C.
Il existe un unique couple de matrices D et N telles que :
A=D+N
D est diagonalisable
N est nilpotente
N et D commutent : DN=ND
C’est ce qu’on appelle la décomposition de Dunford-Jordan.
On va maintenant exprimer cette décomposition pour 'exponentielle :

exp(A) = exp(D + N) = exp(D)exp(N) = exp(D) + exp(D)(exp(N) — I).

+o0o k +oo k—1
N N
exp(N)— 1= H:N o =NB
k=1 k=1
avec B = P(N), un polynéme en N. Soit k I'indice de nilpotence de N : N* = 0. Donc NB* = N*B* =0

(N et B commutent). Puis : exp(D) = Zﬁ% Dk—:c. D est diagonalisable, on peut donc écrire D = PD’'P~1

' p—1\k
pour une certaine matrice P inversible et D’ diagonale. exp(D) = 3720 %: Pexp(D')P~1. Pour

finir : exp(D’) = ﬁ:ﬁ DIT/!k
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k
d 0 0 o C S0 0
Soit D’= [ .0 | Donc:exp(D') = 0 0
00 b 00 TiSH
e 0 0
=10 . 0 Finalement, exp(D’) est diagonale et donc exp(D) est diagonalisable. On a donc
0 0 e

bien trouvé la décomposition de Dunford-Jordan de ’exponentielle.

Matrices diagonales semblables

8.2.3 Proposition: 2 matrices diagonales sont semblables si et seulement si elles ont mémes valeurs
propres, avec méme multiplicité.

Preuve: On s’intéresse a I’équation (en X) :D1=XDy X' o D, X=XD5 ou Dy et Dy sont 2 matrices
diagonales. On pose :
X = (zi5)1<i.5<n, D1 = (duig)i<iicn

et
n
D2 = (dgﬂ"j)lgi)jgn.SOitC = DlXetE = XDQ.Ci)j = Zdl,ikaxk,j = dl,iixi,j
k=1

car di i, = 0sit # k. De méme, on trouve e; ; = x; jds ;. L’équation C=E donne e¢;; = Vi, &
Tijdii = Tijda -

On a plusieurs cas de figures : d; ;; = d2 j; = x;; quelconque.Sinon, x; ; = 0. On constate alors que pour
que 2 matrices diagonales puissent étre semblables, elles doivent avoir méme valeurs propres (dans le cas
contraire, une ligne de X est nulle et X n’est pas inversible). Dans ce cas, on déduit que les matrices
X possibles sont les matrices semblables aux matrices de permutations si toutes les valeurs propres sont
distinctes (facile & vérifier) et elles sont plus générales si les valeurs propres sont non distinctes (du fait
que la matrice diagonale se "rapproche" de 'identité). O

On note : D,,(C) ’ensemble des matrices diagonalisables dans C et D}, (C) I’ensemble des matrices diago-
nalisables inversibles dans C. Remarque : on est obligé d’imposer que I’ensemble image de 'exponentielle
soit un ensemble ou les matrices sont inversibles puisque I’on a vu précédement que VA € M, (K, exp(A)
est inversible d’inverse exp(—A)).

Surjectivité de exp: D, (C) — D!, (C)
8.2.4 Proposition: exp: D,,(C) — D), (C) est surjective.

Preuve: Soit M € D, (C) et K € D} (C). Donc : 3P, Q telles que :

M = PM'P~!'et K = QK'Q™! avec M’, P' diagonales. exp(M) = K < Pexp(M')P~! = QK'Q!
& exp(M') = (P71Q)K'(P7'Q)~ . Soit R = (P71Q) : exp(M') = RK'R™!. Donc : exp(M')etK’ sont
2 matrices diagonales semblables. Ce qui nous intéresse, pour prouver la surjectivité est de trouver une
solution My de exp(M) = K. On pose : P = @ , de sorte que R = I et donc : exp(M’) = K’. Soit
(K11, -.., knn) les coefficients de K’ et (mq1, ..., Mny) les coefficients de M’. L’équation précédente revient
a: e™i = k. Cette équation a une solution dans C (partie réelle unique et partie immaginaire modulo
27) tant que k;; # 0 < K inversible, ce qui est le cas. O

Surjectivité de exp : M,,(C) — GL,(C)
8.2.5 Proposition: exp: M, (C) — GL,(C) est surjective.

Preuve On va utiliser Dunford-Jordan : On cherche a résoudre exp(A) = B avec A € M,(C) et
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B € GL,(C). Soit A = Dy + Ny B = Dy + No. Comme B est inversible, Dy V'est également : (je
ne vais pas le prouver, c’est un résultat un peu plus précis de la décomposition de Dunford-Jordan qui
stipule que les valeurs propres de la matrice B sont celles de la matrice D5, donc : 0 est valeur propre de
B < det(B) = 0 (ou kerB # 0) < det(D3) = 0). Donc, en utilisant Dunford Jordan pour exp(A), on
obtient : exp(D1) + exp(D1)(exp(N1) — I,,) = D2 + No. Comme cette décomposition (Dunford-Jordan)
est unique, on obtient 2 équations :

exp(D1) = Do Or Dy et Do étant diagonalisables avec Do inversible, on a déja montré que cette équation
avait une solution. On peut donc trouver D,

(Dexp(D1)(exp(Ny) — I,,)=Ns. On va donc chercher une solution N; de cette équation :
(2)exp(D1)(exp(Ny) — I,)=Ny < Dy(exp(Ny) — I,,)=Ns (d’apres I’équation (1)). Donc :exp(Ny)=

Dy !N, + I,. On va maintenant montrer que D5 !N, est nilpotente : on remarque tout d’abord que
Dy ' Ny—

Dy 'NoDyDy' (Dy est inversible)=Dy ' Dy Ny Dyt (car Ny et Dy commutent)—No Dy ' Donce Ny et Dy!
commutent et comme Ny est nilpotente, on pose N = Dy ! Ny, nilpotente également (on a montré précé-
dement,dans une preuve, que si une matrice C' est le produit d’une matrice nilpotente et d’une autre qui
commute avec cette matrice nilpotente, alors C est également nilpotente). On arrive & exp(Ny) = N +I,,.

La derniére étape est de montrer qu’il existe une solution N; de cette équation. On pose S = log([,, + N)=

n—1 (—1)k-DN*

p—1 —5— (rappel : une matrice nilpotente est semblable & une matrice triangulaire supérieure
stricte, ce qui fait que si une matrice de taille n est nilpotente, N = 0).
Soit
n-1 (_1)(k—1)thk n—-1
P = 3 () = YO )FTINNE  (T N F(1) = )+ INF () =
k=1 k=1
n—1 n—1
Z<_1)k—1thk—1 + Z(—l)k_lNkHtk _
k=1 k=1
n—1 n—2
(Z(_l)k—lthk—l) + (Z(_l)k—lNk-Htk) + tn—an(: 0) _
k=1 k=1
n—1 n—2
(Z(_l)klektkfl) + (Z(_l)kleIH»ltk + N) _
k=2 k=1
n—2
(Z(*l)ka+1tk)+
k=1
n—2 n—2
(Z(_l)klektk) + N = (Z(_l)k(tka+1 _ tkaJrl)) +N=N
k=1 k=1

Donc : (I, +tN) f'(t)exp(f(t))=Nexp(f(t)). De plus : f(t) et f'(¢t) commutent car ce sont des polynomes
en N. Pour finir : soit S(t) = exp(f(t)). S'(t) = D'(t)exp(f(t)). On obtient alors : (I, + tN)S'(t) =
NS(t). On redérive : S”(t) + NS'(t) + tNS"(t) = NS'(¢t) puis (I, + N)S"(¢t) = O,. Mais (I, + N)
est inversible car N = PTP~! avec T triangulaire supérieure stricte donc (I, + N) = P(I,, + T)P~!
et donc : det(I, + N) = det(I, + T) = 1 car T est triangulaire supérieure stricte. On déduit enfin :
S"(t) =0, = S(t) = S(0) +t5(0). Or, f(0) =0, = S(0) =1, et S'(0) =N = S(t) = I, + tN. Puis
S(1) =exp(f(1)) = I, + N = exp(N1), N1 étant la matrice cherchée au début de ce paragraphe.

Remarque : par la méthode qu’on vient d’utiliser, on vient en fait de prouver un résultat plus précis : f(1)
est un polyndéme en N, qui vérifie N = D2_1N2, ou les matrices Ny et Dy sont les matrices de la
décomposition de Dunford Jordan telles que B = Ns 4+ Ds (on rappelle que le but était de résoudre
exp(A) = B. Or, toujours d’aprés Dunford-Jordan, Do et N sont des polynomes en B, il en est donc de
meéme de N.Par conséquent, la solution N7 qu’on a trouvé est un polyndéme en B (car c’est un polyndme
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en N).Enfin, la solution D; trouvée est un polyndome en Ds,donc en B (preuve : car elles sont toutes les 2
diagonales dans une certaine base, par conséquent, il existe un polynoéme complexe @ tel que P(D}) = D] :
D1 et D) étant les matrices diagonales dans leur base commune de diagonalisation.Il suffit de prendre le
polynome de degré n ou moins vérifiant Pdy ;) = d2;Vi) = 1,2,...,n (dy; et dz; étant les valeurs propres
de Dj et D). Finalement A = D; + Ny = R(B), R étant un polynome en B.

8.2.6 Corollaire: Pour toute matrice B € GL,(C),3P € C[X] tel que exp(P(B)) = B.

Cas réel et applications

8.2.7 Proposition: Soit A € GL,((R)).1l existe une matrice réelle M telle que exp(M) = A si et
seulement si il eziste une matrice B € GL,((R)) telle que A = B2.

Preuve: Si une telle matice M existe, on pose B = exp(%), de sorte que B? = A. Maintenant, si B
existe : par le corollaire précédent, il existe @Q € C[X] telle que B = exp(Q(B)). Mais B est réelle, donc
B = B = (ezp(Q(B)) = exp(Q(B)) = exp(Q(B)). Donc A = B> = BB = exp(Q(B))exp(Q(B)) =
exp(Q(B) + Q(B)) = exp((Q + Q)(B). Or, par la définition du conjugué, on a Q + Q € R[X], et B étant
réelle, on a bien le résultat voulu, avec comme point supplémentaire que M est un polynéme en B. [

Remarque :une condition nécessaire pour I'existence de M est donc que det(A) = det(B?) = det(B)? > 0.
Mais elle n’est pas suffisante :

0
0 _p) avec a#b,a,be
R, elle ne peut étre exprimée sous la forme exp(M), M € M, (R) car il facile de montrer, en prenant
une matrice D de M>(R) avec 4 coefficients inconnus, qu’il n’est pas possible de résoudre D? = C.

exp: M,(R) :— GL; (R) n’est pas surjective. Prendre par exemple : C' = (—a

On peut se demander si, néanmoins en elle engendre le groupe. Pour cela, il faudrait que GL;} (R) soit
fermé (pour appliquer le dernier théoréme juste aprés celui de Cartan). Néanmoins,on peut montrer que
exp : M, (R) engendre GL; (R). Pour cela,on va tout simplement réutiliser un résultat qu’on connait déja
(je renvoie a la partie sur les générateurs du groupe linéaire).

Les matrices A de GL;" (R) peuvent s’exprimer comme produit de tranvections et d’une matrice de dilata-
tion D, (c) (au milieu des transvections) de coefficient o = det(A) > 0 (ce détail a de 'importance).Soit
T;;(A) une transvection : exp(AE;;) = I, + AE; j; + O, = T;;(X) car Eizj =0, => Ef] =0,Vk e Nk > 2.
Donc, les transvection sont dans l'image de exp : M, (R). Enfin, exp(In(a)E,,) = D,(«) (facile & vé-
rifier), donc toutes les matrices permettant d’engendrer GL;}' (R) sont dans I'image de exp(M, (R), par
conséquent exp : M, (R) engendre GL; (R).

Une application de ce qu’on a fait jusqu’a maintenant :
8.2.8 Proposition: Il n’existe pas de sous-groupes arbitrairement petits de GL,,(C).

Preuve: On va montrer pour cela qu’il existe un voisinage V' de I, tel que le seul sous-groupe contenu
dans V soit {I,,}.

Soit V' un voisinage de I, dans GL,(C) et U un voisinage de O,, dans M, (C) tel que exp réalise un
difféomorphisme de U sur V. On pose U’ = % et V! = exp(U).V’ est ouvert,c’est un voisinage de I,,.
Soit M € V'. On va montrer qu'il existe k& € N tel que M* ¢ V' : on peut écrite M = exp(A) avec
A€ U’ Nl existe k € N tel que kA € U\U'. exp(kA) = M* € V\V’, donc M* ¢ V'  qui n’est donc pas
un sous-groupe. ]

Surjectivité de exp : AHerm,(C) — U, (C)

8.2.9 Proposition: exp : AHerm,,(C) — U, (C) est surjective.
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PreuveSoit exp(A) = B avec B unitaire : Si B = PDP~!, on peut écrire : exp(A) = PD'P~! (P est
unitaire) soit A = PD'P~!. On a I’équation exp(D’) = D. Mais rappelons qu'on a montré (partie 2)
qu’une matrice unitaire était diagonalisable dans une base unitaire, avec des valeurs propres de module
1. Par conséquent, la résolution de cette équation coefficient par coefficient donne : eBir = dpyy, = e donc

iy -~ 0
dyj, = i0x. Donc D" est de la forme : | o .. On vérifie trés clairement que c’est une matrice
0 - i,

anti-hermitienne. De plus, P est unitaire = P~1=P*. (Pour la signification de *, je vous renvoie a la partie

2). Donc : A* = (PD'P*)*=*(PD'P*)=t(PD"*P)= t(P)tD'*P (avec ‘D' = D') =PD'P*=—PD'P* (car

D’ = —D’')=—A. Donc A est anti-hermitienne, et s’écrit méme sous forme iH avec H hermitienne (facile
a verifier).

Surjectivité de exp : ASym,(C) — O, (R)

8.2.10 Proposition: exp : ASym,(C) — O,(R) est surjective.

Preuve Soit exp(A) = B avec B orthogonale (réelle) : Si B = PDP~!, on peut écrire : exp(A) =
PD'P~1 (P est orthogonale) soit A = PD'P~!. On a 'équation exp(D’') = D. Mais rappelons qu’on a
montré (partie 2) qu’une matrice orthogonale était diagonalisable par blocs dans une base orthogonale.
Donc : si les blocs sont de taille 1, les 2 équations qu’on peut avoir sont e% = 1 ou e*i = —1, donc
di; = 0 ou dy; = im (modulo 27). Si les blocs sont de taille 2, la matrice 2*2 est une matrice de rotation :
_ [(cos(0) —sin(6)
o <sm(9) cos ()
caractéristique de A :

X — cos(0) sin(0)
det(( —sin(0) X -— 605(0)) )

) On s’intéresse alors a I’équation exp(C') = A. Pour cela : on calcule le polyonéme

=(X — cos(0))? + sin(0)?=X? — 2Xcos(0) + 1. A = 4cos®(0) — 4 = —4sin?=(+2isin(f))?. Donc les 2
solutions possibles sont z1 = 3(2cos(6) + 2isin(0)) = € et x5 = §(2cos() — 2isin(0)) = e~ .

—isin(0) —sin(0)
sin(0)  —isin(9)
Le calcul du ker donne le systéme : —isin(0)z; — sin(f)ry = x2 = —iz; Le premier vecteur propre est

V= (11) , et c’est une base de ker(A — e?I5).

Calcul des vecteurs propres : A — e/ I,— (
A —if 1
De méme, on trouve le second vecteur propre :(base de ker(A — e 1)) vo= | .

La matrice de passage est donc : P= (_12 1)

i0
Soit D = <60 601-0) On vérifie que A = PDP~1L.
, (i0 0
Enfin, on pose D’= (O —iﬁ)

De sorte que C = PD'P~1! vérifie exp(C) = A On vérifie également par un calcul trés simple que C' =
0 6

(5 ©)

Donc, pour finir, si on revient a I’équation tout en haut :exp(A) = B avec B orthogonale, on déduit que

A = PD''P sera diagonalisable par blocs dans une base orthogonale avec des blocs de taille au plus 2, de

-0 0
On vérifie trés simplement, que la matrice diagonalisable par blocs est anti-symétrique de par sa forme,
et donc que 'A=4(PD""P)="P!D"P)=—PD'"P=—A. Donc A est antisymétrique.

la forme 0, 7, ou de la forme ( 0 9)
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Surjectivité de exp : ASym,(R) — SO, (R)
8.2.11 Proposition: exp: ASym,(R) — SO, (R) est surjective.

Preuve: La démonstration de la surjectivité dans le cas complexe nous donne la forme de cette matrice :
Q = RDR™! ot R est orthogonale réele et D anti-symétrique complexe, diagonale avec des blocs 2*2
réels et des coefficients diagonnaux égaux a 0 ou im, donc qui vérifie : exp(D) € M, (R). Mais dans ce
cas, on peut trouver un moyen de supprimer les coefficients diagonnaux complexes. En effet, comme P
€ SO, (R), il y a un nombre pair de (-1) sur la diagonale. De ce fait, la matrice A =

0 = .
<_7T 0) remplace la matrice B =

it 0 o B /-1 0
(0 i7r> Car les 2 matrices vérifient :exp(A) = exp(B) = < 0 _1>

Ainsi, en changeant D en D', c’est & dire @ (anti-symétrique complexe) en Q' (anti-symétrique réelle),
on vient de prouver la surjectivité de exp : ASym,(R) — SO, (R). O

Surjectivité de exp : su,(C) — SU,(C) et exp : sl,(C) — SL,(C)
8.2.12 Proposition: exp : su,(C) — SU,(C) et exp : sl,(C) — SL,(C) est surjective

Preuve: On sait que si A € SU,(C) (respectivement :5L,,(C)),alors il existe une matrice complexe M €
U, (C) (respectivement :M,,(C)) telle que exp(M) = A € SU,,(C) (respectivement :SL, (C)). Cependant,
on sait que det(A) = 1 = det(exp(M)) = ™M) = tr(M) = 0. Dans les 2 cas, cela prouve la proposition
(par la définition de l’algébre de Lie de SL,,(C) et U, (C). O

8.3 Homomorphisme entre SU,(C) et SO3(R)

On va montrer qu’il existe un homomorphisme surjectif entre SU; et SO3. Pour cela, on passe par

0 -1 0

leurs algébres de Lie. On va donner une base de leurs algébres de Lie : sog :soit : P=|1 0 0

0 0 0
0 0 -1 00 O
Q=0 0 0 R=10 0 -1
1 0 O 01 0

On vérifie trés facilement que c’est une base des matrices antisymétriques de taille 3. Puis : suy H = % <6

_1(0 1 _ 1 (0 i
E_Q(—l 0 F=3 i 0
La encore, on vérifie que c’est une base des matrices antihermitiennes de taille 2.
Par un calcul direct, on trouve comme crochets de Lie :
[P’Q] :R’[QvR} :P7[R7P] =Q
[HvE} :Fv[EvF] :Ha[FvH] =F

Cela implique I'existence d’un isomorphisme ¢ : su, — so0;, car ce sont 2 espaces vectoriels de méme
dimension. On peut définir :

o(xH +yE + 2F) = P + yQ + zR; (z,y,2) € R?

et il satisfait ¢([U, V]) = [¢(U), ¢(V)] (on le vérifie en le faisant pour [H, E|, [E, F|, [F, H|, car P,Q et R
forment une base. On peut également remarquer que ces 2 espaces sont donc liés & R?, et, par exemple,
il existe un isomorphisme

0o : R® — s05;00(ves + yea + ze3) = P +yQ + zR
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, ol (e1,ez,e3) est la base canonique de R3, qui est un isomorphisme de R algébre de Lie.
On va maintenant construire un homomorphisme de Lie : SUs — SO3 de dérivée ¢.

Pour cela, on utilise 'action adjointe de SUs sur su,, qu’on a déja définie avant mais qu’on rappelle :
Adg = AUA™ = AUA* : A€ SU,,U € su,.

Remarque :Ad 4 est une application linéaire. On vérifie trés facilement ’injectivité de Ads de su, dans
lui méme. La surjectivité est tout aussi évidente (les 2 démontrations s’appuient sur le fait que su, est
stable par Ad4 :

Ads(U) = (AUAY)" = (A")'U A" = A(-U)A* = —AU A" = —Ad(U)
) Donc c’est un isomorphisme de R algébre de Lie :
Adg @ su, — su,

quelle que soit la matrice A dans SUs.

On peut définir le produit réel intérieur (]) sur su, par (X |Y) = —tr(XY), X, Y € su,. C’est ’équivalent
du produit scalaire euclidien sur R3.
C’est une application bilinéaire symétrique (se vérifie) et les éléments :

H= V2H E = V2E et F= \/2F forment une base orthogonale pour le produit réel intérieur. On peut
définir un R-isomorphisme linéaire

0 :R® — su,0(ze; + yes + ze3) = oH + yE 4+ 2F
, qui est également une isométrie :
(O(x) | 0(y)) = z.y, 2,y € R?

8.3.1 Proposition: (|) est une forme bilinéaire symétrique sur su, qui est définie positive. C’est un
invariant dans le sens ot :

VX,Y,Z € su,, ([2,X] [ Y)+ (X | [Y,2]) =0

Preuve: On a déja expliqué que la bilinéarité et la symétrie étaient triviales (propriétés de la trace).
Pour ce qui est de la forme définie positive : (zH + yE + 2F | aH + yE + 2F) = 22 + %> + 22 > 0 si
(z,y,2) # (0,0,0) et cela vaut 0 si x,y et z sont tous nuls. Pour 'invariance : on le vérifie par un calcul
direct :

tr(ZX — XZ)Y) +tr(X(YZ — ZY)) = tr(ZXY) = tr(XZY) + tr(XY Z) = tr(XZY) = 0

car tr(AB) = tr(BA) pour toutes matrices carrées de méme taille. O

Remarque : Soit A € SUs et X, Y € su, :
(AXA* | AYA*) = —tr(AXA*AY A*) = —tr(AXYA Y = —tr(XY) = (X | V)

Ad 4 est donc une transformation linéaire orthogonale car elle préserve le produit scalaire euclidien (pro-
duit réel intérieur).
On définit
Ad : SU; — SOg,ﬂ(A) = Ady

8.3.2 Théoréme: L’homomorphisme dérivé dAd : suy —» so03 est un isomorphisme de R algébres de
Lie.
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Preuve: Soit B € su, et la courbe :
B:R — SUs; B(t) = exp(Bt)

Soit
B:R— SOs;6(t) = Adﬁ(t)

On peut dériver S ent =0 :

B(0)(X) = %eacp(tB)Xexp(—tB)ﬁ:O =BX — XB = [B, X] € so;4

On a (en reprenant les matrices H, E, F' définies au début :
[H,H]=0,|H,E|=F,|H,F|=—-FE;|E,H|=-F,[E,E|=0,[E,F]=H;[F\H|=E,[F,E] = —-H,[F,F]=0

On peut donc représenter I’action de ces 3 matrices (H, E, F') sur su, dans la base (H,E, F) :

00 0
Pour H: R=10 0 -1
01 0
0 0 1
Pour E: Q=110 0 0
-1 0
0 -1 0
Pour F: Q=11 0 0
0 0 O
Donc
dAd : suy — s03;dAd(xH + yE + 2F) = 2R + yQ + zP
est bien un isomorphisme. O

Avant de commencer la preuve de la proposition suivante,on va avoir besoin d’un petit lemme :

On rappelle au préalable que la composante connexe d’un élément x € U (U est un ensemble) est le plus
grand ensemble connexe contenant X.

8.3.3 Lemme: Soit Gy la composante connexe de I’élément identité e d’un groupe topologique G. Gy est
un sous groupe normal de G, fermé.

Preuve: Avant de commencer, une petite remarque : la continuité des application f, g et w qu’on considére
en dessous vient du fait que G est un groupe topologique.

Soit f : Go x Gog — Gy, (g,h) — gh. f est une application continue et Gy x G est connexe, par
conséquent Imf C Gy. Comme il est évident que Gy C Imf, en prenant g = e et h quelconque, on a
Imf = Gy. Ceci montre que si g,h € Gy, gh € Gy, donc Gy est stable par la loi du groupe G. De plus,
e € Go. On peut considérer f : Gy x Gg — Go, (g,h) — gh™!, également continue. Un raisonnement
analogue permet de montrer que Img = Gy, donc Gy est un sous-groupe de G. Montrons qu’il est normal :
méme principe. Soit g € G et w : Gy — Gg, h — ghg~!,une application continue. avec un raisonnement
similaire & celui fait pour f, Imw C Gy Vg € G et par conséquent, G est normal dans G. g

8.3.4 Proposition: Ad tel que définit ci-dessus est un homomorphisme continue de groupes matriciels,
lisse, surjectif et son noyau est {+1I}.

Preuve: D’aprés la remarque précédente :

AidZSU2—>03
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car elle présereve le produit scalaire.
C’est un homomorphisme :

Adap(U) = (AB)U(AB)* = (AB)U(B*A*) = A(BUB*)A* = Ads o Adp(U)

Ad,(U)=LUL =U

De plus :Ad est clairement continue et SUs est connexe. Donc I'm(Ad) est connexe et contient I’élément
neutre de Os, I3(car c’est un homomorphisme). Elle est également fermée car SUs est compact. Or, on a
vu (voir la partie topologie sur les matrices) que O3 n’est pas connexe, mais qu’il posséde 2 composantes
connexes O3 = SO3UOj; . La composante connexe qui contient I3 est SO3, par conséquent Im(Ad) C SOs.
De plus, dimSUs = dimSOs, ce qui donne ImAd = SOs.

Remarque : si on est pas convaincu par 'argument de la dimension, on peut immaginer que I'm(Ad) soit
un sous-ensemble connexe de SOs, autrement dit, ImAd serait la composante connexe d’un sous-groupe
H de SO3. Mais le lemme affirme que ImAd serait alors normal dans ce sous-groupe H, et on peut
également montrer en considérant encore w : Gog — Go, h — ghg™! (avec g € SO3) que ImAd serait
alors normal dans SOj3. Par conséquent, ImmAd = SOj3 (car ImmAd # I3) en utilisant le fait que SO3 est
simple.

Calcul du noyau (c’est le plus simple). Simple rappel :attention,on s’intéresse & des homomorphismes, le
neutre est donc l’identité comme application linéaire et non I ou encore Os. Donc

Ada(X)=Td=XVX €sup & AXA ' =X & AX = XA

On considére : X; = (é —Oz) Xo = (? 6)

., . . . a b
On trouve alors comme équations,aprés calculs,si : A = <c d)

b=c=0a=dja=*1= A=+l

8 2) Mais A € SU; = a?> = 1. Donc A = +1s.

Par conséquent, cet homomorphisme n’est pas injectif (on rappelle que si f est un homomorphisme,
kerf = {e} < f est injective). O

, en effet, les 2 premiéres équations imposent que A = <

8.3.5 Corollaire: SUy(C)/ {12} est isomorphe & SO3(R).

Preuve:@ est un homomorphisme de SU; dans SOs. Il existe donc un isomorphisme de SUs/ker(Ad)
dans ImAd = SOs3 (théoréme sur les groupes) ; O

Remarque :]Il existe une méthode plus directe,mais plus calculatoire pour trouver un homomorphisme
entre SU; et SO3. avantage de cette preuve est qu’elle permet de voir ce qu’il se passe et montre un
lien particulier entre groupes et algébres de Lie pour SUs et SOs.

La voici : https ://en.wikipedia.org/wiki/Rotation _group SO(3) .

Remarque : Cette partie permet ensuite de s’intéresser & a généralisation de ce qu’on a vu a d’autres
groupes,avec les spineurs (Spin,) (ce qui sort du cadre de ce TIPE).

8.4 Caractérisation de SLy(R)

On va maintenant utiliser les algébre de Lie pour étudier SLz(R).
On rappelle que SL3(R) est 'ensemble des matrices réelles de la forme
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A= (Z b) telles que det(A) = ad — bc = 1. Son algebre de Lie est (on I’a vu préceédemment)

d
I’ensemble des matrices réelles de trace nulle : {B € Ms(R),tr(B) = 0} qu’on peut écrire sous la forme :
B= (O‘ b
v —«

Pour étudier la structure topologique de SLs(R), on peut écrire :
a=p+qd=p—qgb=r+sc=r—s
de sorte que
ad—be=p* - - (P —sH)=1ep’+s2 = +r* +1

Donc, pour (g,r) € R? fixés, le point (p,s) parcourt le cercle dans R2, de rayon (¢* 4 r2 + 1)z. Donc
SLs(R) est diffetomorphe au produit cartésien d’un cercle et d’un plan. Pour se le représenter, on peut
utiliser le difféomorphisme(facile & vérifier) :

Y : R® — SLy(R)

9 o1 (u+tcos() —sin(fd)+v
(0, (u,v)) — (1 —u® —v%)72 (sin(@) +v  cos(f) —u

En effet, un simple calcul montre que det(1(0,u,v)) = 1. Soit A € SLa(R) de coefficients a, b, c et d
comme ci-dessus. Soit 7 = (1 — u? — v?)2

On a: 0 (8 - 0
- u + cos( )7b: —sin( )+U,C: sin( )+U,d: cos(0) —u
r r r r
Donc ! b 5
c— c— c—
tan(f) = T d =0= Arct(m(m),ou cm+ Arctcm(a+ d)

Ceci nous permet de déterminer cos(f) et sin(f) au signe prés car I’équation tan(y) = z d’inconnue y
posséde 2 solutions : rappel de trigonométrie :

cos(arctan(z)) = ———, sin(arctan(z)) = L
1+ 22 V14 2?
Donc J J )
cos(0) = iM,sin(O) = i‘ atd] -
14 (c—b)? a+d \/T+ (c—0b)?
(le signe est + pour les 2 égalités si § = Arctan(gjr‘jl), — pour les 2 égalités si = 7 + Arctcm(ger)
On peut alors détrminer la valeur de r car
2 2s1 2 2s1 2 2
d— COS(G)’C_b: sin(6) o cos() _ sin(0) _ :&:‘ a+d| _
r r a+d c—b at+d \/1+(c—b)2 /1+(c—b)?
car r > 0. On peut alors en déduire la valeur de 6 car : si 6 = Arct(m(gg), on a
latd] L gz
a+d

c—b
a+d

si 0 = Arctan( ) + m, alors a + d < 0, la réciproque étant vrai, on peut connaitre 6.

Puis on termine :
u = ar — cos(0))cos(0) — dr,v = br + sin(f) = cr — sin(0)
De plus, on vérifie que u,v € D = {(ac, y) € RZ 2% + 92 < 1}.On a bien un difféeomorphisme.

Déterminons les valeurs propres d’une matrice A € SLy(R) : le polynéme caractéristique est, d’aprés le
théoréme de Cayley-Hamilton :

X2 —tr(A)X +det(A) = X? —tr(A)X +1
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, ce qui donne,si tr(A) > 2 ou tr(A) < —2:

tr(A) £vo 2cos (0
5= tr(A)2 —d = X = Ay = TAVEVO \[;tr(A) __Zeos®)

' 2 V1I—u2 =2
Sitr(A) = £2, Ay = A2 = £1. Les éléments de SL2(R) autres que l'identité I tels que tr(A) = 2 sont
uniempotents car (A —I)? = O.De méme, (A+15)? = Oy si tr(A) = —2. On dit que ce sont les éléments
paraboliques de SLy(R).

Dong, si | tr(A) |> 2,0on rapelle que
det(A) =Mda=1= X = AT =271 (A= )\)

De plus, dans ce cas,si A = M et tr(A) > 2,A > 1, et si A = M et tr(A) < =2, A < —1.
Ce sont les éléments hyperboliques de SLo(R). Dans les 2 cas, la matrice A est diagonalisable (car ses
valeurs propres sont différentes).

Si | tr(A) |< 2, dans c cas :Jp tel que
tr(A) = p = 2cos(p); p*> — 4 = —(4 — p?) = 2sin(p) = A\ = cos(p) +isin(p), \a = cos(p) — isin(y)

De sorte que A est semblable & une matrice de rotation, donc elle I’est (d’angle ¢) (car, voir la surjectivité
de exponentielle : une matrice de rotation a pour valeur propre ¢’ et e=. Ce sont ici les élément appelés
élliptiques de SLs(R).

On remarque alors que la caractérisation qu’on a faite de SLo(R) est compléte :
On a les classes conguguées suivantes :

G0 (0 %) 6 3) G 2) G ()

Et de plus,aucune de ces classes ne s’intersectent (facile a vérifier). Remarque : les 2 premiéres classes
sont valables avec | A [> 1 et § € [0, 2n[. Les 4 derniéres ne sont autres que les moyens de représenter les
éléments unipotents et ceux qui vérifient (A + Id)? = 0, c’est & dire les éléments de forme :

a=(o 1) 5= (5 4)

Avec a,b € R* en distinguant les cas positifs et négatifs.En effet,pour déterminer un représentant d’une
classe de conjugaison : (on va le faire pour les matrices du premier type, avec a > 0) :on a clairement que
1 est une valeur propre.Déterminons ker(A — I5)

(3 3) ()

Say=0&y=0.

Un vecteur propre est donc de la forme

o
0—0

(a # 0) Comme la matrice n’est pas diagonalisable,on doit utiliser un procédé similaire & la trigona-
lisation. Les possibilités pour le second vecteur propre sont donc

(aﬁ1> = 0 car la matrice de passage est alors P = (g aﬁ1> € SLy(R) (la condition € SLy(R)

est recquise pour la détermination des classes de conjugaison). Donc :

- a f 1 a a”t -8 o ao+f
PAPl(o a—1> <0 1> (0 a) (0 a—l)
a b =B\ (1 —aB+alaa+pB)\ (1 aa

0 « —\0 1 —\0 1
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Donc on peut poser o = \ﬂ%), de facon & ce que le représentant de la classe de conjugaison soit bien le
troisiéme annoncé au dessus. On procéde de méme pour les cas a < 0,b < 0 et b < 0, et on retrouve bien
ce qui a été annoncé. On a donc "classifie" SLy(R).

Déterminons maintenant la représentation adjointes de SLy(R).Soit A € SLa(R)
Ady : sly — sls, AdA(U) = AUA™!

(En effet, tr(Ada)(U) = tr(U) = 0si U € sly ) De la méme maniére que pour SU, et SO3, on peut définir
un produit scalaire (forme de Killing). Soit Ad : SL2(R) : c’est une application linéaire orthogonale pour
ce produit scalaire.

8.4.1 Proposition: Le noyau de I’homomorphisme Ad est {I, —I>} et I'image de Ad(SLy(R) est par
conséquent isomorphe a PSLy(R) (voir le dernier théoréme de la partie algébre de Lie).

0 0 0
Montrons que le noyau est {Iy, —I2} : Il s’agit de résoudre YU € sly(R) AUA! = Id(U) = U (c’est

a dire, trouver tous les A € SLy(R) possibles) : soit AU = UA. Soit A = a b

d
0 1 0 0
Ul:Q:(o 0) etU?:(l 0)

On trouve aprés calcul, b = ¢ = 0;a = d. Puis, comme A € SLy(R),det(A) =a®> =1=a = +1 =
A==+Ds. O

Preuve: Soit une base de sls : les matrices P = (1 01) Q= (O 1) R = ((1) 8) conviennent.

Voici une 2 images qui illustrent cela :
Orbites adjointes dans sl (R) et classes de conjugaison dans SLy(R) :

&léments hyperboliques

D

- eléments [positvernent] hyperboliques

&lérments unipotents

elérments eliptiques

o oppozés dgléments unipotents

opposes delements [positivernent] hyperboliques

Explication du dessin : on a déterminé I’ensembles des classes de conjugaisons de SLy(R). En reprenant
la partie sur la non connexité de exp(slz(R)) : on avait montré que si une matrice A € slp(R)) :

1. det(A) =0 = tr(exp(tA)) =2

2. det(A) < 0= tr(exp(tA)) > 2
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3. det(A) > 0= —2 < tr(exp(th)) < 2

Par conséquent, on en déduit en reprenant la caractérisation précédente que I'image de exp(sly) est
Pensemble des éléments elliptiques (det(A) > 0, paraboliques de trace égale a 2 (c’est & dire,unipotents)
(det(A) = 0) ou hyperboliques de trace supérieure a 2 (det(A) > 0).

Voici la page web ot ’on trouve ces jolis dessins :
https ://webusers.imj-prg.fr/ jean-yves.ducloux/sl2/exp _sl2.html

Geénéralisation :Pour trouver 'image de ’adjoint en général,pour n’importe quel groupe de Lie G, on
utilise toujours le méme procédé : on détermine le ker de ’adjoint, car c’est le plus sipmle, et on utilise
le fait que le quotient du groupe G/kerAd est isomorphe & ImAd, c’est en fait le premier théoréme
d’isomorphisme sur le quotient de groupes. On obtient & chaque fois I’équation AX = XA avec A € G
et X € g. Une fois le ker déterminé, on a plus rien a faire. De plus, le gros avantage (par rapport a
la détermination du centre d’un groupe), c’est que g est un espace vectoriel,il suffit donc de prendre
une base et de résoudre ’équation pour chaque vecteurs de la base et on trouve la solution. Pourquoi
est-ce si intéressant 7 Parce que les représentations, qui sont une théorie vraiment abstraite, peuvent étre
déterminées (on explicite I'image et le noyau) par un procédé simple.

SL2(R) est un exemple de groupe de Lie non compact et non commutatif de dimension 3, mais il en
existe aussi en dimension 2 : par exemple, le groupe (notons le T, des matrices triangulaires supérieures

- b
ayant des valeurs propres positives : U = 8 a1> avec a > 0,b € R.On peut montrer par le calcul

que les différentes classes de conjugaison sont :

s
U:((l) l{)(b>0)
U:((l) l{)(b<0)
U_(g a§1>(beR),a>0,a;£1

ANNEXES ET CONCLUSION

9 Annexe I : Groupes de matrices

Le but de cette annexe est de définir un certains nombre de groupes matriciels., et d’étudier leur
propriétés.

.Remarque : dans tous les groupes matriciels multiplicatifs que nous allons considérer ,la matrice identité
I,, sera dans le groupe et dans tous les groupes additifs, la matrice nulle O,, sera dans le groupe. De
plus, comme on sait que ’addition et la multiplication matricielle sont associatives, on ne vérifiera que la
premiére et la quatriéme propriété sur les groupes.

9.1 Groupes élémentaires et représentation matricielle

Rerésentation matricielle de R™.

On cherche ici a représenter R™ (en tant que groupe additif) comme un groupe de matrice.

. . 1 A 1 A 1w 1 A+p
2. ) _
Commencons par R® : On considére la matrice : <O 1) Donc (0 1) (O 1 ) = (O 1 )
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1 = Tn
0 1 0
Pour R"”, on considére :
0 0
0 0 1
1 Tp I wn Yn I zi4+um T+ Yn
0 1 0 0 1 0 0 1 0
Donc = )
0 . .0 0o . 0 0 i 0
o o0 - 1 0 O 1 0 0 1

Un raisonnement analogue vaut pour C"

Maintenant, on va voir comment représenter la mutiplication de matrices de M,,(C) dans Ms,(R), car
dimg M,,(C) = 2n. L’intérét est que I’on peut voir C" comme un groupe matriciel réel plutdt que complexe,
ce qui sera utilie par la suite (car les groupes de Lie nécessitent de trouver la dimension d’un groupe dans
le corps des réels).

La encore, on commence par C. Pour cela : on sait que i2 = —1 dgns C. Cherchons donc une matrice J
a b a b a b a®+bc bla+d -1 0

telleQue 2J2:—IQ IJ: (C d) JQZ(C d) (C d) :<C((Z+d) d(2+bc)) :<O _1)

On a les équations : b(a+d) =0et cla+d) =0.Sib=c=0,a?=—1et d®> = —1. On exclut ce cas

car a et d ne peuvent pas étre réels. Donc : a +d = 0. On a donc a = —d et a? + bc = 0. Donc on a une

infinité de possibilités (on a le choix de a et b par exemple, et ¢ est directement déterminé). Le cas le plus

0 -1

1 0

Comme pour les complexes, on écrit : z € C” = "zly +yJs et 2/ € C” = "2'[5 + y'Jo. Donc 22" =

"xly + yJo) (@' Iy + ¢ J2) = (2’ — yy') ]2 + (zvy’ + 2'y)J2. On a donc (comme on pouvait s’en douter)

représenté la multiplication dans C.

Pour C™ : On a deux méthodes : la premiére consiste & écrire A € M,,(C) : A=X+iY, X € M,(R,)Y €

M, (R (remarque : cette méthode est intéressante car, quand on a 2 groupes (exemple pour 2 groupes

additifs : R? et M, (R), et on cherche & représenter M, (R?)) on choisit la fagon la plus simple pour

représnenter : au lieu d’écrire A € M,,(R?), on écrit A = (A1, Az), A1, A2 € M, (R)). Donc, ici, on écrit :

aA:a¥+wm4:AX5n+AybnmmuJ%::(0 _”> AX:(X 0) Ay:(Y 0)

simpleest a=d=0etc=1= b= —1. Donc J = Jo,= :<

I, O 0 X 0 Y
Un deuxiéme moyen consiste tout simplement de représenter chaque coefficient complexe de la matrice
A par des blocs 2 X 2 : z;; = 21,715 + 22,;;J2 : on a encore une matrice A’ € My, (R), et on vérifie assez
simplement qu’elle permet la multiplication et 1’addition dans M, (C).

9.2 Groupe Linéaire

9.2.1 Definition: Le groupe linéaire GL, (K) est I’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) (K étant
un corps quelconque) ,c’est a dire 'ensemble des matrices A de M, (K) telles que det(A) # 0.

9.2.2 Proposition: GL,(K) est un groupe.

Preuve:

det(A) # 0 signifie également qu’il existe une matrice B, notée A~! telle que AB=BA=1I,,. De plus,
si A,B € GL,(K), ABe GL,(K) car det(AB) = det(A)det(B) # 0 puisque det(A) # 0 et det(B) # 0.
Donc GL,,(K) est un groupe. O

9.3 Groupe Orthogonal
9.3.1 Definition: Les matrices orthogonales A de M,,(R) sont ’ensemble des matrices telles que
PAA = ATA =T,

, t étant la transposée. On note O,,(R) cet ensemble.
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9.3.2 Proposition: O,(R) est un groupe.

Preuve: A'A =1, = ‘A= A~! donc l'inverse de A est également dans O,,(R) car {(*A) = A. Enfin, si
Aet Be O,(R),
(AB)-' (AB) = (AB)(*B'A) = A(B'B)'A = A'A = I,

Donc O,,(R) est un groupe. O

Nous allons maintenant nous intéresser & des propriétés générales de ce groupe :
9.3.3 Proposition: -Le déterminant d’une matrice orthogonale est égal a 1 ou -1.

Preuve:

A'A =1, = det(A'A) = det(A)det(* A) = det(A)? = det(I,) = 1
O

9.3.4 Proposition: -Les vecteurs colonnes d’une matrice orthogonale sont orthogonaux entre eux et de
norme 1.

Preuve: On utilise le produit de matrices : Soir C=A4*A. On pose
A= (aighi<ij<net’ A= (a5i)1<i,j<n
Donc : ¢;; = >y @ik - ajp = 1sii=jet 0sii#j.

a;,1
a;,2
On pose v;=

i n
On a : ¢;;="v; v;=v; - v; ou - désigne le produit scalaire. Or, sii # j , ce produit scalaire est nul et si i=j,
(v:)% = 1=||vs||> = ||lvi]l = 1 ou ||.| est la norme euclidienne. Remarque : la réciproque de cette propriété
est immédiate. De plus, on a également cette propriété pour les lignes de la matrice (la démonstation se
fait de la méme maniére). O

9.3.5 Proposition: -La multiplication d’un vecteur par une matrice orthogonale présérve la norme.

Preuve: Soit A € O,(R) et X € M, 1(R). Soit Y=AX:

n n n n n n
Yi = Z ik * Tk ||Y||2 = Z(yp)2 = Z(Z Qpk '%)2 = Z(Z aikxi + QZapkapixkxi)
k=1 p=1 p=1 k=1 p=1 k=1 k#i
n n n n n n
DI TR 3D BUATNTESED 30 BUAL EED B) BUTTMEES
p=1 k=1 p=1 k#i k=1 p=1 k#i p=1

n
2 2
= (@) =X]|
=1

En effet, on peut mettre les parenthéses car z7 et z5z; ne dépendent pas de p. Enfin, la derniére égalité
se déduit en identifiant 22:1 a2y, comme la norme au carrée d’un vecteur correspondant a une colonne de

la matrice A, donc égale & un puisque la matrice est orthogonale ; et en identifiant ZZ:1(apkapi) comme
le produit scalaire de deux vecteurs colonne différents de la matrice A, donc ce produit est nul puisque
A est orthogonale. Finalement, comme [|Y|| , | X]|| > 0, [Y|=]X] O

9.3.6 Proposition: -Les 2 seules valeurs propres possibles d’une matrice orthogonale sont -1 et 1.
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Preuve:

AX
AX = XX = JAX|| = |IAX|| =| A | | X|| Donc | A |= ”|X|| =
car d’aprés la propriété précédente,
[AX] =[xl

O

9.3.7 Théoréme: -Pour finir : toute matrice orthogonale est diagonalisable par blocs d’une taille d’au
plus 2. Autrement dit, on peut écrire une matrice B orthogonale sous la forme B =t PAP avec P ortho-

gonale et : A=
R 0 0
0o . 0 0
0 R, O 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 -1 0
0 0o . 0
0 0 -1

Ou Ry, ..., R, sont des matrices de rotation de taille 2 : R;—= cots(Gi) sin(0;)
—sin(0;) cos(0;)

On va démontrer ce résultat en 3 étapes. Avant de commencer, je préciserai que ces résultats sont
valables plus généralement pour les isométries vectorielles, mais je n’en parlerai pas ici (il y aura simplemnt
un lien dans la bibliographie). Je donne simplement la définition : On appelle isométrie vectorielle de E
tout endomorphisme u € L(E) conservant la norme : Pour tout = € E, ||u(x)| =]z

9.3.8 Lemme: Soit u une application linéaire dont la matrice associée est orthogonale : si F est un
sous-espace vectoriel stable par u, alors F+ lest aussi.

Preuve: F est stable par u donc u(F) C F. Or det(u)==1, donc u est bijective et conserve la dimension.
Par conséquent u(F)=F car les 2 espaces ont méme dimension. Soit x € F- .Vy € F, 3 a € F tel que
y=u(a). Donc,

(u(z) | y) = (u(z) | u(a)) = (z | a) =0
Ici (e | f) est le produit scalaire de e et f. Pour justifier ’avant derniére égalité, on va montrer un résultat
intermédiaire : (]

9.3.9 Lemme: Si u est une application linéaire dont la matrice est orthogonale, (u(zx) | u(y)) = (z | y)
Vx,y € R™. Remarque : la réciproque est également vraie (admis : voir un cours d’algébre bilinéaire pour
la preuve).

Preuve:

2 2 2 2 2 2 2
[u(@ +y)I” = llu(@) + w@)]” = [u(@)]” + 2(u(@) [ w(y)) + |lu@)]" =l +ylI” = 2" + 2(= | y) + |y
Mais rappelons nous que u préserve la norme, ce qui a pour conséquence :

vt ()l = [1E]*, (u(@) | u(y) = (@ | y).
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9.3.10 Lemme: Si u est un endomorphisme d’un R-espace vectoriel réel de dimension finie non nulle
alors il existe au moins une droite vectorielle ou un plan stable par u. Si u est un endomorphisme d’un
C-espace vectoriel compleze de dimension finie non nulle alors il existe au moins une droite vectorielle
stable par u.

Preuve: Soit P € R[X] (respectivement : C[X]) un polynéme unitaire annulateur de u (par exemple,
son polynome caractéristique ou minimal). On peut écrire P = Py P»...P,, avec Py polynomes unitaires
irréductibles de R[X](resp :C[X]) Comme P(u)=0, P;(u) o Py(u) o ... o Py, (u)=0 , et donc, au moins 1'un
des endomorphismes composés n’est pas injectif (rappel : u est injectif < ker u={0} ) .Supposouns que ce
soit celui d’indice k : qu’on soit dans R ou C, une forme possible est Py (X)=X-\ , ce qui signifie : 3 x #
0 tel que Py (u(z))=0 < u(x)= A x. A est alors valeur propre de u et tout vecteur propre associé engendre
une droite vectorielle stable. Si on est dans R, il existe une autre forme possible : P, (X)=X? + pX + ¢
avec A = p? —4q <0. Soit x € ker Py (u) : u(x)? + pu(x) + gz = 0 et donc F=Vect(x,u(x)) est stable par
u car dans ce cas, u(z)? = —pu(z) — qr € F. O

Preuve:du théoréme On va le prouver par récurrence sur la dimension de E (espace vectoriel). Cas n=1 :
u est une isométrie d’une droite et peut donc étre représentée en base orthonormale par (1) ou (-1).
Cas n=2 : u est une isométrie du plan et peut donc étre représentée en base orthonormale par : R(6)=
cos(0)  sin(6) (1 0
(—sin(@) 005(9)) oult = (O —1>
Supposons la propriété établie jusqu’au rang n avec n>2. Soit E un espace euclidien de dimension
n+1 et u un endomorphisme dont la matrice est orthogonale. Il existe une droite ou un plan F stable
par u et F'* est alors aussi stable par u. Par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale de
F telle que la matrice de u dans celle-ci soit de la forme voulue. Par I’étude initiale, il existe une base
orthonormale de F telle que la matrice de u dans celle-ci soit de la forme voulue. En accolant ces deux, on
forme une base orthonormale de E comme voulue. Récurrence établie. Le seul point qui reste a prouver
est la forme d’une isométrie vectorielle dans les cas n=1 (dont on pouvait se douter) et n=2. Cas n=1:

tAA = A'A = I, ol A est de taille 1 = A=(a) et donc : a®=1, soit a=+ 1 Cas n= 2 : A= (a b)

c d
eaa (a ¢\ (a b\ _[a*+c* ab+ecd\ (1 0
Done fAA= (b d) (c d) _<ab+cd +da2) ~\o 1
Donc :
a®+c=1=0b"+d*ab+cd = 0;det(A) = £1
3 61, 65 tels que a=cos(61), c=sin(6;),

b = cos(02),d = sin(62).

ab + ed = cos(01 — 63) = 0 = cos(62 — 07)

et
ad — bc = sin(fz — 01) = £1.cos(a) = Oetsin(a) = £1 = a = :I:g

Donc : - si det(A)=1, §2=0,+7F et donc, avec les propriétés de cos et sin et en posant 010 :

(i )

- si det(A) = —1, O=0,-5 et donc, avec les propriétés de cos et sin et en posant ¢ =0 :

Carm_ [cos(0)  sin(0)

A=S8(0)= (sin(@) —cos(@))

Dans ce cas, On a S(6)=S(0)R(6)=S(0)R($)R(4)=R(-4) S(0)R(%) donc S() est semblable & S(0) par
le biais d’une matrice de passage orthogonale. Ainsi, une isométrie négative représentée initialement dans
une base orthonormale par S(f) peut aussi étre représentée dans une base orthonormale par S(0). On
reconnait alors une symétrie orthogonale.

Et voila pour les matrices orthogonales. ]
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9.4 Groupe Unitaire

Le groupe unitaire est assez semblable au groupe orthogonal, mais pour les complexes. C’est pourquoi
je ne vais pas démonter 'intégralité des propriétés que je vais énoncer car les preuves sont trés similaires
au cas réel.

9.4.1 Definition: Une matrice A unitaire de taille n est une matrice telle que A*A=I,, avec A*="A on
A est la matrice conjuguée de A : A=(a;) (1< j<n) - Propriétés :

9.4.2 Proposition: -Les vecteurs colonnes d’une matrice unitaire sont orthogonaux entre eux (pour le
produit scalaire compleze (u | v)=u -7 avec - qui est le produit scalaire réel) et de norme 1.

9.4.3 Proposition: -La multiplication d’un vecteur par une matrice unitaire présérve la norme.

Les 3 propriétés précédentes sont trés similaires & celles des matrices orthogonales et se démontrent de la
méme fagon en manipulant le conjugué. Voici maintenant les petites différences avec le cas réel :

9.4.4 Proposition: -Le déterminant d’une matrice unitaire est de module 1 :

Preuve: Soit A une matrice unitaire.

det(*A) = det(A) = Z signe(o)(H Uio(s) = Z signe(a)szlaw(i) = det(A)
i=1

oES, oES,

(Remarque : S,, est ’ensemble des permutations). Donc :
det(A*A) = det(A*)det(A) = det(A)det(A) =| det(A) |2: det(I,) =1, so0it | det(A) |= 1.

O

9.4.5 Théoréme: Toute matrice unitaire est diagonalisable (dans une base orthonormale), semblable a
une matrice diagonale unitaire dont les valeurs propres sont de module 1.

Tout d’abord, le lemme suivant reste valable dans C :

9.4.6 Lemme: Soit u une application linéaire dont la matrice associée est unitaire : si F est un sous-
espace vectoriel stable par u, alors F+ est aussi. Cela vient du fait (je vous renvoie a la démonstration
dans R) que | det(A) |= 1 pour une matrice unitaire, et donc det(A) #0 .

Preuve: 1l suffit de reprendre la derniére démonstration pour les matrice orthogonales. On procéde
par récurrence sur n=dim E. Dans C, pour n=1, les isométries vectorielles sont telles que : A=(a) et
(a)(@)=1=| a |? donc a est de module 1. Supposons la propriété établie jusqu’au rang n avec n>1. Soit E
un espace euclidien de dimension n+1 et u un endomorphisme dont la matrice est unitaire. Il existe une
droite F stable par u et F- est alors aussi stable par u. Par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormale de F- telle que la matrice de u dans celle-ci soit de la forme voulue. Par 1’étude initiale,
il existe une base orthonormale de F telle que la matrice de u dans celle-ci soit de la forme voulue. En
accolant ces deux, on forme une base orthonormale de E comme voulue. Récurrence établie.

Autrement dit, on peut écrire une matrice unitaire A sous la forme PDP* avec P unitaire et D=
i0
eZ 1 e O

o - 0
0 ... et
O
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9.5 Groupes Spécial Linéaire, Spécial Orthogonal et Spécial Unitaire

C’est trés simple : on notes ces différents groupes SL,,(K), SO, (R) et SU,(C).
SL, (K)={A € GL,(K),det(A) =1}
SO, (R)={A € O,,(R),det(A) =1}
SUL(C)={A € U,(C),det(A) =1}

9.5.1 Proposition: Ce sont des groupes.

Preuve: i det(A) = 1 et det(B) = 1, det(AB) = det(A)det(B) = 1. C’est la seule chose a vérifier. Apres
ce qu’on a déja vu, c’est tout ce qu’il y a & dire sur le sujet. O

9.6 Matrices triangulaires supérieures inversibles

9.6.1 Definition: Si T est triangulaire supérieure, Pour tout i > j,¢;; = 0.
9.6.2 Proposition: Cet ensemble est un groupe.

Preuve: Soit 77,75 2 matrices triangulaires supérieures : soit A=T1T5 :

n
a5 = E t1,ikto kg
k=1

avec : t1 5, = 0V k tel que i > k et t2;;=0 V k tel que k > 7. Si ¢ > j, alors soit ¢ > k et t1,4, = 0, soit k
> 1> j et ty;=0, donc a; ;=0 Vi > j et donc : T1T5 est triangulaire supérieure.

Montrons que l'inverse d’une matrice triangulaire supérieure inversible est triangulaire supérieure : pour
cela on utilise le mineur et la comatrice. On note T=(tx,;)1<k,i<n- Exprimons le mineur : T5;=(sk 1) 1<k, i1<n
avec :

Sik<ietl<j:isp =ty

SikZzietl<jo:isk=tpt1y

Sik<ietl>=jg:sk =t

SikZietl =g sp=ter141

Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire le mineur (et revoir sa définition si besoin) :je renvoie ici & un cours
d’algébre de premiére année qui explique en détail les choses a savoir sur le déterminant (par exemple, le
site mp ddl,cours sup,déterminant,développement selon une rangée). Le cofacteur est donc :

n
| Ty 1= D signe(o) [ spow)
p=1

oc€ESH_1

Sii < j:3mtel que s, o(m)=0 , sauf si o=Id. En effet : V o € S,,_1, 3 m tel que o(m) < m. On le
prouve par ’absurde : Si

o(k) 2 kVk,o(n—1)2n—1=0cn—-1)=n—1,puiss(n—2) 2n—-2=o0(n—2)=n—2
, puis finalement, c=Id (on peut le démonter rigoureusement par récurrence).

Donc : l'existence de m étant prouvée : supposons ¢ < j, afin de prouver que dans ce cas, le mineur
est nul (et donc que la comatrice est triangulaire inférieure).
-Sim <, o(m) <m <i<jet sy om) = tmo@m)=0
-Sij>m > o(m) < jdone sy, o(m) = tmgi,0(m)=0 car m +1 > o(m)
-Si o(m) > j, m > j car m = o(m). Done sy, 5(m) = tms1,0(m)+1=0
SSio=Id:o(i) =i < jets; oq) =i =tit1,=0cari+1>i.

Donc com(A) est triangulaire inférieure. Pour finir, on utilise la formule A_lztfl‘;?(b%‘), tcom(A) est

triangulaire supérieure et det(A) # 0 ce qui termine la preuve.
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Pour linstant, voici les groupes matriciels que j’ai trouvé utile d’introduire dés le début, car ils
sont essentiels. Dans la suite de ce TIPE, nous croiserons tout de méme d’autres groupes. Avant de
terminer cette section, je vais faire un bref rappel : On appelle matrice symétrique une matrice telle
que *A = A, antisymétrique une matrice telle que ‘A = — A, hermitienne une matrice telle que A* = A
et antihermitienne une matrice telle que A* = —A. On vérifie aisément qu’en notant respectivement
Symy,, ASym,,, Herm,,, AHerm,, ensemble de ces matrices de taille fixée (dans M, (K) avec K=R ou
C) :chacun de ces ensembles est un espace vectoriel. Comme c’est trés simple, je vais juste donner les 2

propriétés principales & utiliser : (A + B) =t A+! Bet (A+ B)=A + B. O

10 Annexe II : Topologie

Le but de cette annexe est de donner des rappels de topologie qui sont nécessaires : dans la définition
rigoureuse d’une variété, dans la preuve du théoréme de plongement de Whitney, dans I’étude topologique
des groupes, et également, parfois, dans certains résultats ou utiliser ces notions rend une preuve plus
simple. Certaines notions sont niveau L2, tandis que d’autres sont un peu plus précises (on introduit de
maniére plus rigoureuse les compacts).

10.1 Espaces topologiques

10.1.1 Definition: (espaces topologiques)Soit X un ensemble, et désignons par P(X) ’ensemble de ses
parties. Une topologie sur X est un sous-ensemble 7 C P(X) (7 est un certain ensemble de parties de X)
qui vérifie :

M, X er
(2)Si {Ui};ep C 7, alors |J € 77.
i€l

N
(3) SiUy,...,U, € Talors YU; €.
j=1
Les éléments 7 sont appelés les ouverts de la topologie.Les conditions (1), (2) et (3) sont appelés les
axiomes de topologie.

10.1.2 Exemple: (1) X un ensemble quelconque, 7 = {0, X}. On lappelle topologie grossiére, elle
contient le minimum possible d’ouverts.

(2) X un ensemble quelconque, T = P(X). On Uappelle topologie discréte, elle contient le maximum
possible d’ouverts.

(8)Soit (X, 7x) un espace topologique et A C X un sous-ensemble. On définit la topologie induite sur un
sous-ensemble T4 sur A en posant
TAa={UNA|U € 1x}

Autrement dit, on prend comme ouverts de A les intersections d’ouverts de X avec A.

10.1.3 Definition: Un ensemble B de parties de X est une base de topologie si et seulement si il vérifie
les 2 conditions suivantes :

B est un recouvrement de X

Soient B et By deux élément de B et I leur intersection. Pour tout x € I,dB3 € B tel que x € B3 et
Bs C I.

10.1.4 Exemple:
(1)R™ est a base dénombrables d’ouverts.
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Preuve: Montrons le d’abord pour R. Soit U I’ensemble des ouvert de R d’extrémités rationelles. C’est
clairement un recouvrement.De plus,l’intersection de deux ouverts d’extrémités rationelles est lui méme
un ouvert d’extrémités rationelles (ou ’ensemble vide), ce qui montre la seconde condition. Par produit
cartésien, on montre de la méme facon que R™ est & base dénombrable. O

10.1.5 Proposition: Tout sous-ensemble Y d’un ensemble X a base dénombrable d’ouvert est lui-méme
a base dénombrable d’ouvert.

Preuve: Soit B une base dénombrable d’ouverts de X, et {B;},.; ses éléments. Si Y est ouvert, B’ =
{B; NY'},.; est une base dénombrable d’ouverts de Y. Si Y n’est pas ouvert, on peut avoir des problémes
de bord (voir cette remarque dans la sous-partie sur les variété). On se restreint alors a int(Y'), qui est
un ouvert, et B’ = B’ = {B; Nint(Y)},.; est bien une base dénombrable d’ouverts de int(Y’). O

10.1.6 Definition: Soit (X, 7) un espace topologique, z € X. On dit que V C X est un voisinage de x
s’il existe un ouvert U, tel que x € U, C V. On note V, I’ensemble des voisinages de .

Rapplel sur \ :on rappelle que les ensembles si X et Y sont deux sous-ensembles d’un ensemble Z, on a
par définition : X\Y = X NCY, CzY étant le complémentaire dans Z de Y. Il ne faut surtout pas le
confondre avec le quotient.

10.2 Fonctions sur des espaces topologiques

10.2.1 Definition: Soit (X, 7x), (Y, 7yv) 2 espaces topologique, f : X — Y une application et z € X,
y = f(x). On dit que f est continue au point x si

YW ery,yeV,AU e rx,x € Ust.q: f(U)CV

Autrement dit, pour tout ouvert V de Y contenant y,on peut trouver un ouvert U de X contenant X,
dont 'image par f est contenue dans V.

10.2.2 Proposition: Soient X et Y des espaces topologiques et f: X — Y une application. Alors :
f est continue < VV € 1y, f~1(V) € 7x.

Preuve: Si f : X — Y est continue et V C Y est ouvert, soit U = f~1(V) et x € U. Puisque f
est continue au point x, 3U, ouvert dans X,x € U, tel que f(U,) C V, soit U, C f~1(V) = U. Alors

f~YV) = U = | U, est une réunion d’ouverts, donc ouvert. Réciproquement, soit * € X et V un
zelU

ouvert de Y contenant f(x), alors par hypothése U = f~1(V) est un ouvert de X, et x € U, f(U) C V.

f est donc continue en zx. O

10.2.3 Proposition: Soient f: X — Y et g: Y — Z des applications continues.
(1) La composition go f: X — Z est continue.

(2)Soit A C X,si on muni A de la topologie induite par celle de X, la restriction fiu de f a A est
continue.

(8) Soit B CY tel que f(X) C B. Si on munit B de la topologie induite, f : X — B est continue.

Preuve: (1) Si W € 7z, g~ }(W) € 1y car g est continue,donc (go f)~H(W) = f~1(g=}(W)) est dans 7x
car f est continue.

(2)SiV ey, f‘;ll(V) =f"Y(V)NA, et f~1(V) est ouvert dans X car f est continue et f~(V)N A est
ouvert dans A par définition de la topologie induite.

(3)11 suffit de remarquer que, puisque f(X) C B,si V € 7y, f~51(V) = f~4(BNV). O
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10.2.4 Definition: Soient X et Y des espaces topologiques. on dit que f : X — Y est un homéomor-
phisme si :

(1) f est continue.
(2)f est une bijection, dont Iinverse est notée f~1:Y — X.
(3) L’application f=!:Y — X est continue.

10.2.5 Definition: Soient X et Y deux espaces topologiques. On dit que application f: X — Y une
ouverte si :

YU C X ouvert, f(U) est ouvert dans Y.
On dit que f est fermée si
VYV C X fermé,f(U) est fermé dans YV

10.2.6 Proposition: Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y un application.Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) f est un homéomorphisme.
(2) | est bijective continue et ouverte

(3) [ est bijective continue et fermée.

Preuve: Si f est bijective, désignons par g : Y — X son inverse. Alors,si A C X,g71(A) = f(A). 1l
suffit d’appliquer les 2 propositions précédentes sur la continuité (& ¢g) (en prenant A ouvert ou A fermé
selon les cas). O

10.3 Espaces compacts
Motivation

Ici,on va avoir besoin de notions topologiques plus générales, on ne se limitera pas aux espaces mé-
triques,mais a tous les espace topologiques. On va donc redéfinir un ouvert (de maniére plus générale)
(et on admettra que les propriétés sur la réunion et 'intersection d’ouverts sont encore valables). En fait,
elles le sont, car dans un espace topologique, ces propriétés des ouverts sont en fait des axiomes et on
déduit alors les mémes propriétés pour les fermés par passage au complémentaire.

Mais on verra ensuite que se restreindre aux espaces métrqies est suffisant concernant ce que ’on veut
étudier : les variétés(voir le théoréme énoncé a la fin). Donc pourquoi introduire des notions plus géné-
rales ?

Pour au moins 2 raisons :

1/Les définitions dans les notions générales sont plus "fortes" que celles restreintes aux espaces métriques,
plus faciles a utiliser. Elles prouvent plus simplement un résultat.

2/ Parce qu’en maths, il arrive souvent de tomber sur des ensembles "bizarres", qui ne vérifient pas les
propriétés de régularité auxquelles on est habitué. Par exemple, un espace métrique est ce qu’on pourrait
appeler un espace relativement "régulier", "simple" (voir définition plus bas), mais certains espaces ne
le sont pas. Ainsi, dans les variétés,on définit 3 axiomes pour éviter de se casser la téte sur des notions
de topologie trop compliquées. Mais, en pratique,ces notions sont intéressantes (car elles permettent de
donner des propriété des espaces moins "réguliers" que des espaces métriques,grace aux nombreuses et
incalculables définitions (et propositions) de la topologie).
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Espaces séparés

10.3.1 Definition: Soit X un espace topologique, on dit qu’il est séparé si, pour tout z,y € X avec
x # y, il existe 2 ouverts Uy et U, tels que z € U,y € Uy et U, N U, = 0. On dit que U, et U, séparent
les points = et y.

Dans I’approche de F.Hausdorff de la notion d’espace topologique, la contition d’étre séparé faisait partie
de la définition. C’est pourquoi on dit parfois espace de Hausdorff pour un espace séparé.

10.3.2 Exemple: 1/ Tout espace métrique (X,d) est séparé : si x,y € X;x # y, soit r = d(z,y), on
pose alors U, = B(x,5) et U, = B(y, 5) (boules ouvertes).

2/ L’espace de Sierpinski S = {0,1} muni de la topologie T = {{0},{0,1},0} n’est pas séparé : tout
ouvert contenant 1 contient aussi 0.

10.3.3 Proposition: Voici des propriétés des espaces séparés.
(1)Si X est séparé et A C X muni de la topologie induite , alors A est séparé.

(2)Soit {X;}, une famille d’espaces. Alors
11X est séparé <,X; est séparé Vi € 1.
i€l
(3)Soit {X;}, une famille d’espaces non vides. Alors [ X; est séparé <, X; est séparé Vi € I.
il
(4)Si ~ est une relation d’équivalence sur lespace topologique X, alors :
X/ ~ est séparé < Vx,y € X tels que = et y ne soient pas dans la méme classe d’équivalence, il existe
des ouverts saturés U,,U, C X tels que U, NU, = 0.,

Preuve: (1)Siz,y € A, x # y et U,, U, C X sont des ouverts de X et Y qui séparent z et y, alors U; N A
et U, N A sont des ouverts de A qui séparent x et y.

Je ne vais pas prouver le reste, car il faudrait pour cela que j’ai défini [] ][] et la notion de saturation.
En fait (1) sera le plus utile pour la suite. O

Espaces compacts

10.3.4 Definition: Soit X un espace topologique. Un recouvrement de X par des ouverts est une famille
{Ui}iel d’ouverts de X tels que
X =Ju;

iel

10.3.5 Definition: On dit que l'espace X est compact s’il est séparé et de plus satisfait la condition
suivante, qu’on appelle condition de compacité : pour tout recouvrement {U;}._; de X par des ouverts,on
peut trouver un sous-ensemble fini J C I tel que

XUm

icJ

iel

On dit que {U;},.; est un sous-recouvrement extrait du recouvrement {U;}, ;.

On peut donc reformuler la condition précédente en disant que de tout recouvrement de X par des
ouverts,on peut extraire un sous-recouvrement fini.

En passant aux complémentaires, on peut reformuler cette condition en termes de fermés : si {F;}, ;

est une famille de fermés de X telle que [ F; = 0, alors il existe un sous-ensemble fini J C T tel que
icl
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N F; = 0. Autrement dit, si 'intersection d’une famille de fermés est vide, il existe une sous-famille dont
ieJ
I'intersection est vide.

Dans la pratique, on se trouve souvent dans la situation ou X est un sous-espace d’un espace Y, et
que le recouvrement de X est donné par une famille {V;},_; d’ouverts de Y ; strictement parlant, le
recouvrement de X est la famille {V; N X'},_;. La condition de compacité s’exprime alors en disant qu’il
existe J C [ fini tel que X C {V;},.;. En termes de fermés, si {F;},.; est une famille de femés de Y, la
compacité de X s’exprime en disant que si X N (lQIFl) = (), alrs il existe J C I fini tel que XN (iQJFi> = 0.

On va maintenant définir une notion liée : la paracompacité,qui est une notion capitale dans les variétés :

Un raffinement de {U,} est un recouvrement {V;} tel que chaque ouvert V; est contenu dans un ouvert
U..

Un recouvrement est localement fini si tout point est contenu dans un nombre fini d’ouverts du recouvre-
ment.

L’espace M est paracompact s’il est de Hausdorff et tout recouvrement admet un raffinement localement
fini.

Un recouvrement est a base denombrable s’il existe un recouvrement contenant un nombre denombrable
d’ouverts. Dans ce cas, tous les recouvrements admettent un raffinement localement compact. Donc un
espace de Hausdorff et & base denombrable est paracompact.

Voici quelques propriétés des espaces compacts :

10.3.6 Proposition:
(1) Soit X un espace compact et soit F C X un sous-espace femré, alors F est compact.

(2) Soit X C Y ; si X est compact et Y est séparé, alors pour tout y € Y\X il existe des ouverts V,, et
Ux deY tels quey €V, X € Ux et V, NUx = 0. En particulier, X est fermé dansY .

Preuve: (1) I est séparé d’aprés la proposition précédente (le (1)). Si {U;},.; est une famille d’ouverts

de X tels que F' C |J U;, alors si on ajoute 'ouvert X\ F a la famille {U; },.;, on obtient un recouvrement
i€l

de X par des ouverts, dont on peut extraire un sous-recouvrement fini, de la forme {U;},_;, J C I, plus

éventuellement 'ouvert X\ F' Dans tous les cas,{U;};.;, J C I est un recouvrement fini de F'.

(2)Soit y € X\Y. Comme Y est séparé, pour tout z, on peut trouver des ouverts U, et V', x € Uy, y € V/

el

tels que U, NVJ = (. Evidemment, la famille d’ouverts {Us} ¢ x recouvre X ; on peut donc extraire un
sous recouvrement fini {Uy,,,...,Us, } de X. Posons Ux = U, U...UU,, et V,, = =1, V" s alors U
et V sont des ouverts, X C Ux,y € V, et Ux NV, = O,car si z € U, Ih € N tel que z € U,, et comme

Uz, NVim =0, z ¢ V,. En particulier, V, N X =0, donc Y\X = J V,, est un ouvert. O
yeY\X

Remarque : on vient de prouver (le point (2))que, sous les hypothéses de la proposition, on peut séparer
y € Y\X et le fermé X par les ouverts V,, et Ux, utilisons donc ce résultat pour prouver :

10.3.7 Proposition: Soit X un espace compact, alors :
(1)Vx € X et F C X fermé, il existe des ouverts U,,Ur C X tels que x € Uy, F C Up et U, NUr = (.
(2)Soient Fy, F5 C X 2 fermés. Il existe des ouverts Uy, Us C X tels que Fy C Uy, Fy C Uy et U1NUz = (.

Preuve: (1) est un cas particulier du point (2) de la proposition précédente, en posant X = F et en
remplagant I'espace Y par X. Motrons (2) :soit y € Fy, d’aprés (1), il existe des ouverts Uy, et U, tels
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que Fy C Up, ety € Uy, avec Up, NU,. D’aprés le (1) de la proposition précédente, Fy est compact, et les

ouverts {Uy}, . forment un recouvrment de F3, on peut donc extraire un recouvrement fini Uy, , ..., Uy, .
Posons Uy = () U et Uy = Uy, U,...UU,,. Alors,Fy C Uy, F, CUz et Uy NUz = 0. O
h=1,...k

10.3.8 Definition: Un espace topologique séparé vérifiant la propriété que 1’on peut séparer un point
et un espace fermé est appelé régulier. Un espace topologique dans lequel on peut séparer deux fermés
disjoints est appelé normal. Ainsi, on peut résumer en la proposition en disant que tout espace compact
est normal.

10.3.9 Théoréme: Soit f : X — Y une application continue. Si X est compact et Y séparé, alors
f(X) est compact.

Preuve: Puisque Y est séparé, f(X) lest aussi, par le (1) de la proposition sur les espaces séparés.
Condition de compacité : supposons que f(X) C Ui, ot {U;},c; est une famille d’ouverts de Y.
=
Puisque f est continue, f~1(U;) est ouvert dans X, Vi € I. Donc {f_l(Ui)}ieI est un recouvrement de
X par des ouverts, dont on peut extraire un sous-recouvrement fini : X = (J f~1(U;), ou J C I est un
i€J

sous-ensemble fini. Donc les {U;}._ ; forment un recouvrement fini de f(X). O

icJ

10.3.10 Corollaire: Soit f : X — Y une application continue, o X est compact et Y séparé. Alors f
est fermée.

Preuve: Prenons un fermé F' C X : d’aprés 'une des propositions précédentes, il est compact, et d’aprés
la proposition juste au-dessus, f(F') est compact, donc fermé dans Y. O

10.3.11 Corollaire: Soit f : X — Y wune application continue,bijective, ot X est compact et'Y séparé.
Alors f est un homéomorphisme.

Preuve: f étant fermée, la proposition sur le lien entre applications ouvertes,fermées et homéomorphismes
permet de conclure. O

Espaces localement compacts

10.3.12 Definition: On dit que l'espace topologique séparé X est localement compact si tout point
z € X posséde un voisinage compact. En symboles :

Vee X,AV €V,

avec V compact et V, un voisinage quelconque de x.

Par exemple, R™ est localement compact,car Ya € R, la boule fermée {a € R™ | ||z — a|| < 1} est com-
pacte. Aussi, si X est compact, il est voisinage de chacun de ses points,donc X est localement compact.

Dans la définition de localement compact, on exige l'existence d’un voisinage compact pour tout point,
mais cela implique en fait I’existence de beaucoup de voisinages compacts de chaque point (c’est la
proposition suivante, qu’on va montrer en utilisant 2 lemmes).

10.3.13 Lemme: Soit X un espace compact, x € X et V € V. un voisinage de x. alors il existe un
voisinage compact V' CV de x.

Preuve: Soit Vo C V un ouvert tel que x € V. Alors X\Vp est fermé. Donc, d’aprés la proposition

, il existe des ouverts disjoints Uy et U,, Uy C X\Vo, x € U,. Posons V' = U, (I’adhérence) ;c’est un
voisinage fermé,donc compact, de z, et V' N (X\Vp) = 0, ce qui fait que V' C Vo C V. O
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Illustration des différents ensembles qui apparaissent dans le lemme.

E

Figure IT1.1: Les divers ensembles qui apparaissent dans le lemme I11.4.5

Remarque :Si X est compact et a € X, il suit du lemme précédent que X \a est localement compact. En
effet, si © € X\a, 'ensemble X\a est un voisinage de x dans X, qui contient donc un voisinage compact
V de z dans X. Comme X\a est ouvert dans X, V est aussi un un voisinage de = dans X\a, et il est
compact.

La construction du compactifié¢ d’Alexandrov, un peu plus loin, montre que tous les espaces localement
compacts sont de cette forme.

10.3.14 Lemme: Soit X un espace topologique, © € X, V un voisinage de © dans X et W C V un
voisinage de x dans V. Alors W est un voisinage de x dans V. alors W est un voisinage de X dans V'

Preuve: Soit Vo C V un ouvert de X tel que x € Vp, et soit G C V un ouvert de V tel que z € G C W.
1l existe un ouvert E de X tel que ENV = G. Posons Wp = ENVp, c’est un ouvert de X,et z € Wp C
G C W, ce qui prouve que W est un voisinage de X O

10.3.15 Proposition: Soit X un espace topologique localement compact. Alors, pour tout x € X et tout
voisinage V de x, il existe un voisinage compact V' de x tel que V' C V.

Preuve: Soit V' un voisinage de z et K un voisinage compact de X. V N K est un voisinge de x dans K,
il suit du premier lemme qu’il existe un voisinage V' C VN K de x dans K. Et d’aprés le second lemme,
V' est un voisinage de z dans X. O

Voici une proposition qui nous dit que, dans un espace localement compact,dans une certaine mesure, la
topologie est déterminée par les sous-espaces compacts :
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10.3.16 Proposition: Soit X un espace localement compact. Alors F' C X est fermé si et seulement si
pour tout K C X compact,FF N K est fermé.

Preuve: Si F est fermé, ' N K est fermé car c’est l'intersection de 2 fermés de X. Réciproquement,
supposons que F' N K soit fermé pour tout compact K C X et soit « € X\F. Soit V' un voisinage
compact de x,alors V N F et il existe un voisinage W de x dans V tel que W N (FNV) = ). Comme on
l’a vu avec le second lemme,W est aussi un voisinage de z dans X,et W N F = (), ce qui montre que F’
est fermé dans X. O

Applications propres

10.3.17 Definition: Soient X et y des espacess localement compacts et f : X — Y une application.
On dit que f est propre si elle est continue et de plus :

VK CY compact,f }(K) C X est compact.

10.3.18 Proposition: Soient (X, dx) et (Y,dy) des espaces métriques localement compacts et f : X —
Y une application continue. f est propre si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

Pour toute suite {xn},.y C X qui n'admet pas de valeur d’adhérence dans X, la suite {f(2n)},cy
n’admet pas de valeur d’adhérence.

Preuve: Supposons que [ soit propre, soit {xn}neN C X une suite et supposons qu’on puisse extraire
une suite {f(z,,)} qui converge vers y € Y. alors K = {f(x,,),k € N} U {y} est compact,donc f~*(K)
aussi,mais f~1(K) C {z,,,k € N}, ce qui implique qu’on peut extraire une sous-suite convergente de la
suite {zy, }, donc de la suite {z,}.

Par contraposée, on obtient le résultat annoncé. O

10.3.19 Corollaire: Soit f : R¥ — RP une application continue. ALors f est propre si et seulement si
pour toute suite {x,} C R* qui tend vers Uinfini,la suite {f(xn)}, oy C RP tend vers Uinfini.

Preuve: Il suffit de remarquer que dans R”, dire qu’une suite tend vers I'infini équivaut & dire qu’elle n’a
pas de valeur d’adhérence,ce qui équivaut encore a dire qu’on ne peut en extraire une suite qui converge.
Réciproquement, si une suite {z,}, .y C R* n’a pas de valeur d’adhérence,pour tout R > 0 l’en-
semble {n € N | ||x,|| < R} est fini, sinon,toute boule fermée B(0, R) étant compacte, on pourrait ex-
traire {x,}, y une suite convergente dans cette boule. On pose Ng = sup{n € N||[z,|| < R} + 1, et
alors ||zy|| > R si n > Ng, c’est a dire : {x,,} tend vers I'infini.

Exemlpes :(1)Soit f : R — R, f(z) = Z?:o a;z', a; € R une application polynomiale non constante,

on peut supposer ag 7 0 et d > 1.Alors elle est propre car f(z) = xd(Z?:O a;x~%),de sorte que lim |
Tr—r0o0

d |=

f@) |= lim | agx 00, par conséquent,il en est de méme pour toute suite x,, de limite +oco (par
xTr—r 00

continuité de f).
(2) On utiliserait le méme argument pour montrer qu’une fonction polynomiale complexe est propore.

(3)L’application sin(x) : R — [—1,1] n’est pas propre, car I'image réciproque de {0} est {km, k € Z},
qui n’est pas compact.

(4)L’exponentielle ¢* : R — R n’est pas propre : la suite x,, = —n tend vers —oo, mais liT e = 0.
n—-+0oo

(5)L’application f : R — R est propre, car c’est un homéomorphisme, I'inverse étant le logarithme

néperien.

(6) L’application f : R" — R, f(tl27 stn) =124 . +12 = ||t]|* est propre,car si {x,} C R™ est une suite
qui tend vers linfini, f(zx) = ||zx||” tend vers l'infini.
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(7)L’application (z,y) — 22 — y? n’est pas propre car la suite z,, = (n,n), quand n tend vers oo a une
norme qui tend vers oo alors que f(z,) = 0¥n € N.

Voici une bonne raison de s’intéresser a ces applications :

10.3.20 Théoréme: Soient X et Y des espaces localement coompact et f: X — Y propre. Alors f est
fermée.

Preuve: Soit F' C X fermé et K C Y compact. Alors f~!(K) est compact, donc F' N f~1(K) est aussi
compact. Mais alors f(F)N K = f(F N f~}(K)) est compact, donc fermé dans Y. 1l suit alors que f(F)
est fermé dans Y. O

10.4 Partitions de ’unité

10.4.1 Definition: On appelle partition de I'unité d’un espace topologique X une famille (p;);c; de
fonctions continues, définies sur X et a valeurs dans U'intervalle [0, 1], tel que pour tout point = € X, les
2 conditions suivantes soient satisfaites :

1. Il existe un voisinage de z tel que toutes les fonctions p; soient nulles sur ce voisinage a ’exception
d’un nombre fini d’entre elles.

2. Y icrpilr) =1Ver e X

10.4.2 Definition: On appelle partition de l'unité subordonnée au recouvrement (U;);c une partition de

Punité (p;)ier au sens de la définition précédente , indexé par le mAme ensemble I que le recouvrement,
et tel que, pour tout ¢ € I, suppp; C U;.

Le théoréme énnoncé a la fin de cette section permet dans de nombreux cas de remplacer une question
globale par une question locale.Il joue surtout un role crucial dans I’étude des variétés et des sous-variétés.

Tout d’abord il est important de remarquer qu’il existe des fonctions C™ & support compacte (ici m < oo
mais m # w). En effet,

10.4.3 Lemme: La fonction définie sur R par f(t) = e~ '/* pour t > 0 et par f(t) = 0 pour t # 0 est
Ce°.

Preuve: On montre par récurrence que pour ¢t > 0, f(P)(t) est de la forme tf%)w ol ) est un polynome.

En effet, cela est vrai pour p = 0 et la dérivée de tpfftl)/t est
tQ'(t) —2pQ(t) Q)
t2ptle—1/t t2p+2o—1/

1l en résulte que fP(t) est bien définie pour ¢t > 0 et que lim;—ofP(t) = 0. On en déduit que f est p-fois
dérivable en 0, et que sa p-iéme dérivée est continue. Donc f est de classe CP pour tout p, et elle est
finalement de classe C'™°. ]

On peut alors construire une fonction g telle que g(¢t) = 0 pour ¢ < 0 et g(t) = 1 pour ¢t > 1. Il suffit de
poser I = [, f(t)f(1—t)dt. Alors I >0 et g(t) =1 [*__ f(s)f(1 — s)ds.
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FIGURE 1.1 — La fonction f(s)f(1 — s).

10.4.4 Proposition: Soit K un compact contenu dans Q. Il existe une fonction ¢ de C§°(Q2) égale a1
au voisinnage de K.

Preuve: Soit § tel que B(z,d) C Q pour tout = de K (qui existe car d(z,0Q) atteint son minimum > 0
sur le compact K). Alors posant

baly) = 2001 - =2

52
et Wo ={y|¢.(y) > 1}, 0on a K CJ,cx We et en extrayant un sous-recouvrement fini par les W,;, on
pose ¢(y) = Q(Zj Y25 (y)). Alors ¢ =1 sur K et ¢ = 0 hors d’un delta-voisinnage de K. ]

10.4.5 Corollaire: Si F' est un fermé contenu dans un ouvert U, il existe une fonction C°° a4 support
dans U égale a 1 sur F.

Preuve: On écrit F; = F U B(0,5)/B(0,j —2) et on voit que F est réunion des compacts Fj. La
proposition précédente associe & F; une fonction ¢; a support dans U; = U N (B(0,5 +1)/B(0,j — 3)),
et la somme 3, ¢; étant localement finie! Jp = 9(>_; #;) répond a la question. O

10.4.6 Théoréme: Soit X un sous-ensemble fermé de R™ et (Uj);en un recouvrement localement fini
de X. Il existe alors des fonctions x; dans C3°(U;), a valeurs dans [0,1] vérifiant

ij(a:) = lsurX
J
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Preuve: Il existe un recouvrement de X par des ouverts V; tels que V; C U; (recouvrement qui est
automatiquement localement fini). Supposons en effet avoir défini Vi, ..., V;, tels que

xc U wvu U
1<j<m k>m+1

On pose Frny1 = X/ (U <j<m ViYUUksmie Uk)- On a par hypothese Fy, 1 C Upt1, on peut alors trouver
un ouvert V,, 41 tel que Fiq1
subsetVy11 C Vipe1 C Upy1. On a alors

xc Y vu U w

1<j<m+1 k>m+2

On prend alors ¢; valant 1 sur V; et s’annulant hors de U;. Alors Zj varphi; > 0 sur U]Vj et si

(z)

¢(x) = 1 sur X et vaut 0 hors de (J; V;, ona sur X Dégalité (1_1/)(5’)-7%2_ oy = L Les fonctions

xj(x) = (1—w(x<)’3]i$2)3j (7 tPondent donc a la question. O

10.4.7 Théoréme: Soit K un compact de R™ contenu dans la réunion d’ouverts |, U,. Il existe alors
des fonction xo dans C§°(Uy), G valeurs dans [0, 1] vérifiant

Zxa(x) =1,Ve e K
«

La somme étant supposée localement finie.

Preuve: On rappelle le théoréme de Lebesgue : pour tout recouvrement de K il existe un § tel que les
boules B(x,d) pour x dans K sont toutes contenues dans un U,. Posant v, (y) = 2f(6%— | y — x |?)
et W, = {y | ¢¥z(y) > 1}, les W, pour x dans K forment un recouvrement de K dont on extrait un
sous-recouvrement fini par les W,;. On pose ¢; = 1,;. Alors Zj @;(y) > 1sur K et si ¢ est la fonction
associée par la proposition précédente & K, les fonctions

Xj = e
A=)+

répondent au probléme posé. O

10.5 Topologie dans les espaces métriques
Espaces de Banach
10.5.1 Definition: Une distance est une application d : £ x E — R7T telle que :
Y(a,b) € E?,d(a,b) = d(b, a)
Y(a,b) € E* d(a,b) =0 a=1b
V(a,b,c) € E3,d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)

10.5.2 Definition: Un espace M est un espace métrique si c’est un ensemble dans lequel on a défini une
distance.

10.5.3 Definition: Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy de M a une limite dans
M. Cette propriété dépend de la distance choisie. Il est donc important de toujours préciser celle-ci.

10.5.4 Definition: Un espace de Banach est un espace vectoriel normé sur un sous-corps K de C,
complet pour la distance issue de sa norme (d(z,y) = || — y|| est toujours une distance si ||.| est une
norme, la réciproque étant fausse, ce qui veut dire que la notion de distance est plus générale que celle
de norme).

Pour un espace euclidien, la distance est d(x,y) = |z — y|| avec ||.|| la norme euclidienne. Un tel espace
est donc complet.
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Suites extraites

10.5.5 Definition: On appelle suite extraite (ou sous-suite) d’une suite u = (up)nen d’éléments de E
toute suite v = (vg)gen pour laquelle il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante vérifiant :

Vk e Nyu, = U (k)

10.5.6 Proposition: Si w est une suite extraite de v qui est elle-méme une suite extraite de u, alors w
est une suite extraite de u

Preuve: Il existe ¢ strictement croissante et ¢ strictement croissante telles que
Vk € Nywg = Vp(k)s Uk = Uqp(k)
de sorte que

Wk = Upogp(k)

, et ¢ =1 oo p est donc strictement croissante par composition. O

10.5.7 Théoréme: Si (uy) converge vers [, alors toute suite extraite de (u,) converge également vers .

Preuve: Soit v, = uy,) une suite extraite de (uy) telle que lim u, = [. Soit ¢ > 0. AN € N tel
n—oo

que Vn > N, |ju, —1|| < e. On peut montrer par récurrence, de par la strice croissance de ¢, que
¢k = k.Donc,pour k > N, p(k) > k>N

= llow = Ul = upw =1l <e

]

10.5.8 Definition: On appelle valeur d’adhérence de la suite u = (u, )neny d’éléments de E toute limite
d’une suite convergente extraite de u.On note Adh(u) 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u.

10.5.9 Théoréme: (admis)De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Il s’agit d’un résultat classique (théoréme de Bolzano-Weierstrass)que 1’'on voit souvent en premiére année.
La preuve la plus courante utilise la dichotomie.

Compacité dans les espaces métriques

On munit R™ de 'une des distances usuelles pour en faire un espace métrique, par exemple : la
distance d((z;),(y;)) = mazigj<m | ; — y; | (max de la soustraction des coordonnées). Comme les
distances usuelles sont équivalentes (équivalence des normes en dimension finie),la notion d’ouvert ne
dépend pas de la distance choisie.

10.5.10 Théoréme: Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(1) L’espace métrique (X,d) est compact.

(2) Toute suite dans X posséde au moins une valeur d’adhérence.

(3) De toute suite dans X on peut extraire une suite qui converge.
Pour la démonstration, on doit d’abord établir deux lemmes.

10.5.11 Lemme: (Lemme 1) Soit (X,d) un espace métrique tel que toute suite posséde au moins une
valeur d’adhérence.

Alors pour tout recouvrement {U;} de X par des ouverts , il existe € > 0 tel que :

iel
Vee X3iel tq B(z,e)CU

Un nombre tel que ¢ dans ’énoncé précédent est appelé nombre de Lebesgue du recouvrement {Us}, ;.
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Preuve:du Lemme 1 : Si un tel ¢ n’existe pas, une suite {X,},y telle que B(xn,% ¢ U;, Vi € I Soit
a € X une valeur d’adhérence de la suite z,, ; il existe un ouvert U;, qui contient a; alors pour k assez
grand, que ’on peut prendre aussi tel que ng > %,xnk € B(a,e/2), et alors B(xy,,, nik) C B(a,€) C Ui,
contradiction. O

10.5.12 Lemme: Lemme 2 Soit (X,d) un espace métrique tel que toute suite posséde au moins une
valeur d’adhérence. Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble fini {a;,...,aN} C X tel que :

N
X = U B(ay,€)

n=1

Preuve: Prenons a; € X quelconque; si X = B(aj,€), le lemme est démontré. Sinon il existe as €
X\B(ay,€); on recommence avec aq,az : si X = B(aj,e) UX = B(ag,€), on a fini, sinon on prends
as € X\(B(a1,€) UX = Blas,¢€)), et ainsi de suite.

Si le procédé ne s’arréte pas, on peut construire une suite infinie aq,as, ..., @y, ... telle que pour m <
n,d(an,an) > €. Il est clair que 'on ne peut pas extraire une suite qui converge d’une telle suite; le
procédé doit donc s’arréter aprs un nombre fini de pas, ce qui démontre le lemme. O

Preuve:du théoréme Si X est compact et {z,,}, .y C X une suite, les fermés Fy = {x,,n > N} sont non
vides et on peut appliquer une remarque précédente pour en conclure que NyenF , qui est ’ensemble
des valeurs d’adhérence, est non vide. Ceci montre que (1) = (2), et il suit d’une proposition précédente
que (2) et (3) sont équivalents.
Il reste & voir que (2) = (1). Soit {U;},.; un recouvrement de X par les ouverts; soit € un nombre de
Lebesgue de ce recouvrement, fourni par le lemme 1, et soient aq,...,any € X les points fournis par le
lemme 2. Si U;,, est un ouvert qui contient «a;, , les ouverts U;, , ..., U;,, recouvrent X. O

Comme application, on peut caractériser les compacts de R™ en partant du théoréme de Cantor qui
affirme que si I; D I>... D I D ... est une suite décroissante d’intervalles fermés et bornés de R, alors
NI # (. La preuve du théoréme de Cantor est intimement liée 3 la construction des nombres réels : si
I, = [ag,bg], on a que ap < by et by > a1, donc il suit des propriétés fondamentales des nombres réels
que l'on peut poser

a = sup{ay},b=inf{by};

on aura a < b et Ng>1ly = [a,b]. Dans le cas ou la longueur de I; tend vers 0, on aura a = b et
Ne>1dk = {a}

Ici, ’espace K considéré est un espace métrique.

10.5.13 Théoréme: Toute suite bornée d’éléments de K admet au moins une valeur d’adhérence.

10.5.14 Definition: Une partie K de E est dite compacte si toute suite d’éléments de K posséde au
moins une valeur d’adhérence dans K, c’est & dire :

Y(u,) € KN, 30 : N — N, tq: lim Up(n) =1
n—oo
(avec ¢ strictement croissante).
10.5.15 Théoréme: Toute partie compacte est femée et bornée.

Preuve: Soit K une partie compacte. Montrons que K est fermée : soit (z,)nen une suite convergente
d’éléments de K et posons [ sa limite. Puisque { est 'unique valeur d’adhérence de la suite (2, )nen (toute
suite extraite converge vers [), alors,par définition d’un compact, I € K. Montrons maintenant qu’elle
est bornée : par l'absurde, si K n’était pas bornée,il existerait une suite (z,)neny d’éléments de K telle

que ||zn|| > n,¥n € N. Donc lim x,, = oo, or, cette suite n’a pas de valeur d’adhérence, car toute suite
n—oo

extraite vérifie (par le fait que p(n) > n si ¢ est strictement croissante dans N)
vnll = llup, | > on >n

, donc toute suite extraite diverge également vers +oc. ]
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10.5.16 Théoréme: Toute partie fermée d’une partie compacte est elle-méme compacte.

Preuve: Soit (z,)nen une suite d’éléments de F. Comme F C K, c’est aussi une suite d’éléments de
K ,donc il existe une sous-suite de (z,)nen (d’éléments de F') convergeant vers [. Mais, F' étant fermé,
leF. O

10.5.17 Théoréme: En dimension finie, les partie compactes sont exactement les parties fermées et
bornées.

Preuve: En raison d’un des théoréme ci -dessus (deuxiéme au dessus), il n’y a qu’un seule implication &
démontrer :

Soit K une partie fermée et bornée d’un espaces vectoriel E de dimension finie p € N.Si p = 0,FE = {Og}
et K ={0} ou K = {0g}. Dans les 2 cas, K est une partie compacte.

Sinon, on introduit une base e = (e1, ez, ...,€,) de E et on considére la norme ||.|| , .. Soit u = (u(n))nen
une suite d’éléments de K. Noton uy, uz, ..., u, les coordonnées de u. Soit v € (KP)N définie par v(n) =
(u1(n), ..., up(n)). Puisque K est bornée, IM € R* tel que

Ve e K, |lz|| < M

Donc, en particulier
Yn e N,Vo € K, |lu(n)|| < M

ce qui signifie :
Vi<j<pVneN,|u;n)|<M

, | . | étant la valeur absolue ou le module.La suite v est donc élément su compact [—M, M si K = R
et du compact D(0, M) (disque fermé) si K = C.Elle admet donc une valeur d’adhérence et il existe
¢ : N — N strictement croissiante telle que v((¢(n)))nen converge, donc les coordonées (u;(¢o(n)))nen
et finalement, u((¢(n)))nen converge. De plus,u((¢(n)))nen € KN et K est fermé donc la limite de cette
suite est dans K. O

Ouverts, Fermés,bornés
Oun suuppose quz FE est un espace normé,(on pourrait méme se restreidre & un espace métrique) on définit
les notions d’ouverts,fermés et borné.

10.5.18 Definition: On appelle voisinage d’un élément a de E toute partie V vérifiant : o > 0 tel que
B(a,a) CV (B(a,a) = B,(a,a), boule ouverte).

10.5.19 Definition: On dit qu’un ensemble U est ouvert si pour tout z € U, x est voisinage de chacun
de ses points, c’est & dire, si pour tout « € U, Ja > 0 tel que B,(a,a) CU.

.
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10.5.20 Definition: Une partie F de E est dite fermée si son complémentaire dans E est ouvert.

Partie fermée Partie non fermée

10.5.21 Proposition: -Une réunion (finie ou infinie) de parties ouvertes est une partie ouverte.(1)
-Une intersection finie de parties ouvertes est une partie ouverte.(2)

-Une intersection (finie ou infinie) de parties fermées est un fermé. (3)

-Une union finie de parties fermées est fermé. (4)

Preuve: (1).Soit (Uy);er une famille de parties ouvertes de F et de U = ,UIUi-
1€

Soit a € U, il existe i € I tel que a € U;. Puisque U; est un ouvert, il existe a > 0 tel que B(a,a) C U;
et donc B(a,a) C U.

(2).Soit (U;)1<i<n est une famille de paties ouvertes de E et U = IPW U;.

i=1
Soit « € U. Pour tout i € {1,...,n}, il existe o; > 0 tel que a € U;. Pour a = min{ay,...,an} > 0, on
pour tout ¢ € {3,...,n}, B(a,a) C B(a,a;) C U; donc B(a,a) C U.
(3) et (4).Par passage au complémentaire d’une union ou d’une intersection d’ouverts. O

10.5.22 Proposition: On a équivalence entre :
(i) F est fermée
(ii) Pour tout z,, € FN,z,, > a=a€ F

Preuve: (i) = (ii) Par contraposée.

Supposons qu’il existe (X,,) € FY telle que z,, — a et a ¢ F.

Soit a > 0. Pour n assez grand, ||z, — a|| < a donc z,, € B(a,«), et donc B(a,a) N F # (.

Ainsi @ € CgF et Ya > 0,B(a,a) ¢ CgF

La partie CgF n’est pas ouverte et donc F' n’est pas fermée.

(i) = (i) Par contraposée.

Supposons F' non fermée i.e. a € CgF non ouvert.

1l existe a € CgF tel que Va > 0, B(a,a) N F # 0

Soit n € N. Pour o = 1/(n + 1) > 0 il existe x,, € B(a,1/(n+1))NF.

En faisant varier n, ceci détermine une suite z,, € F'V telle que z,, — a avec a ¢ F. ]

10.5.23 Definition: Soit un ensemble E et X une partie de E. On appelle intérieur de X le plus
grand ouvert de E inclus dans X et adhérence de X le plus petit fermé de E contenant X. Pour une

définition plus formelle : Adhg(X)= N Y; (intersection de tous les fermés contenant X) et
XCY;,Yi ferme
Intg(X)= U Y; (réunion de tous les ouvertes inclus dans X).

Y: CX,Y;ouvert

10.5.24 Proposition: -a € Int(X) < Ja > 0 tel que B(a,a) C X

-a € Adh(X) < pour tout o > 0, B(a,a) N X # 0

-(caractérisation séquentielle des points adhérents) : On a équivalence entre : (i)a est adhérent a X et (ii)
Iz, € XN tel que =, — a.
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Preuve: Soyons méthodiques : Remarquons que Int(X) est un ouvert (réunion infinie de parties ouvertes)
et Adh(X) est un fermé (intersection infinie de parties fermés).De plus, par définition : Int(X) C X C
Adh(X). Ainsi, le sens = de la premiére proposition exprime le fait que Int(X) est ouvert.L’autre sens se
déduit par définition : B(a,a) C X. Or B(a, a) est une boule ouverte, donc un ouvert inclus dans X. On
va maintenant prouver le sens < de la troisiém proposition : puisque Adh(X) est fermée et X C Adh(X),
z, € Adh(X)Y et donc :a € Adh(X) par la caractérisation séquentielle des parties fermées. Prouvons
ensuite le sens = de la deuxiéme proposition par contrapposée : si da > 0 tel que B(a,a)NX = 0, B(a, @)
C Cg(X) (Cg est le complémentaire dans E) donc, par passage au complémentaire, X € Cg(B(a,q)).
Or, Cg(B(a,a)) est un fermé, car (B(a,a)) est une boule ouverte, et il contient X. Donc Adh(X) C
Cg(B(a,)), ce qui permet de déduire : a ¢ Adh(X) (car a € B(a,a) = a ¢ Cg(B(a,a))).

Prouvons maintenant que Yo > 0, B(a,a) N X # () & 3z, € XY, ce qui nous permettra de démontrer le
sens < de la deuxiéme proposition et, par suite, une fois ce sens démontré, cela prouve également le sens
= de la troisiéme proposition (écrivez les implications sur un papier si vous n’étes pas convaincu de cela).
Si Va > 0,B(a,a) N X # (), soit n € Neta = H%H Par application de la propriété :B(a, %_H) NX # (.

Soit x,, un éleément de cet ensemble : cela définit une suite telle que lim ||z, —al| < %_H — 0, donc
n—oo s

T, — a. Maintenant, si 3z,, € X" tel que z,, — a, Ya > 0, AN € N tel que Vn > N, ||z, —al| < o, et

donc B(a,a) N X # (. O

10.5.25 Proposition: Soit f une fonction continue : f : E — G. L’ensemble A={z € E, f(z) =k € F}
ot F' est un fermé (on peut également considérer, a la place de l’égalité, les signes <, >). Soit g une fonc-
tion continue : g : E — G. L’ensemble B={x € E,g(x) < k € U} ot U est un ouvert (on peut également
considérer, o la place le signe > ).

Preuve: (i) Soit une suite =, € AN : f(x,) = k¥n € N. On peut passer & la limite car f est continue,
soit : 81 (Tn)nooo —> @ € E, (f(2n))nooo =— f(a). Or, f(x,) =k = f(a) = k. C’est une conséquence
de la continuité de f. Donc A est fermeé.

(i) Soit y € B : g(y) < k. Or, g est continue = pour € = k%(y), Ir tel que Vo € B(y,r) (boule ouverte),
| g(z) —g(y) |< e = g(x) < W < &£E = k. Donc B est ouvert.

Remarque : il esxiste des résultats un peu plus généraux sur le lien entre continuité et topologie, mais
non nécessaires dans ce TIPE. O

10.5.26 Definition: On appelle frontiére d’une partie X de E 'ensemble Fr(X) = Adh(X)/Int(X).
10.5.27 Definition: Une partie X de E est dite dense dans E si Adh(X) = E.

10.5.28 Proposition: Si deuz fonctions f et g sont continues avec
f,g: E— F
et égale sur une partie X dense dans E, alors f = g sur tout I’ensemble E.

Preuve: Soit = € E. Il existe z,, € XV) telle que z,, — z car X est dense dans E. f(x,) = g(z,)Vn € N,
donc & la limite, et par continuité de f et g, f = g¢. O

10.5.29 Definition: Une parie X d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est dite bornée si Ir > 0
tel que X C B(0,r).

Espaces normés,Normes

On a déja défini ce qu’était une norme dans la partie 4.1. On peut également préciser que la norme
est une application a valeurs dans R, Nous allons voir son utilité :

10.5.30 Definition: Soit K un corps commutatif et £ un K-espce vectoriel. Une norme est une appli-
cation
N:E —R"
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x +— N(z)

vérifiant les propriétés suivantes :
Nz)=0<2=0

N(\z) =| A | N(xz)
N(z+y) < N(z)+ N(y)

Ensemble de vecteurs de normes 1 pour les p — normes :||z|, = (3272, xf)%

N
=]
en
o
=]
(%}
.

10.5.31 Definition: Un espace normé est un espace muni d’une norme.

10.5.32 Definition: Soit X un espace topologique. On appelle boule de rayon a et centrée en x pour la
norme ||.|| ensemble {y € X, ||y — z|| < a}. Puisu’on a le signe <, on parle de boule ouverte. Si on avait
<, on parlerait de boule fermée. On la note B,(z,a) (respectivement :B¢(z, a)).

10.5.33 Definition: Une fonction f est continue en y si pour tout € > 0,3a > 0 tel que ||y —z|| < a =

1f(y) = f(@)] <€

10.5.34 Definition: Convergence : Une suite u,, converge vers une limite [ si liz_n [lwen, = I|| = 0.
n—-+4oo

10.5.35 Proposition: Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes (2 nmormes ||.||, et ||.|l, sont équivalentes si Jo, 5 tels que o||z||y, < ||z||; < B|z|,, pour tout
zeX).

Preuve: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie p.
Si p = 0 alors la seule norme sur E est ’application nulle et le probléme est résolu.

Si p > 0 alors on peut introduire une base B = (¢!, ...,e?) de E et considérer la norme ¢ définie par :
pour tout « = z1e1 + ... + zpe, € B, ||| = max {| z1 |,...,| zp |}

Soit N une autre norme de F, montrons que N et ||.||, sont équivalents ce qui permet de conclure.
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Pour x € E sécrivant £ = x1e1 + ... + zpe,, 'inégalité triangulaire et I’homogénéité de la norme N
donnent :
N(z) < k||z|, en posant le k = N(e); + ... + N(e)p.

Ainsi la norme N est dominée par la norme ||| .
Inversement, montrons en raisonnant par l’absurde que la norme |||  est dominée par N.

Supposons que ||| n’est pas dominé par N. Pour tout o € R, il existe donc un vecteur = € E vérifiant :
2]l > N (2).

En prenant « = n avec n parcourant N, on peut ainsi définir une suite (z(n)),en d’éléments de E
vérifiant : Vn € N, ||z(n)||, > nN(z(n)).

lloo

Quitte & diviser le vecteur x(n) par le scalaire ||z(n)||, on peut aussi supposer que la suite (z(n))nen
vérifie : Vn € N, ||lz(n)]| , =1

1 N
On a alors N(n(zr)) < ;- et donc x(n) el 0.

Montrons maintenant qu’il existe une une suite extraite (z(n))nen convergeant pour la norme ||.|| .

Introduisons les composantes (z1(n))nen, -, (Zp(1n))nen de la suite (z(n))nen, celles-ci sont bornées car
Vn e N, ||z(n)| = 1.

Puisque la suite scalaire (z1(n))nen est bornée, il existe, en vertu du théoréme de Bolzano-Weierstrass,
une suite extraite (z1(¢1(n)))nen convergente.

Puisque la suite scalaire (z2(¢1(n)))nen est bornée, car extraite de la suite bornée (z2(n))nen, il existe
une suite extraite (z2(p1(p2(n))))nen convergeante. De plus la suite extraite (z1(p1(p2(n))))nen est elle

aussi convergeante car extraite de (z1(¢1(n)))nen déja convergeante.

Ainsi, on a construit une extraction commune aux suites (1(n))nen et (22(n))nen conduisant a des suites
convergeantes.

En poursuivant ce processus, on peut construire une extractrice ¢ telles que toutes les suites (z1(©(n)))nen,
5 (@p((n)))nen convergent.

La suite (z(¢(n))) est alors convergeante pour la norme ||| ; posons [ sa limite.

Puisque Vn € N, ||z(¢(n))||, = 1, & la limite on obtient ||I|| . = 1.

o0
Or la norme N est dominée par ||.||,, donc N(z(p(n)) —1) < kljz(¢(n)) —1||,, — 0 puis z(p(n)) _% l
n (o)
: N N
mais on a déja x(n) o 0 et donc z(p(n)) el 0.
Par unicité de la limite, on obtient [ = 0.
Cependant ||I||, = 1, c’est absurde! O

10.5.36 Exemple: La norme n’est pas unique. Je vais donner 2 exemples de normes matricielles (puisque
c’est le sujet qui nous intéresse) :

A=Al = maz 377, | aij | (1).

1<ign
=l A= Allloo= maz | ai; | (2)

On vérifie que (1) et (2) sont des normes :
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Preuve:

n

|A| =0 = ln&xn; lai; |=0=ai; =0Vi,j eN=> A =0,
j=
De méme,
Il Al[|l=0= maz |a;|=0=a;; =0vi,j €N

I<ig<n

On vérifie treés facilement les 2 propriétés restantes sur les normes. Pour finir, on va montrer que |.|| est

une norme d’algebre : soit C=AB

n

n n n n
AB = goas 3 ey 1= o 313 b | s 33
1AB]| 2,2 i |= maz )| k=1ambk] | maz | qikbr; |

j=1k=1

Or:

DD lawllbey =

k=1 j=1

n n n
S lai D> by < L aw | 1Bl < A] B
k=1 j=1 k=1

Donc [[AB| < [|A]| [ Bl
O

Dans la suite, on se servira de ces 2 normes, donc ne les oubliez pas!

10.6 Connexité

Espaces topologiques connexes

Dans tout ce chapitre (X, 0) et (Y, 0’) désignent des espaces topologiques.

10.6.1 Proposition: On dira que l’espace (X, O) est conneze s’il vérifie l'une des conditions équivalentes
suivantes.

1. Si X est réunion de deux ouverts disjoints alors 'un de ces deux ouverts est vide et l’autre est égale a
X.

2. Si X est réunion de deux fermés disjoints alors l'un de ces deux fermés est vide et l'autre est égale a
X;

3. Si on considére {0,1} mini de la topologie discréte et f : X — {0,1} une application continue, alors
f est constante sur X.

4. Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés de X sont X lui méme et l’ensemble vide.

Preuve: 1 & 2 est évident par passage au complémentaire.

1 = 3:Soit f une application continue de X dans {0,1}. Alors {f*I(O); f’l(l)} représente une partition
de E en deux ouverts (ou deux fermés) de E. par conséquent I'un de ces deux ouverts est vide et 'autre
égale X tout entier, ce qui implique bien que f est constante sur X.

3 = 1: Soient Uy et Uz deux ouverts de X qui définissent une partition de X. Soit aussi f : X — {0.1}
définie par f(U') =0 et f(U?) = 1. f est continue et donc constante sur X. Donc I'un des deux ouverts
est vide et 'autre égale a X tout entier. Cqfd.

1 =4 : Soit U un sous ensemble & la fois ouvert et fermé de X. Alors U¢ est, lui aussi, un sous ensemble
ouvert et fermé de X. Mais U et U¢ définissent une partition de X en deux ouverts. X étant connexe U
est ou vide ou égale & X tout entier.

4 = 1 : Suposons que U et V définissent une partition ouverte de X. Le complémentaire de U est alors
égale A 'V et réciproquement V¢ = U. U étant ouvet, V est alors fermé. De méme U est aussi fermé. Mais
X ne posséde pas de sous ensemble & la fois ouvert et fermé autre que ’ensemble vide et X. Donc 'un
des deux, U ou V est vide l'autre égale & X, ce qui nous donne le premier point. O
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10.6.2 Definition: On dira qu’un sous ensemble U de X est un sous espace conneze de X (ou un connexe
de X) si U est connexe pour la topologie induite de celle de X.

10.6.3 Exemple: Un intervalle de R est connexe dans R (muni de sa topologie canonique). Les seuls
sous ensembles connexes de R sont d’ailleurs les intervalles.

&,
AR

Attention, on a pas de résultats vraiment précis sur la réunion et Uintersection de 2 connexes (le seul
connu : la réunion de 2 connexes d’intersection non vide est connexe).

union union

o &

non connexe connexe
intersection intersection

A A

connexe non connexe

Application continue sur un connexe

10.6.4 Théoréme: L’image d’un connexe par une application continue est un sous ensemble conneze
de l’espace image de cette application.

Preuve: On suppose ic que (X,0) est un espace topologique connexe et soi f : X — Y une application
continue de X dans Y. Montrons que f(X) est un connexe de Y. Supposons donc qu’il existe une partition
{Uy; Uy} de f(X) en deux ouverts. Posons Vi = f~1(Uy) et Vo = f~1(Us). Les deux ouverts U; et U, sont
des éléments de topologie induite sur f(X) et sont donc de la forme Uy = f(X)NO; et Uz = f(X)NO3 ou
O; et O sont des ouverts de Y. De plus, pour i = 1,2, f~1(U;) = f~1(O;) = V;. Comme f est continue,
on en d éduit que les sous ensembles V; et V5 sont des sous ensembles ouverts dans X. De plus, par
construction, leur réunion recouvre X et leur intersection est vide. {V;;V2} est donc une partition de X
en deux ouverts. Comme X est connexe, I'un de ces deux ouverts est vide et ’autre égale & X tout entier.
Mais ceci implique que 'image par f de chacun de ces deux ouverts est, respectivement vide et égale &
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f(X) tout entier et donc que 'un de nos deux sous ensembles Uy; Us de f(X) est vide et 'autre égale a
f(X). f(X) est alors bien connexe. O

En application de ce théoréme :

10.6.5 Théoréme: (Theo. des valeurs intermédiaires) Si une application [ est définie et continue sur
un intervalle Ja,b] de R (04 a et b sont des réels quelconques pouvant étre égales & respectivement —oo et
+00), et si de plus o’ et b’ sont des éléments de |a,b[ tel que o' <V alors pour tout C € [f(a), f(V)], il
existe ¢ € [a', V'] tel que f(c) =C.

Preuve: L’'image d’'un connexe par une application continue est connexe. Or, les intervalles de R sont
les sous ensembles connexes de R. On en déduit donc que 'image de [a’, '] par f est un intervalle de R.
Tout élément de ce dernier possédant un antécédant dans [a’, V'], le théoréme est démontreé. O

Quelques critéres de connexité

10.6.6 Proposition: Si un sous ensemble U de X est connexe, il est de méme de son adhérence.

Preuve: f : U — {0, 1} une application continue.(l’adhérence de U est munie de la topologie induite de
celle de X et {0, 1} est muni de la topologie discréte). f est donc continue sur U. Mais U étant connexe,
cela implique que f est constante sur U. On peut par exemple supposer que f vaut 1 sur U. Soit x un
élément de U /U. Supposons que f(z) = 0. Comme f est continue et que {0} est un ouvert de {0, 1} muni
de la topologie discréte, f~1(0) est un ouvert de I’adhérence de U contenant x. C’est donc, en particulier,
un voisinage de x. Mais comme x est adhérent & U, ce voisinage intersecte nécessairement U, et donc, par
construction de ce voisinage, U posséde des points dont I'image par f est nulle. Ce qui est absurde, par
hypothése. Donc f =1 sur 'adhérence de U et cette adhérence est donc belle et bien connexe. O

10.6.7 Proposition: Soient (U;);c; une famille de sous ensembles connexes de X tels (\U; # 0 alors
il

U U; est connexe.

icl

Preuve: Notons U la réunion des (U;);c; et soit une application continue f : U — {0,1}. Soit a € X un
point de l'intersection des (U;);cr. La restriction de f a U;, i étant fixé dans I, est encore une application
continue & valeurs dans {0,1}. Comme U; est connexe, il s’en suit que f es constante sur U;. On peut
supposer, par exemple, que f vaut 0 sur U;. On aura donc f(a) = 0. i étant quelconque dans I, f est alors
constante sur chaque U;,Vi € I et donc que f est nulle sur U et donc constante sur U. Ce qui implique
que U est connexe. 0

10.6.8 Definition: Soit x un élément de X. On appelle composante connexe de x la réunion des sous
ensembles connexes de X contenant x.

10.6.9 Proposition: Soit z un élément de X.
- La composante connexe de x est le plus grand composant de X contenant x.
- La composante connexe de x est une partie fermée de X.

Preuve: La premiére partie de la proposition est évidente, par définition de la composante connexe d’un
point. La seconde partie s’en déduit aussitot car, rappelons le, si un ensemble est connexe, il en est de
méme de son adhérence qui de plus est fermée. Donc si U est le plus grand connexe de X contenant x, il
est nécessairement égale & son adhérence qui est aussi connexe et qui contient aussi x. O

10.6.10 Definition: Soient x et y deux éléments de X. On appelle chemin d’extrémités = et y (ou chemin
joignant x et y) de X toute application continue ¢ : [0,1] — X telle que ¢(0) = z et ¢(1) = y.

10.6.11 Definition: On dira que (X, O) est conneze par arcs si tout couple d’éléments de X peut étre
joint par un chemin.
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10.6.12 Proposition: Si X est connexe par arc alors X est conneze.

Preuve: Supposons donc que X n’est pas connexe. Soit alors {U, V'} une partition de X en deux ferm
és. Soient aussi x un élément de U et y un élément de V. Comme X est connexe par arc, il existe un
chemin ¢ : [0,1] — X telle que ¢(0) = = et ¢(1) = y. Notons A = {t € [0,1]/c(t) € U}. Comme A est
un sous ensemble majoré de R, il posséde une borne supérieure que ’on note tg. Notons, d’autre part,
B = {t€]0,1]/c(t) € V}. B est un sous ensemble minoré de R et posséde, par conséquent, une borne
inférieure que ’on note t;. On a nécessairement ¢y = t;. Supposons que ce ne soit pas le cas, alors ty < t;.
On peut alors trouver un réel t élément de Jto, ¢1[ mais I’élément c(t) de X ne peut alors ni étre élément
de U ni de V. Ce qui est impossible.

Notons T = tg = t;.

T étant la borne supérieure de A, on peut construire une suite (¢, )nen d’éléments de A convergeante vers
T. Mais U étant fermé et c continu, Jingoc(tn) = ¢(T) est un élément de U. De méme, on montrerai que

¢(T) est un élément de V. Mais U et V ont étés supposés disjoints. On aboutit alors & une contradiction
et X est bien connexe. O

Voici une petite image :

Remarque : Attention, la réciproque est fausse.

L’adhérence C du graphe G de f est connexe, mais pas connexe par arcs

1.0 ‘}
0.5
0.0

-0.5 ‘
1.0 ‘

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Prouvons le :

Soit G = {(z,sin(1)),z €]0,1]}. En tant que graphe d’une fonction continue sur un ensemble connexe,
G est connexe, et 'adhérence d’un connexe étant connexe, G est connexe.
Cependant :

10.6.13 Proposition: L’espace topologique G, muni de la topologie induite par celle de R? n’est pas
connezxe par arcs. Plus précisément, il a deux composantes connexes par arcs :G et G' = {0} x [—1,1].

10.6.14 Lemme: Les parties connexes de R ainsi que celles d’un intervalle de I R sont les intervalles
de R (respectivement, I ).
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Preuve:

Si A est une partie connexe de R (respectivement, I) alors A est un intervalle, puisque tout réel a
strictement compris entre deux éléments de A appartient lui aussi & A : sinon, | — oo, a[NA et ]a, co[NA
(respectivement :JinfI,a[NA et ]a, supl[NA) formeraient une partition de A en deux ouverts de A non
vides et disjoints.

Maintenant, montrons qu’un intervalle A de R ou de I est connexe. En effet, A puisque toute application
continue de A dans R qui ne prend que les valeurs 0 et 1 est constante, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires.

Attention : cela implique de savoir prouver le théoréme des valeurs intermédiaires d’une autre maniére
que celle que j’ai montré, car c’est précisément ce lemme qu’on a utilisé pour prouver le théoréme des
valeurs intermédiaires (exemple : par dichotomie ou par la propriété de la borne supérieure). O

Preuve:de la proposition :Montrons déja que G = GU {0} x [-1,1] = GUG".

1 z

G C GU{0} x [-1,1] : en effet, la fonction sin(L) est bornée par 1 et, pour a € [—~1,1], on pose
_ 1

Tn = Grosim(a)Tonr On a donc sin(--) = o, ¥n € Net lim x, = 0. Cette inclusion est donc montrée car
n n—oo
(zn,sin(-)) = (0,a) € G'. La seconde inclusion est évidente, d’on I'égalité des 2 ensembles.

Les espaces G et G’ sont connexes par arcs : pour G, on prend v(t) = (z + t(y — z), sm(m)) qui
1

permet de relier (z, sin(<)) et (y, sm(%)), tant que x et y # 0. Pour G’, c’est évident.

Montrons qu’il n’existe pas de chemin continu reliant G et G’ : soit a = (0,a) € G’ et b = (B,sm(%))

Supposons qu’il existe v : [0,1] — G tel que v(0) = a et v(1) = b. On pose y(t) = (u(t),v(t)) avec
u, v : [0,1] — R continues, et qui vérifient : soit u(t) = 0 et v(t) € [—1,1], soit u(t) > O et v(t) = sm(%t))
On considére Q = {t € [0,1],u(t) > 0} : c’est un intervalle ouvert de [0, 1] car u est continue.De plus,
comme on est dans [0, 1], un intervalle de R, alors les composantes connexes et ouvertes de [0, 1] sont les
intervalles de la forme : ], d[, [0, d[ ou ]¢, 1], avec 0 < ¢ < d < 1.0n note J 'une des composantes connexes
de [0, 1]. v(0) = (u(0),v(0)) = (0, ), u(0) = 0 donc, forcément, 0 ¢ Q = J =|c,d[ ou J =|d, 1] = c ¢ J.
Par conséquent, ¢ ¢ Q : par I'absurde, si cétait le cas, J C JU{c}, qui est également connexe et strictement
plus grand que J, ce qui est impossible par définition de la composante connexe.

Donc u(c) = 0. L’ensemble u(.J) est un intervalle (car image connexe d’un intervalle), inclus dans ]0, o]
et comme u(c) = 0, la borne inférieure de u(J) est 0. Sur un tel intervalle, la fonction z +—— sin()

x

prend une infinité de fois chaque valeurs entre —1 et 1, et on déduit que . lir?> sm(ﬁ) n’existe pas
—c,t>c

alors que t_l)@cz”&csm(u(t)) t_l)@cgﬂgcv(t) v(c)(car v(t) est continue et, sur J,v(t) sm(u(t))) : C’est une
contradiction. O

10.6.15 Proposition: Si G/H et H sont connezes, G est conneze.

Preuve: Soit f : G — {0,1} une application continue; puisque H est connexe, chaque x.H l'est aussi et
f est constante sur les classes z.H ; elle définit donc par passage au quotient une application f : G/H —
{0, 1} continue, donc constante.

Finalemment, f est constante. O

11 Conclusion :

Je remercie Alessandra Frabetti, mon encadrante, pour le choix du sujet, le temps qu’elle a passé & m’ex-
pliquer certaines notions et pour l'intérét qu’elle m’a permis de développer pour la géométrie différentielle.
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Je la remercie également pour m’avoir laissé une grande liberté pour la poursuite du TIPE, car j’ai pu
approfondir les domaines que je souhaitais,qui m’inspiraient et il est vrai qu’au début de ce TIPE, je ne
savais méme pas quel allait étre le but final, car plusieurs possibilités s’ouvraient a chaque étapes (j’en
parle d’ailleurs un peu plus loin).

Je remercie aussi Nguyen Viet Dang, mon professeur de TD de géométrie et calcul différentiel avec
qui j’ai pu avoir quelques échanges intéressants sur différents sujets liés & ce TIPE. Je remercie enfin
Philippe Caldero pour la confiance qu’il m’a accordé et, plus généralement, ’ensemble des chercheurs
en mathématiques de I’ Institut Camille Jordan pour la bonne ambiance qui régne au sein du batiment

braconnier.

Le type de travail que j’ai fait dans ce TIPE est assez varié. Comme on peut le voir dans cette bibliographie,
il a consisté & comprendre un certain nombre de notions par moi-méme a 1’aide de livres ou de pages web,
mais également & retrouver certains résultats par moi-méme, soit parce que mon encadrante me donnait
des résultats en exercices, soit parce que je me posais certains exercices ou enfin, lorsque la documentation
que je prenais laissait des preuves en exercices. Enfin, le dernier type de travail est tout simplement par
I’enseignement direct : quand je ne comprenais pas quelque chose ou que je bloquais sur une preuve, j’ai
pu demander des explications & Alessandra.

11.1 Bibliographie

Voici les principales références qui m’ont servi.
1.Matrix groups. An introduction to lie group theory : Andrew baker, chapitres 1,2,3 et 7.

2.Introduction a la théorie des groupes de Lie classiques : Rached Mneimné, Frédéric Testard, chapitres
2 et 3.

3. http ://www.math.ens.fr/ viterbo/Cours-Geo-Dift-2012/Poly-Geodiff-2013.pdf
COurs de Claude Viterbo sur des notions de géométrie différentielle.

4. Lie groups : J.J Duistermaat et J.A.C Kolk, Chapitre 1.

5. http ://math.univ-lyonl.fr/ frabetti/ GEO-M2/geometrieM2.pdf
Cours d’Alessandra Frabetti pour la partie sur les sections, fibrés et champs de vecteurs.

6. Géométrie différentielle : variétés,courbes et surfaces : Marcel Berger et Bernard Gostiaux, Chapitres
2 et 3.

11.2 Index des résultats intéressants prouvés et expliqués dans ce TIPE :

Voici ici un idex de résutats intéressants qui ne figurent pas dans la tables des matiéres (aucun intérét
sinon). Malheuresement pour le lecteur, je ne renvoie pas aux pages ol ’on retrouve ces résultats (je n’ai
pas eu le temps : —) ). La plupart du temps, ces résultats portent sur les groupes ou sur les variétés (car
ce sont les chapitres ol un part de résultats intéressants ne sont pas dans la table des matiére).

-Une isométrie vectorielle rélle est composée de rotations et de symétries.
-une isométrie vectorielle complexe est une composée de rotations et symétries.
-Le produit cartésien de plusieurs groupes matriciels est un groupe matriciel.
-Le centre de GL,(K) est K*.

-Le centre de O, (R) est {—1I,,1,}.
-Le centre de U, (C) est {—1I,,,I,}.
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-Le centre de SL,(K) est :{al,, € Kt.qa" = 1}.

-Exemples d’espaces projectifs et caractérisation :

P2(R), PSLy(R)et PG L, (R).

-Tout groupe agit transitivement sur lui méme.

-0, (R) agit transitivement sur S(n — 1).

-U,(C) agit transitivment dur S(2n — 1).

-GL,(K) agit transitivement sur K*.

-Surjectivité de I'exponentielle sur M, (C) et d’autres ensembles.

-L’exponentielle de slo(R) dans SLy(R) n’est pas surjective. -L’exponentielle est 'unique sous-groupe a
un parametre.

-O,(R) est compact, non connexe.

-S0O,,(R) est compact,connexe.

-GL,(R) est non compact, non connexe.

-GL}(R) est non compact, connexe.

-SL,(K) est connexe, non compact.

-GL,(C) est non compact connexe.

-U,(C) est compact, connexe.

-SU,(C) est compact, connexe.

-SO3(R) est simple.

-Le cercle S! est une variété.

-La sphére S? est une variéteé.

-Le tore T? (en tant que tore de révolution) est une variété.

-Le tore T" (en tant que produit cartésien de S') est une variété.

-L’intervalle [0, 1] fermé n’est pas une sous variété, ni une variété (c’est une variété a bord) tandis que
10, 1] est une sous-variété et une variété.

-GLp(R) est une variéte.

-On(R) et SL,(R) sont des sous-variétés réeles de GL,(R) (on peut le montrer directement, sans utiliser
le théoréme de Cartan)

-La spirale logarithmique est un exemple de courbe réguliére en tout point mais qui n’est pas une sous-
variété.

-Le fibré tangent de S! est parallélisable.

-Le fibré tangent de T? (en tant que tore de révolution) est parallélisable.

-Le fibré tangent de T" (en tant que produit cartésien de S') est parallélisable.

-Le fibré tangent de S? n’est pas parallélisable.

-Le cercle S! est un groupe de Lie.

-La sphére S? n’est pas un groupe (donc pas un groupe de Lie).

-La sphére S? est un groupe de Lie.

-Si G est un groupe connexe, exp(g) engendre G.

-exp(g) dans G n’est pas forcément surjective méme si G est connexe.

-Si exp(g) dans G est surjective, G est connexe.

-L’algebre de Lie de GL,(K) est M, (K).

-L’algebre de Lie de SL,(K) est ’ensemble des matrices de M, (K) de trace nulles.

-L’algebre de Lie de O, (R) et SO, (R) est 'ensemble des matrices antisymétriques.

-L’algebre de Lie de U, (C) est ensemble des matrices antihermitiennes (avec trace nulle pour SU,(C)).
-Le fibré tangent d’un groupe de Lie est parallélisable .

-1l existe un sous groupe ouvert du tore qui n’est pas une sous-variété de celui-ci (ni une variété). -Le
groupe de Heisenberg est un groupe de Lie qui n’est pas un groupe matriciel.

-U(2)/U(1) et S* sont homéomorphes

-SU(2)/U(1) et S? sont homéomorphes

-R/Z et S' sont homéomorphes
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11.3 Index de thémes liés a ce TIPE

Voici maintenant un index de problémes intéressants qui sont liés & ce TIPE. Le lien n’est pas forcément
un lien direct avec le sujet, et le niveau de certains des résultas abordés est trés élevé. Le but est de donner
une ouverture sur d’autres sujets.

Autres groupes matriciels : groupe de Lorentz, groupes symplectiques, groupes spinoriels, corps des
quaternions,...

Dans un certains nombre de livres, on retrouve d’autres groupes matriciels tels que le groupe pseudo-
orthogonal, les groupes symplectiques, les groupes de Lorentz et qui trouvent des applications en physique.
Le livre d’Andrew Baker, Matrix Groupes : An Introduction to Lie Group Theory en parle en détail aux
chapitres 4,5 et 6.

Espaces homogénes (notion plutét générale) et projectifs (en particulier : la géométrie
projective) :

Le plan projectif est en fait une compactification du plan R? (c’est & dire, un "plan" fermé et borné),
mais qui permet de représenter la direction d’un point vers Iinfini. En effet, dans R2, on n’a pas de
caractérisation de cette direction, les point qui tendent vers l'infini sont "équivalents".On peut alors
introduire de la géométrie sur un plan (ou un autre espace) projectif.

Simple connexité

La simple connexité est une notion plus forte que la connexité par arcs : elle raffine la notion de connexité.
Un espace simplement connexe est "sans trous" ni "poignées". On formalise cela en disant que tout
lacet tracé dans un espace simplement connexe doit pouvoir étre réduit contintiment (c’est-a-dire par
homotopie) & un point. On peut méme aller encore plus loin en parlant de n-connexité.Voici une petite
image d’illustration de la définition :

Revétements, groupe fondamental :
Ce sont les notions que la simple connexité nécessite d’introduire.

Géomeétrie différentielle :

Le cours de Claude Viterbo cité dans la bibliographie était trés riche a ce sujet. Plus on avance dans les
variétés (et donc dans la géométrie différentielle),plus on peut étudier les groupes de Lie avec précision.
Il en est de méme si on approfondit la notion de groupes. En fait, la combinaison de ces 2 propriétés fait
qu’on arrive & de trés belles simplifications.

Théoréme du point fixe de Brouwer :

Voici I’énoncé :

Dans un espace euclidien UToute application continue d’une boule fermée d’un espace euclidien dans elle-
méme admet un point fixe. C’est un résultat topologique trés intéressant, qui peut étre vu comme une
conséquence du théoréme de la boule chevelue. On peut trouver la démonstration (qui utilise le théoréme
de la boule chevelue) ici : https ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ carriere/TerDunias.pdf

Théoréme du point fixe de Lefschetz :
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Je le mentionne car il est utile lorsque ’on s’intéresse a des groupes de Lie bien particuliers : les groupes
de Lie compacts et connexes. Dans ce cas, des notions topologiques permettent de les classifier (on utilise
la notion de tore maximal).

Le théoréme est une généralisation du point fixe de Brouwer. Voici son énoncé :

Soit f: X — X une application continue d’un espace compact triangulable X dans lui-méme. On définit
le nombre de Lefschetz Ay de f comme la somme alternée (finie) des traces des endomorphismes induits
par f sur les espaces Hy (X, @) d’homologie singuliére de X & coefficients rationnels :

Af = Y pso(=DFTr(f. | Hr(X,Q)). Une version simple d’énoncé du théoréme de Lefschetz est que
si ce nombre As est non nul, alors il existe au moins un point x fixe par f, c’est-a-dire tel que f(z) = .
Si tout comme moi vous n’avez pas compris tout ’énoncé, retenz qu’il s’agit d’une condition suffisante
pour qu’une application continue admette, sous certaines conditions, un point fixe.

Théoréme de ’invariance du domaine :
Puisque je parle pas mal de topologie, un grand théoréme sur les applications ouvertes est celui-ci :

Soit U un sous-ensemble ouvert de R™ et f : U — R"™ une injection continue, alors V' = f(U) est ouvert
et f est un homéomorphisme entre U et V', autrement dit, f est une application ouverte.

Théoréme de mesurabilité de Smirnov :
Toujours dans la topologie, puisque l'on a introduit la notion de paracompacité, voila un résultat trés
intéressant, qui utilise des notions locales et parvient a quelque chose de global :

1l affirme qu’un espace est métrisable si et seulement s’il est paracompact (donc séparé) et localement
métrisable. En particulier, tout espace métrisable est paracompact (théoréme de Arthur Harold Stone )
et toute variété topologique paracompacte (méme sans base dénombrable) est métrisable.

Classification des variétés :

On aurait pu montrer (mais c’est trés difficile) que toute variété compacte et connexe de dimension1 est
diffeomorphe & R/Z et que dans le cas contraire, elle est difféeomorphe & R : c’est la classification des
variétés de dimension 1. Cette classification se généralise en dimension 2 et 3. Le mathématicien Grigori
Perelman a montré que la seule variété compacte connexe de dimension 3 qui soit simplement connexe
est diffeomorphe a la sphére.

Mesure de Haar :
Elle est essentielle lorsqu’on parle des groupes de Lie. Cependant, je n’ai pour I'instant aucune notion sur
cette théorie de la mesure, qu’on voit en L3. Je ne vais donc pas détailler.

Classification des algébres de Lie et diagrammes de Dynkin :

Les diagrammes de Dynkin permettent en fait de classifier les algébres de Lie, autrement dit, de déterminer
et caractériser 'ensembles des algebres de Lie qui vérifient certaines conditions (il faut qu’elles soient semi-
simples et réductives). Le pdf de Bernhard Keller est trés bien expliqué et permet de parvenir a cela.
Pour illustrer la beauté de cette théorie, voici quelques exemle de systémes de racines (en lien avec cette
théorie).

Systéme de racine du groupe de Lie F6.
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Systéme de racine du groupe de Lie ET7.

Représentations des groupes :

J’ai donné quelques exemples de représentations linéaires, mais il y a une théorie générale utilisant
des notions d’algébre linéaires (tenseurs,...) , qui est beaucoup plus vaste que les quelques notions que
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j’ai introduites.

Fibration de Hopf :
Le fait que SU(2)/U(1) = S? = S?/S! permet d’étudier la fibration de Hopf : celle-ci donne une partition

de la sphére & 3-dimensions S? par des grands cercles. Plus précisément, elle définit une structure fibrée
sur S3. Voici 2 images :

Pour plus d’informations sur cette fibration,on en a une trés jolie explication sur ce lien (aux chaptitres
7et8):

https ://www.youtube.com/embed/cL7BpDrRc4s ?list=PLw2BeOjATqrtiLPWvH _VeXmmBRmwcEwLz
1l s’agit d’un film de vulgarisation trés intéressant.

Groupes de Lie :

Bien évidemment, il y a encore beaucoup de choses & dire sur les groupes de Lie, et ce TIPE n’est vraiment

qu’un début. Une des question que laisse ce TIPE en suspens est la démonstration du 3éme théoréme de
Lie de facon globale.



