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Résumé

L “objet de ce travail est la présentation et la démonstration du théoréme de
Wigner. C 'est un théoréme fondamental de la théorie des spectres de matrices
aléatoires dont la dimension tend vers I'infini. Ce théoréme entraine que la distri-
bution des valeurs propres de telles matrices est de la forme d’un demi-cercle. Une
expérience faite sous MAPLE confirme cette forme pour des matrices de grande
taille.



Introduction

Depuis la fin des années 1920, les matrices aléatoires ont fait I'objet d’une
analyse statistique avancée qui a commencé avec le travail de J. Wishart dans
"The generalized product moment distribution in samples from a multivariate
population" apparu dans Biometrika en 1928. Cependant ces travaux se sont basés
sur des matrices aléatoires de taille fice dont les coefficients été tirés d’'une loi
norinale centrée-réduite.

Les premiers résultats asymptotiques sur le spectre de matrices aléatoires dont
la taille tend vers I'infini ont été obtenus par Eugene Wigner dans les années 1950
dans une série de trois papiers dont le premier est : "Characteristic vectors of bor-
dered matrices with infinite dimensions" apparu en 1955. Les travaux de Wigner
étaient motivés par la physique nucléaire et expliquent les résultats expérimentaux
des niveaux mesurés d'énergie atomique grace 4 la limite du spectre de ces ma-
trices aldatoires. Depuis ces travaux, l'analyse de la limite du spectre des matrices
aléatoires dont la taille tend vers I'infini a attiré Pattention et a suscité intérét pour
les chercheurs dans le domaine des probabilités, des statistiques et de la physique.

Ce travail d’initiative personnelle encadré réalisé dans le cadre de la licence
de mathématiques a pour objet de présenter le théoréme de Wigner et sa preuve.
Selon ce théoréme pour AY une matrice aléatoire de taille N x N si

; o 1
E[AS] = 0.E[IATF] = %

N A E 0 si k& est impair,
f\lulil;o .j\_fTr'r ((A ) ) - { Cl sinon

Il y a convergence en espérance et presque siirement. Un corollaire trés important
de ce théoréme est que la distribution des valeurs propres dune matrice aléatoire
dont la dimension tend vers I'infini est de la forme d’un demi-cercle.

Avant de présenter le théoréme et sa preuve, il convient d’exposer les notions
fondamentales qui servent & démontrer le théoréme. Ces notions sont les graphes,
les nombres de Catalan et la loi du demi-cercle. Cette présentation est faite dans un
premier chapitre ot le lien qui existe entre ces notions mathématiques est formulé.
Dans un deuxiéme chapitre, il y a le théoréme de Wigner, sa preuve ainsi qu’une ex-
périence sous le logiciel MAPLE pour tester le théoréme. Enfin en annexes tous les
théorémes, lemmes et propriétés qui ont aidé pour la démontration sont démontrés.

Remerciements Je remercie Guillaume AUBRUN d’avoir pensé & ce sujet
intéressant et de m'avoir permis de redécouvrir 1'élégance mathématique. Je le
remercie aussi pour son soutien durant la réalisation de ce travail.




Chapitre 1

Eléments de la théorie des graphes
et nombres de Catalan

1.1 Eléments de la théorie des graphes

1.1.1 Graphes

Un graphe permet de représenter simplement la structure, les connexions, les
cheminements possibles d'un ensemble complexe comprenant un grand nombre
de situations, en exprimant les relations et les dépendances éventuelles entre ses
éléments. Ainsi un réseau de communication, un réseau routier ou ferroviaire, ou
encore un arbre généalogique peuvent étre représentés par des graphes. Dans notre
cas on s'intéressera a la représentation de Pexpression d'une matrice aléatoire de
taille N x N par les graphes. Pour cela il y aura besoin de préciser quelques no-
tions sur les graphes, comme par exemple savoir ce que c’est un graphe orienté,
non orienté, ou connexe. Commengons donc par quelques définitions.

Définition 1.1.1 (Graphe orienté) Un graphe orienté G = (S, E) est déter-
miné par :

- un ensemble S = {s1,s9,...,5,} dont les éléments sont appelés sommets

- un ensemble E = {e,ea,...,e,} du produit cartésien S x S dont les éléments
sont appelés arcs.

Pour un arc e = (s;,3;), s; est U'extrémité initiale, s; Pextrémité finale (ou bien
origine et destination). L’arc e part de s; et arrive a s; . Un arc de la forme (s;, s;)



est appelé boucle.
Dans ce travail on s’intéresse & des matrices symétriques, done pour faire appel

| aux indices des coefficients de ces matrices, on utilise des graphes non orientés.

Définition 1.1.2 (Graphe non orienté) Un graphe non orienté (¢ = (S, E) est
déterminé par :

- un ensemble S = {51, 5y,..., 5} dont les éléments sont appelés sommets
- un ensemble E = {e, e, o €n} qui est un sous-ensemble du produit cartésien
8 x S et dont les éléments sont appelés arétes.

Donc dans le cas des graphes non orientés on s'intéresse a existence d’arc(s)
entre deux sommets (sans en préciser 'ordre).

Définition 1.1.3 (Chaine) Une chaine est une séquence d’arcs telle que chaque
arc ait une extrémité commune avec le suivant.

Définition 1.1.4 (Cycle) Un cycle est une séquence d’arétes distictes e; = (Si, 8101},
1 <i<pielles que Ip > 1, 81 = 5,4.

Définition 1.1.5 (Graphe connexe) Un graphe G = (S, E} est conneze si Vi, j €
S il existe une chaine entre i et j.

Aprés avoir donné ces quelques définitions sur les graphes, nous regarderons une
forme particuli¢re et fort utile de graphes : les arbres.

1.1.2 Arbres

Définition 1.1.6 (Arbre) Un arbre est un graphe connere gqui ne contient aucun
cycle.

On dit qu’un arbre est orienté s'il est dessiné sur un plan et dans ce cas l'orientation
du plan devient l'orientation de 'arbre aussi.

Remarque 1.1.7 La notion d’orientation d'un arbre est différente de la notion
d’orientation d’un grophe quelcongue.



Un arbre peut avoir une racine et dans ce cas on spécifie un arc de I’arbre d’ofi on
part pour le parcourir.

On peut regarder un arbre comme un arbre double, ¢’est - & - dire oi chaque aréte
apparait deux fois comme deux arétes paralléles des deux cotés de aréte de dé-
part. Le chemin qui part de la racine et qu'on peut parcourir sur cet arbre double,
prendra comme orientation celle du plan.

Les arbres sont différents des autres graphes et cette particularité peut étre
caractéris¢ mathématiquement.

Lemme 1.1.8 So0it G = (S, E) un graphe connere avec S U'ensemble des sommets
et I/ l'ensemble des arétes. On note | A| le nombre d’éléments disticts de l'ensemble
fini A. On a alors :

|S| < |E|+1

Il y a égalité si et seulement si G est un arbre.

Preuve
Si |5] = 1 alors I'inégalité est évidente.
Pour |S| = n > 1 procédons par récurrence.
Supposons que |S| = n et soit s un élément de S. Ce sommet est contenu dans an
moins une aréte de E. Soit [ > 1 le nombre d’arétes de E qui contiennent s. On
les note {e1, ..., ;). On remarque alors que G se décompose en deux parties : celle
composce de s et (e, ..., e;) et I'autre partie ol il y a les n — 1 sommets qui restent
et les arétes autres que (e, ..., ). Cette deuxiéme partie est en fait composée de
7 < [ graphes connexes G; = (S5;, £;) pour Vj € {1,...,r} . Plus précisément il y
aura au maximum autant de graphes connexes que d’arétes qui contiennent s. Il
peut y en avoir moins si les sommets autres que s des deux arétes qui contiennent
s, sont reliées par la méme aréte ou plus simplement si s fait partie d’un cycle. On
a:

S| = 1= "IS,|, 1Bl — 1= |Ejl
4=1 g=1

Hypothése de récurrence : |V;] < |E;f + 1

En appliquant 'hypothése de récurrence, on obtient :
VI-1< 35 Bl +1=|E[+r -1 < B, (1.1)

Cela prouve la premiére partie du 1.1.8. Pour la deuxi¢me partie du lemme on



se sert de la définition de I'arbre et plus particuliérement du fait qu’un arbre ne
contient pas de cycles. En effet, en se servant de ce qu’on a précisé au-dessus sur
pourquoi r < [, on a vu qu'il y aura égalité si et seulement si il 0’y a aucun cycle
dans le graphe parce que ¢'il y a méme un seul cycle, deux sommets se partagent
la méme aréte et donc il y aura inégalité stricte : r < [ et donc inégalité stricte
dans 1.1. Alors pour que r = [ il suffit et il faut que G soit un arbre. O

Aprés ce lemme faisons un pas en avant vers le lien qui existe entre le nombre
d’arbres orientés et les nombres de Catalan. Regardons tout d’abord le lien entre
les arbres et les chemins de Dick.

Définition 1.1.9 (Chemin de Dyck) Un chemin de Dyck de longueur 2n, ¢ :
({1,...,2n} — N) est un chemin qui commence et se termine & lorigine , avee
e(i +1) —c(i) € {—1,1} et qui reste au dessus de U'aze non négatif.

Proposition 1.1.10 Il y a une bijection entre ['ensemble des arbres orientés en-
racinés avec n arétes et les chemins de Dyck de longeur 2n.

Preuve
Soit G = (S5, E) un arbre de n arétes. On le regardera comme un arbres double,
donc oll chaque aréte de £ apparait deux fois. L’ensemble des sommets S ne change
pas. On part de la racine et on parcours un chemin sur cet arbre double, chemin
gui prend orientation du plan.
Le premier pas sur Parbre correspond au premier pas du chemin de Dyck. En
parcourant le chemin sur I'arbre on ajoute +1 au chemin de Dyck chaque fois
qu’on parcours une aréte qu’on n'avait pas parcouru avant, et si on parcours une
aréte déja rencontrée avant, on lui ajoute -1. Comme les arétes sont toutes doubles
et pour parcourir une aréte pour la deuxi¢tme fois il faut I'avoir parcouru une
premiére fois, pour ajouter -1 il faut avoir ajouté +1. Donc on ajoute et on enléve
1 autant de fois qu’il y a des arétes et le chemin de Dyck atteint 0 aprés 2n pas.
Aprés avoir parcouru tout I’arbre, on retourne & la racine et le chemin de Dyck
atteint de nouveau lorigine. Donc il y a une bijection entre les arbres orientés
enracinés avec n arétes et les chemins de Dyck de longeur 2n car on peut associer
un chemin de Dyck unique a chaque arbre et un arbre unique 4 chaque chemin de
Dyck.00



1.2 Nombres de Catalan

1.2.1 Nombres de Catalan et arbres

En mathématique combinatoire, les nombres de Catalan forment une séquence
de nombres naturels qui apparaissent et aident & résoudre des problémes de comp-
tage. Ils sont appelés ainsi en honneur du mathématicien belge Eugéne Charles
Catalan (1814-1894)}.

Le nombre de Catalan d’ordre n s’exprime par :

(2! J
Gn = mVn = 0.

Les nombres de Catalan pour n = 1,2, ... sont 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430,
4862, 16796, ...

Proposition 1.2.1 Les nombres de Catalan satisfont lo relation de récurrence :

2(2n + 1)0

C:I tCn' - ‘n
0 ¢ + n-+32

Preuve
Pour n =0, Cy =1 car 0! = 1.
Montons la relation de récurrence. Vn > 1

et (2n)!
Cn = (n+ 1) (n)!
Chrr (20 2)! y (n+1 ) (2n+1)2(n+1) _ 2(2n+ 1)D
C,  (n+2)n+ 1) @)t A+ Dm+2) T 2

Les nombres de Catalan servent également & compter le nombre de chemins de
Dyck. Le nombre de chemins de Dyck de longueur 7 est ainsi donné par le nombre
de Catalan d’ordre n.

Par 1.1.10 et ce qu’on vient de dire il résulte ce corollaire.

Corollaire 1.2.2 Le nombre d’arbres orientés avec racine et n arétes est donné
par C,,, le nombre de Catalan d’ordre n.



1.2.2 Nombres de Catalan et loi du demi-cercle

Loi du demi-cercle Soit f{z) la fonction de densité de la loi du demi-cercle.
Elle est de la forme : 1
Fz) = 5-vVid =<

Proposition 1.2.3 Soit m; = [ 2*f(2)dz le moment d’ordre k de la loi du demi-
cercle. Alors
Vi >0, moy, = C),

Preuve
Ecrivons may.

-3

Con 1 1 /-~ .1
Moy = / - 22 yycod = ° mﬂ’g-;\/d — 22z
. s ZT

2 27 J_a

ZH

On procéde & un changement de variable en posant 2 = 2sin(#). Pour les hornes :
. . ™ e )
si # = 2 alors sin(#) = 1 et donc # = % et pour borne inférieure en procédant de

la méme fagon on obtient # = —g. d (2sin(f)) = 2 cos(0)dd
1 % + A2k .
Moy, = 5— (2sin)™ (8)1/4 — 4sin”(6)d0 {1.2)
< Joz
2 x 221}1 ‘%} i ]
=— / sin”" (&) cos” (6)d (1.3)
moJeg
2 x 2% 3
=X ./ sin®(0)(1 — sin®(0))dd (1.4)
4 -3
9 v 92k 3 9 22k % oran
=2 / sin®*(0)dd — - / sin®*2(9)d (1.5)
m Jox 1 ~Z

(M|

On calcule le deuxiéme terme par une intégration par parties. Posons
u = sin?*1(0) et v = sin(f)
u' = (2k + 1) cos(#) sin* (8)

v = - cos(6)

Nous aurons ainsi :

[EE]
{o1ala
[ME]

w5

/ sin®* (0 sin(#)df = |- sin**1(8) cos(8)] 2, + (2k + 1)/ sin®(#) cos?(6)d

[FIE]
(SLE]

-1



Le premier terme de cette expression est nul car cos (—3) =cos (%) =0

2 x 2%

Dans le deuxiéme terme en multipliant par

on recounait (2k + 1)rmnay.
w
En remplagant dans 1.2 on a :

Dong,

En intégrant encore une fois par parties on a :

1l

9 x 2% oL
f sin™ (8d6) = 4(2k — 1)may..0

i

raf

Remarquons que mg = 1 car mg = [ f(z) et f(z) est la fonction de densité de
X. On a également :

4(2k — 1) 2(2k — 1)

Mak—2 — Mog—a
Ak +2 k41

oy, =

On voit que cette relation de récurrence est la méme que la proposition 1.2.1 a
Pordre n — 1. Il en résulte que moy, = C), O



Chapitre 2

Théoréme de Wigner

2.1 Théoréme de Wigner

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de Wigner) Soit AV une matrice aléatoire de
taille N x N de R ou C telle que (Ay;,1 < i < j < N) soient indépendantes
et AN soit auto-adjointe, c’est-a-dire Al = AN,

Supposons que
1

E[4}] =0,B 457 = <

On suppose en outre gque

Vi e N, B, =sup sup [|\/NAN|'!‘]

NeN ije{l,..,N}? 2

Alors

1 oy 0 si k  est impair,
Alrlfcl,e VT’ ((A ) ) - { Cli sinon

en espérance et presque sirement.(Cy)i>o sont les nombres de Catalan.

Preuve

1.Convergence en espérance
On pose BY = VNAYN = {Bij)i<icj<n- Bn appliquant le lemme 3.1.1 présenté
en annexes on a : o

N

(AN ) ZN:Z...ZAiligAizia...A.iki,.

fy=lin=1 ip=1



Notons

N N N N
DD D Anndui A = Y Ay A A,
{1221 ipg=1 ip=1 i14eip==1
On a alors
E 1 T N & 1 N
[ﬁ "'((A ) )] -~ Z IIE(Ail'izAiziB'“Aikil)
P yeeip=

- 1\"
=3 Z E (\/_]V) (Biyia Bisig - Biyiy )
11 geeny =1

N
= Z N—g-lE(BilizBizi:a"'Biki;)

Byeenip =1

Notons F(i) = E(B,,;,Bi,i,...Bi,i,)- En appliquant le corollaire 3.1.7 présenté en
annexe & P(i) et sachant que

By=sup sup E [l\/f\_’AﬁlﬁJ < oo, ¥k € N,

Neljje(1,.., N}
Cn aura :
P(i) - E (BiligBig'ig'-'Bikil)
1 WL
= E (lBilielh) *LE (lBEkil |L) g
L
=B (|VNAual")" B (VN Ay )
< Bk%...Bk%
= B,

By, Vi est une constante. 11 résulte ainsi que P({i) est uniformément borné par B;.

[

i

Remarquons que les variables de la matrice aléatoire BY pour 1 <i<j < N
sont indépendantes car BY = vV NAY et (4,1 <i < j < N) sont indépendantes.
Et comme les A;; sont des variables centrées, B;; sont des variables centrées aussi.
Done

P(i) =0si3(p,p+1)telsque Vi#p, (p,p+1) 2 (I,1+1) ou (I +1,1).

Si on suppose qu’il existe un tel p, méme s'il est unique on aura

P(i) =B (BiliiaBiQiG'"B'ipfp—}—l"‘B'ikii) (21)
=E (Bil‘izBizis"'BinwlipBipHimz"’Bikil) E (Birip+1) (2.2)
= 0 (2.3)

10



(2.2) vient du fait que B;, i,+1 €8t indépendant des autres variables car il n’existe
pas un indice ! différent de p pour lequel

(ps Tpr1) = (i1, Gy ) 00 (dpad, 4y).

Donc on n’a pas deux fois la méme variable dans le produit ni par égalité des
indices ni sachant que la matrice est symétrique et Bijinys = Bi i, Puisque les
variables sont indépendantes, 'espérance du produit est le produit des espérances.
Ici on utilise comme convention 7., =

Vp € {1, fu} JE (A,jp?ij) =0

Donc
E (Bipipvm) =0.

Pour que P(i) > 0 il faut alors que

Vp € 1., k3l tel que (i, dpy1) = (i, i1-1) 0u (iggal, %)

Regardons par la théorie des arbres quels sont les indices qui contribuent a la
somnme, i.e. ceux pour lesquels P(i) > 0 .

Soit S(i) = {é1, ..., i} Uensemble des sommets. Soit £(i) = (ap)iei = (ipyips)E,
I'ensemble des arcs. Soit G(i) = (S(i), E(i)) le graphe qui a comme sommets ceux
dans S(i) et ces sommets sont reliés par les ares dans E(i). Il existe une suite
d’arcs qui relie tout couple de sommets donc & (i) est un graphe connexe,

Considérons G(i) = (5‘ (i), E’(i)), qui est le squelette de /(i) dans le sens ot S(i)

ne contient pas des sommets multiples et £(i) est ensentble des arétes différentes
contenues dans E(i).
Par ce qu’on a dit avant sur P(i) on sait que pour que P(i) > 0 il faut que chaque
aréte de E(i) ait au moins une jumelle. Comme £(i) contient les mémes arétes de
E(i) ot une aréte multiple est comptée une seule fois, il résulte que

|E({)]

P(i) > 0 = [E(i)] < - =f2i

A

ol |E} désigne le nombre d'éléments de E.

11



En appliquant le lemme 1.1.8 4 G(i) on a :

Pl 5]+

4

oll [z] désigne la partie entiére de z.

&

ks .
Donc il ¥ a au plus {;J + 1 indices pour lesquels P(i) > 0 et chacun d’eux est

choisi dans {1,..., N} . Donc il y en a au plus N[“g]“. On aura alors

N

E [%T’F ((AN)*’)J = ¥ NFE(Biy, By Biys) (2.4)
11 yyip=1

< N8« NlEl+, (2.5)

= BnIEl-% (2.6)

Dans (2.6) la somme a disparu car on a remplacé par le nombre d’indices pour
lesquels P(i) > 0 et on sait aussi par U'inégalité de Holder que P(i) < B, pour ces
indices. Si on passe 4 la limite du terme & droite, pour des %k impairs on aura :

[NE

im B;L.N[ -
N—

k k 7y ke .
ol ¢ == 57 135]> 0 car k impaire. Comme E [%;Tr ((A‘“)I )} est majorée

par un terme qui tend vers 0, alors

lim E [%Tfr ((AN)"’)] =0

N oy

1
Dans le cas ofl / est pair, les seuls indices pour lesquels limy_, E [A—TT’I‘ ( (AN ) ’ )}

n’est pas nul sont les termes pour lesquels :
- k
15@)] =5 +1 (2.7)

En effet pour les autres termes on aura la méme chose que pour les % impairs.
L’equation 2.7 et le lemme 1.1.8 impliquent que G/(i) est un arbre et que [E(i)| =

k -
5 donc chaque aréte de F(i) apparait exactement deux fois., Cela signifie que

Fa

chaque couple d'arcs qui correspondent & la méme aréte de E‘(l) est de la forme

12



{(épyip+1) ;s (Fpy1,9p)}. Done G(i) peut étre considéré comme un arbre double o
chaque aréte de G(i i) est maintenant double. On peut spécifier une racine pour
G(i), par exemple P'arc (iy,is). Et alors cet arbre est orienté selon V'ordre naturel
des indices. Tout cela implique que pour que P(i) > 0, i doit étre tel que G(i)
soit un arbre double qui est parcouru en partant de la racine suivant l'ordre des
indices. Chaque aréte est parcourue deux fois et on retourne & la racine aprés %
pas. En effet, pour ces indices,

= [ B0B = [T =[IvNArE] =1
ecE(i) ecE(i)

Ona regroupé ainsi les indices en couples comme on a fait pour les arcs de F{ (i) en
arétes de E(i). Pour ces indices P(i (i) = 1 parce que il est le produit des variances
de B, et sa variance vaut 1.

Regardons maintenant lmy ... E |:iT7‘ ((AN)A.)] .

N
1 k N E
tin B | ((a) )} = lm, 3 NERG e
E . 1=
k N
= lim N7 > (2.9)

iyip=1
On peut calculer cette dernicre somme en ayant  I’esprit qu’elle est non nulle

k
pour les couples d'indices qui sont arétes de 'arbre G. Il y a 3 couples d'indices

k
et 5 + 1 indices & choisir parmi {1, ..., N} . Donc le premier choix s’effectue parmi

F

Tite: . j
N, le deuxiéme parmi (N — 1) et le (£ +1)™ parmi (N — —) Donc pour chaque

. = . k - -
itel que G est un arbreily a N(N —1)...(N — 3) maniéres de choisir les indices,

F

. . .\ . koo
Combien y a-t-il de maniéres différentes de former un arbre avee > arétes 7 Com-

=

bien de i différents ? D’aprés le corollaire 1.2.2 1l y en a Ca
On scinde la somme en C‘a sommes et chaque somme vaut :

N(N —1)..(N — g)

= _>1

]\r.%'-l-l

ky .
1 tend vers 1 parce que N(N—l)...(Nm;)—) ~yoo NEFL,

Le nombre de sommes est compté par C'%, ce qui signifie qu’on compte Ce 1 et

k
Lasomme N~3-1 3%

i14emige=1

13



finalement on obtient la convergence en espérance :

[ Bl

lim & L—ir-’fr ((AN)"’)] =C

N s -0
Donc on vient de prouver la convergence en espérance.l 2.Convergence presque
sire Pour cette partie de la preuve, il y a besoin de la variance de la variable

1 T v
aléatoire FTT ((AA )l‘) Elle est donnée par I'expression :

v (%T?' ( (AN)*')) —E {j\% (7 ( (AN)*’))Q} ~R [%Tr ( (AN)*‘)JQ (2.10)

3

1 ( X 1" )
=B | = Z (—“‘) BiligBigi;;---Bikil) (2.11)
N EE I Y | \/N
[ (R 1 \" ]
—E| = Z (—“’“— Biyiy Bigig- - Biyi (2.12)
T = 1iztioig FA3|
j\ 1 yenip=1 \/N
1 1\." nN
= okt { >y Bh,;EBE-HI-S...BikilBi,l,._,231-,21-,3__.3#“,1} (2.13)
yenipg=1# .., =1
1 N N
-~ > > E[BiiBisis-Biyis) E [Bityity Boairg . Bi,ir ] (2.14)

'i].:---rik.:l 1:'.1 ,...,i’k——‘l
N

- 3 [P, ) — P()P(i")] (2.15)

iy =111 =1

On note P(i, i,) =g [Bh‘ig Bizia"'Bikil Bi’;i’gBi’gi';j---Bz"ki’l}-
Soit G/(i,1’) le graphe qui a pour semmets 'ensemble

S{E,P) = {ir, . ig = 1,4y, ..., 7 = 1}
et comme arcs l’ensemble
E(i, 1) = {(":pviml)gpgk (7' ?:1134‘1)15135]6}
Pour que les indices (i,1’) contribuent & la somme il faut que
P, 1) # PE)P(1)

On a
P(i,1’) = PH)P()
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si E(i) N E(i’) = 0 par indépendance entre les variables B io Bisiy... By, et
B Biitg Biryiry... By, . Comme pour la convergence en espérance, PH,1?) >0
si chaque aréte de E(i, i’) apparait au moins deux fois, donc si

|BG,P)| < k

Cela pose comme condition que G(i,1) soit connexe parce que G(i) et G(i’) sont
connexes et E(i)NE(i’) # 0. Soit G(i,1’) le squelette de G(i,1") dans le méme sens
que I'on l'a défini dans la convergence en espérance. Alors en appliquant le lemme
1.18:

[SHP) <|BE?)|+1<k+1

"Trouvons une borne sup pour la variance afin de prouver la convergence p.s. Pour
cela montrons que on ne peut pas avoir égalité dans I'équation ci-dessus.

§'il y a égalité, selon le lemme 1.1.8, G(i,1’) est un arbre et |E(i,i%)| = k. Ainsi
chaque aréte de G(i,1’) apparait exactement deux fois comme indice dans B;.
Pour que P(i,1*) # P(i}P(i’) il faut en outre que dans ces indices (i,1’) qui contri-
buent a la somme, il 0’y ait pas que des indices qui apparaissent exactement deux
fois dans G(i) et G(i*). 1l faut en revanche qu’il ¥ ait au moins un élément en
commun entre les intersections G(i,1) N G(i) et G(i, ") N G(i*). On aboutit ainsi
& une contradiction avec le fait que & (1,1") est un arbre car :

Si on choisit une racine de G, i”), par exemple (i, 4,), et si on choisit comme
orientation l'ordre naturel des indices, alors on peut parcourir un chemin sur
G(,i") N (i) qui nous emméne de nouveau a la racine. Done soit il parcours
2 fois chaque aréte de G, i’) N G(i) comme pour les arbres doubles, ce qui est a
exclure car G(i,i") N G(i) et G(1,1°) N G(i’) ont un élément commun. Soit il y a un
cycle dans l'intersection, donc dans G(i,1’) ce qui ne peut pas arriver car G(i,1’)
est un arbre, donc par définition il ne contient pas de cycles.

Done |E(i,1%)] < ket |5(i,1)] < k.

[l y a alors au maximum / indices qui contribuent 4 la somme. Ces indices on les
choisit parmi {1,..., N}, donc il y a N* choix possibles et on peut remplacer la
double somme sur les indices dans 2.10 par N*. On peut ensuite trouver une borne
sup pour P(i,i’) — P(i)P(i’) en appliquant I'inégalité de Hélder.

|P(i,1%) — P(i)P(’)] < P(i,i") + P{)P(i?) (2.16)
<sup sup E [|\/WA§Y 2"’] + By, x By, (2.17)

Neflije{1,.. . N}?
=< By, + By (2.18)
= 2By, (2.19)



On a ainsi une borne sup pour la variance.

v (%T—Tv‘ ((AN)A"')) < erék

1 :
En appliquant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev 3 la variable WTT ((AN)A)
on a pour tout & > (0 :

Soit A, 'événement
" 1 : R 1 » ry b oo
Ay =" (AM)) B 7 (%) )J | >

Soit {A4,,) ... une suité d'événements. Par (2.21
neli

P ( Xlrtﬂ« ((aM*) -E [A%Tr ( (AN)")] | > 5)

est le terme général d’une série convergente.
On est dans les conditions d’application du lemme de Borel-Cantelli 2 (An)pen
D’aprés ce lemme, A, est faux P p.s. pour N — +oo. Par ailleurs, si on pose

1 A e 1 N E
uy = 7 ((AM)") - E [ﬁ%- ((a™) )]
le fait que la suite uy converge vers ( s’écrit :
Niim Uy =0 <= Vi > 0,3 tel que YN > ¢, |uyl < ¢

Comme V'événement

po= () [ ()]

est faux pour IV assez grand, il résulte que 1'événément complémentaire

”%Tfr ((AN)") _E {%TT ((AN)*’)} | <o

16



est vrai pour N assez grand, et alors uy converge p.s. uy est & termes positif donc
lim |=Tr ((a™)") -E Lr (A% |1=0ps
Nesoo N N

Le théoréme de Wigner est ainsi démontré. O

Corollaire 2.1.2 La distribution des valeurs propres d'une matrice AV de R ou
C aléatoire de taille N x N est de la forme d*un demi-cercle pour N — oo . Plus
précisément, VP polynéme,

lim / Pla)dyin, = / P() flz)dx
N — 0 [l .
Preuve
Toute matrice symétrique ou hermitienne A est diagonalisable et ses valeurs propres
sont réelles (preuves en annexe).

Donc A s’écrit
A=PDP!

ol D est une matrice diagonale qui a comme coefficients de la diagonale les valeurs
propres de A et P est la matrice de passage dans la base oti A est diagonalisable.
Ona:

AF.: — PDF.:PWI

et

N
Tr(A") = Tr(DF) =3 A
i=]

olt A; sont les valeur propres de A" prises avec multiplicités éventuelles. Cela vient
du fait que la trace d’une matrice est stable par changement de base.

Lo pamyk_ 1 = k 9
~ 1 (AY) = N;)\i (2.22)

_ / o dpia, (2.23)

OU fiay = N ZAESper:(AN) (51‘1!\1 .
Remarquons cette équivalence :

{4, Stit asymptotiquement la loi du demi-cercle <= Vi Nlim .’L‘kd;LAN =1y =
—t00

17
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D’aprés le théoreme de Wigner on a :

dim e ((4%)1) =

rafere

pour k pair. Pour k% impair
o

my = / 2F fla)de =0

car intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique.
Donc pour % impair aussi on a

. 1 1y
e () = m

Donc j14,, suit asymptotiquement la loi du demi-cercle et la distribution des valeurs
propres de A” est de la forme d’un demi-cercle Vi .
Pour prouver que

A f P(a)dpa, = f P(z) f(z)dz

il faut remarquer que pour vk € N

rIim /mi"‘(l,u,AN = /:l'kf(ﬂj)d.’!)

N—oo
Comme un polynéme de degré n est de la forme :
P(a) = a,a"™ + ... + aq

On a pour chaque terme du polynome :

Niim ]a;,.a;kd,uAN = /akmkf(m)d:u

Ainsi ;

lim / FP(x)dpa, = / P(z) f(z)dz

Ny

]

2.2 Expérience

On a testé le théoréme de Wigner pour des matrices de taille 100 x 100 et
500 x 500 dont les coefficients sont tirés de la loi normale centrée-réduite. Cela a
¢té fait sous le logiciel MAPLE,

Voila I'histogramme de la distribution des valeurs propres pour une réalisation de
ces matrices aléatoires.

18
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T 1 1 8 e et . I :
-2 <18 li] 10 20 -50 -25 1} 25 &{

Distribuon des valaurs prapres dunz mstiies de tsis 00400 Distribution das valzurs pragres dus2 matrie dz {7 50x500

On voit que la distribution des valeurs propres de la matrice de taille 500 x 500
ressemble plus & un demi-cercle. Cela prouve bien le théoréme de W igner et le fait
qu’il est vrai pour des matrices dont la taille tend vers Uinfini.
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Chapitre 3

Annexes

3.1 Pour la preuve du théoréme de Wigner

Dans cette partie on présentera quelques définitions et quelques théorémes dont
on a fait appel pour la preuve du théoréme de Wigner.

a1 - g
Lemme 3.1.1 Sovient A une matrice de taille n x n, A = e . et

n1 ... fGpp
k € N. La trace de A* est :

n
o ARy E
Ty (A ) = Ciyiginig-- Wiy

T1yip=1

Preuve Montrons le résultat par récurrence. Pour k=2 on a:

n n
211 .. Qg 11 . Qiy Zk:l aiptr ... Zj,:] C1kQlen
= =
n n
S I Upy . fpp Ek:l QniGry ... Zk:l il Qe

Le coefficient (Ag)ij =) 41 Qirar;. Done
n

Tr (AZ) = Z Qiqinliniy

i1,ia=1

20



Supposons que :

n

(A= D i i.ay,_y

i1dg =]

Que vaut (A"’)U ?

(Ak)ij = Z Qigigq (Ak_l);:k#lj

i Tpopz=l

T n

= E Ciyigq E Qiiy Qiyig - Qiy_yy4

ip1=1 .=l

mn

= E a.i,;k___l...aik__gj

I edfomy =l

Les coefficients de la diagonale sont tels que 7 = j.

(Ak)n= Z Wiig oy o Chif, L ni

La trace est ¢gale 4 la somme des coeflicients de la diagonale ce qui nous donne :

T

Tr{Af) =) (49,

iy=1
n

= § Qi By yiy ooe By iy,

ipenip=1
n

= E CiyiaCiniy - Oy,

i1 eeyip=1

Ce qui prouve le lemme. O

Définition 3.1.2 (Norme) Soit (5, %, P) un espace mesuré et soit 1 < p < oo
un nombre réel. Soit f une fonction mesurable sur S. La norme d’ordre p de la
Jonction f se note I £1l,, et elle vaut :

i =( [ Ifl"le)%
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Définition 3.1.3 (Norme infinie) Soit (S,%,P) un espace mesuré. Soit f une
fonction mesurable sur S. La norme infinie de la fonction f se note | fli., et elle
vaut :

[ flloo = inf {7 tels que |f] < M P presque partout }
Proposition 3.1.4 (Inégalité de Young) Soit a,b € R™ et 0 < p, g < oo tels
que —+ —==1. On q alors :
r g
al b

ab < — 4 —
P /]

Preuve 8i a =0 ou b = 0 alors le résultat est évident. Supposons pour la suite

que a # 0 et b # 0.
La fonction du logarithme népérien est concave car sur son domaine de définition

"

1
J0, +o0], (Ina)’ = —— < 0. Donc nous avons :
02

plna+q111b§ln(pa+qb) pour Vp,g > 0sip+qg=1

Par les propriétés de la fonction logarithmique, nous avons ;

1 1 I
Inab=lna+1Ink= Eln a? +=1lnb? <In (—ap + lbq) pour -+ - =1
P q YL q q

1
p
La fonction logarithmique est une fonction croissante, done

11
ab < —aP + =7
P dq

Proposition 3.1.5 (Inégalité de Holder) Soit (S5,5,P) un espace mesuré et
1 .

sotent 0 <p < g < oo tels que ~ + = = 1. alors pour toute fonction mesurable sur
P g

S, fetgona:
gl < N f1i, ball,

On prend comme convention :
O0x+oo=0

Preuve

Si|[f]i, = 0 alors f = 0 IP presque partout (p.p.) et fg = 0done ||fg)l =0 et
on peut raisonner de la méme facon dans le cas o lgll, = 0. Donc I'inégalité est
vrai dans ces cas.
Sinon, si [ f]l, = +oc0 ou lgll, = +oo alors 171, llgll, = +oc (sauf pour p = 0 et

22



g = oo ou l'inverse) donc I'inégalité est vrai, Supposons maintenant que P = 400

et g = 1. Alors
[l < N17ll. {9] p-p-

car
[fg] = 1fllgl < Mgl = || £l |g] p.p.

ot A est tel que
1 flle = inf {34 tel que |f] < A/ PP p-p.}

On raisonne de maniére identique pour p = 1 et g = +-o00. Donc faisons la preuve

pour 1 < p,q < +o0.

Ifall, _ [ Ifel

7115 llgt, /E, i1, TlgTl, (3.1)
Sl
_fslifll], lgll, (3.2)
Lrfasy o ey
Sp/s(llfllp) +Q_/S(“g”q) (3.3)
_1,1_ »
Pog

Le passage de (3.2) a (3.3) est fait en appliquant l'inégalité de Young.

Proposition 3.1.6 (Généralisation de 'inégalité de Holder) Soit (S, X, P)

un espace mesuré et soient 1 <r < oo et 1 < py,...,p, < +oo tels que Yy, — =
Pr

1 . .
- Alors pour des fonctions fi, ..., f, mesurables sur S :

’ka < T,
k=1 k=1

r

Preuve
On procéde par récurrence.
Pour n =1 c’est trivial.

Supposons que ce soit vrai & ordre 1 — 1 ot prouvons que cela reste vrai a
I'ordre n.
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-Si p, = +oc alars

En appliquant linégalité a (f)... faz1) et f, et ensuite I'hypothése de récurrence
on a :

”flfn“r < ”fl---fn—lnr ”fnlloo (3-5)

< Wally, -~ Maeally, -, Il (3.6)
—Pourp<+monposep=Letq:&
bn—r T

|”f1---fn~1|T,fn|1"”1 = IH-fl“'fn"llT“p |an|’”q (3-7)

-(/ l.f]...f-,-l-ll"”f (/ lfnr‘qf (33)

s . 1
On éléve 4 la puissance = et on a
r

”fll--.fn—lfn”r S “fl-“fn-l ”rp an“rq (39)
= Hfi“-fn—lnrp “fn”p,, (3.10)
= Al - Mfazally,_, (172l (3.11)

On obtient (3.10) car on avait posé g = Br o (3.11) car
-

=1 1 1 po—r 1
P T Pa TPa pr

0

Corollaire 3.1.7 Soient X, .., Xy, des variables aléatoires et 1 < DiseonPp < F00
1 - T

et telless que 37| ~ =1 . En remarquant que E(XiP) = | Xull,,, Vinégalité de
P

Halder s’éerit aussi

E (H mw) < T] (el

=] i=]

Lemme 3.1.8 Soit M une matrice réelle symétrigue. Alors toutes ses valeurs
propres sont réelles.
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Preuve
Soit A une valeur propre de M. Alors A € C et il existe un vecteur propre X € C»
y X F#0, tel que MX = \X.
Notons ‘M la transposée de ma matrice A/. On & -

MX =MX =MX =)X = 1§,

Ona’'XMX =X (AX) = A ('XX’) et

'XMX ="('XMX) (3.12)
= XMX =' XAX (3.13)
=A(XX) =A(XX) (3.14)

On a (3.12) parce que ("X M X) est un vecteur de dimension 1 x 1. On a :

‘XX = Z(L’ifi = Z lCl)'iJE >0
i=] i=1
car X # 0.4lors X = NXX.
Done A== Xet donc A € B. O

Théoréme 3.1.9 (Théoréme spectral) Soit E un espace vectoriel réel de di-
mension finie n. Soit f un endomorphisme auto-adjoint de E, ¢’est-g-dire f = i
Alors E admet une base orthonormée B telle que la matrice de f dans la base B
est diagonale.

Preuve Par récurrence sur n. Soit By une base orthonormée quelconque. Alors
la matrice de [ dans la base B, est symétrique et admet par le lemme 3.0.8 une
valeur propre réelle A. A et donc une valeur propre de f, et il existe un vecteur
propre v; € E'et vy # 0 tel que f(v;) = Av;.

Comme {.,.) est définie positive, c’est -3 - dire {v,v1) > 0, on peut poser :

ol = v/ {or, v1) 0

et "
€3 = m
Alors ( )
! (& vy, U1
)= ol Tl = u? =
En outre on a toujours
fle1) = Ae
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Posons
H = Vect(es)" = {z € F, (e1,2) = 0}

Comme H est défini par une unique ¢quation linéaire : dim H > n — 1
D’autre part si z € H N Vect(e;) alors

z=ae et 0= (1,¢) = afey,e)) =
D'od HNVect(e:) = {0} et H % Vect(e;) C E. Done dim H < n— 1. Finalement,
dimH =n—1let H& Vect(e;) = E

Démontrons que f(H) C H.
Soit = € H, alors 2:_Le.

(f(z),e1) = (@, f*(e2))
= (z, fe1))

(r, Aep)

Az, ep)

0

I

Done f(z).Ley et f{z) € H. Donc f(H) C H et on peut considérer alors f
restreinte 4 H comme un endomorphisme de H.
Soit {., .}y la restriction de {,.) a H.
Alors Y,y € H on a f(2), f(y) € H et

i
F =
=
P

Donc f restraint 4 A est un endomorphisme auto-adjoint.

Par hypothése de récurrence, H admet une base orthonormée {€2,...,e,) qui
consiste en des vecteurs propres de f restreint a H et donc de f.

B = (e1,es,...,e,) est une base orthonormée de E et chaque e; est un vecteur
propre de f.
Notons d;; le coefficient ij de la matrice identité. Pour 6,7 2 2, (e;,¢€;) = d;; par
hypothése de récurrence. ‘
{e1,e;) = (ej,e1) = 0= 6y; (pour j # 1) car Hle,.
Et finalement on a (e, 6;) = 1 = §j,.
Done pour Vi, j = 1,...,n, {e;, e;) = d;; et donc B est orthonormée. O
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Théoréme 3.1.10 Soient (E, {-,.)) un espace hermitien et [ un endomorphisme
autoadjoint de E. Alors -

1. Toutes les valeurs propres de f sont réelles
2. [ est diagonalisable dans une base orthonormée.

Preuve
1. Soit A € T une valeur propre de f c’est-a-dire que flz) = Az et z £ 0.
Alors (z,z) # 0 et

Mz, z) = {z, \r) (3.15)
= (z, /(@) (3.16)
= (z, /*(z)) (3.17)
= {f(z), ) (3.18)
= (Az, 2} (3.19)
= Mz, z) (3.20)

Done A = Aet )\ e R,

2.50it e; un vectenr propre de J. On peut supposer que {er,e1) = 1.
Soit F' = Vect(e,)+. Done Vect(e;) & F = E.
Siz € F alors zle; d'oni

{flz),e1) = (2, f(e1)) = (w,Aer) = M, e1) = 0

Donc f(z)Lle;,. Donc f(z) € F et J(F) € F. f restreint & I est done un
endomorphisme auto-adjoint de F. Par hypothése de récurrence il existe une base
B' = (e3,...,e,) de F, orthonormeée, telle que Ia fonction f restreinte & B soit
diagonale.

Soit B = (e, eq, ...,€n) €8t une base orthonormée de £ et la matrice de f dans
cette base est diagonale. O

Lemme 3.1.11 {Lemme de Borel-Cantelli) Soit (An)nen une suite d’événe-
ments. Sty P (Ay) < +o0. Alors

{neN:we A,)} est fini P p.S.

Preuve
S1 Y enP(Ay) < +oo alors

E [Z L;,,J =Y P(Ay) < +oo

el neN
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et donc

zg:jﬂAn < 00O p.8.

nel

3.2 Code programme Maple

> matrice := proc (n)
local i, j, A;
A := array(i .. n, 1 .. n);
for i to n do
for j to i
do Ali, j1 := (stats[random, normald])(1);
Alj, i1 := ATi, 5]
end do
end do;
evalm(A)
end proc;

> with(LinearAlgebra):
> with(stats);

> with({Statistics);

matrice(500);
eigenvalues(C);

> 8 := [X];
>(statplots[histogram]) (S)

> C :
> X
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