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Résumé

Ce rapport aura pour but de constituer une introduction aux inégalités de Sobolev logarithmiques,
utilisées de plus en plus dans des domaines comme ’analyse, la géométrie ou les probabilités. Nous
nous intéresserons donc a établir ces inégalités dans les cas des mesures de Bernoulli puis de Gauss,
et nous aurons aussi 'occasion d’étudier le cas similaire des inégalités de Poincaré.

L’étude de ces inégalités fait intervenir plusieurs de notions d’analyse fonctionnelle, notamment sur
la convexité et la théorie de la mesure, ainsi que quelques notions de probabilités, étant donné que
I’on travaille principalement avec des mesures de probabilité.
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Mise en place



CHAPITRE 1. MISE EN PLACE

1.1 Notations

Dans I’ensemble de ce rapport, nous travaillerons sur des mesures de probabilités, en particulier
celles de Bernoulli et de Gauss standard dont nous rappelons ici les notations usuelles :

Mesure de Bernoulli de parameétre p € [0,1] : B(p) := pdy + (1 — p)d1. On notera la plupart
du temps 1 —p =q.

-2
Mesure de Gauss standard : Vo € R, dy(z) = e\/ﬁ dz, ol dz est la mesure de Lebesgue.

De plus, si (E, T, w) est un espace probabilisé, soit f : E — I p-intégrable, on notera l’espé-
rance de f sous p comme suit :

B(1) = [ sin
E
On notera aussi C2(R, R) 'ensemble des fonctions de classe C?(R,R) & support compact.
1.2 Convexité
Intéressons-nous maintenant & quelques résultats sur la convexité qui seront utiles par la suite.

1.2.1 En dimension 1

Rappelons quelques caractérisations utiles d’'une fonction convexe :

Théoréme 1. Soit I un intervalle de R et ¢ : I — R une fonction de classe C?.
Sont équivalentes :

1. ¢ est conveze.
2.Vxel, 3¢ :1— R affine telle que :

° o(x) = Y(x)
eVt eI, ot > i)
3.0 >0

Démontrons ensuite 'inégalité de Jensen, qui nous sera utile pour bien définir plusieurs objets.

Théoréme 2 (Inégalité de Jensen). Soit o une mesure de probabilité sur un ensemble E.
Soit I un intervalle ouvert de R et ¢ : I — R une fonction convexe.
Soit f: E — I p-intégrable, avec p o f p-intégrable. Alors

O(Eu(f)) < Eulpof).

Preuve. 1l s’agira d’utiliser 'item 2 du théoréme 1. Soit E, u, I, ¢ et f définis comme dans ’énoncé
du théoréme. Commencons par montrer que E,(f) € I.

Posons I = [a,b], avec a,be RU {£o0}

Alors V€ E, a< f(x) <b. On intégre alors selon p, et comme p mesure de probabilité, on a (en
admettant éventuellement E,(c0) = 00) 1 a < E,(f) < b.

Donc E,(f) € I. On peut donc appliquer 'item 2 du théoréme 1 :

Il existe v : I — R affine telle que :
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* 9(Eu(f)) = ¢(EL(S))
eVt eI, p(t) > bl
Explicitons 1 : il existe A, B € R tels que Vy € I, ¥(y) = Ay + B.
Alors Vx € E, po f(z) > Af(z) + B
On intégre selon  :

Eu(po f) = Eu(Af + B) = AE,(f) + B = ¢(EL(f))-

L’inégalité est démontrée.

O]

Il se trouve que la plupart des fonctions convexes qui nous intéresseront plus tard seront en fait
strictement convexes. Les caractérisations des fonctions strictement convexes sont les mémes qu’au
théoréme 1, mais simplement en remplagant les inégalités larges par des inégalités strictes. La carac-
térisation par des fonctions affines nous permet en particulier de montrer un lemme qui correspond
au cas d’égalité dans l'inégalité de Jensen, pour des fonctions strictement convexes, ce qui encore
une fois sera utile plus tard pour bien définir certains objets.

Lemme 1. Soit u une mesure de probabilité sur un ensemble E et I un intervalle ouvert de R.
Soit ¢ : I — R une fonction strictement convexe.
Alors soit f: E — I p-intégrable, on a équivalence entre :

1. o(Eu(f)) = Eulpof).
2. f est constante p-presque partout.

Preuve. Soit f: E'— I intégrable.
Montrons d’abord que 2 implique 1. On remarque que si f constante p-presque partout, alors
f = E,(f) p-presque partout, et alors on a :

S(EL() = (B f)uE) = [E S(E(f))dp = [E oo fd.

Pour la réciproque, supposons E,(¢ o f) = @(E.(f)).

On pose B ={y € E, f(y) # E.(f)}, on veut donc montrer que u(B) = 0.

Déja, on remarque que comme f est & valeurs dans I, on a E,(f) € I (de méme que dans la preuve
de l'inégalité de Jensen).

Ensuite, comme ¢ est strictement convexe, il existe ¢ : I — R affine telle que :

o 9(Eu(f) = ¢(ELS));
o Vit € IN{ELN)}, »(t) > ().

Comme 1) est affine et vaut p(E,(f)) en E,(f), on peut I'expliciter :
Il existe K € R tel que

Vi e I, () = o(Eu(f) + K — Eu(f))
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Or par 'hypothése de départ, on a :

0 = /Esoofdu — (Eu(f))
= [eor — elBN)an
_ / (pof — @(Ef))du + /(cpof — @(Eu(f)))dp
E\B B

— [teor — wBANan
Supposons maintenant par 'absurde que p(B) > 0. On a alors :

0 — /B(Wf — (Eu(f)))du > K/B(f = Bu(f))dp
- K(/E(f — Eu(f)dp — [E\B(f — Eu(f))dp)

= K(E.(f) — Eu.(f) — (Eu(f) = Eu(f))dp)
E\B
= 0.
On obtient 0 > 0, ce qui est absurde.
Donc p(B) = 0, et donc f est constante p-presque partout. ]

1.2.2 En dimension n > 1

En dimension n > 1, la définition de la convexité reste la méme. On travaillera ici uniquement avec
des fonctions convexes continues définies sur des ouverts U de R™ qu’on choisira comme produits
d’intervalles ouverts.

On a alors les caractérisations suivantes :

Théoréme 3. Soit U un ouvert de R™ qui est un produit d’intervalles ouverts.
Soit o : U — R continue de classe C2.
Alors on a équivalence entre :

1. ¢ est conveze.
2.VzeU 3¢ :U— R affine telle que :
. o) = V(a);
eVt e U, pt) > ().
3. La différentielle seconde de @ est positive.
Preuve. On admettra 1’équivalence entre les items 1 et 3.

Soit ¢ et U définis comme dans 1’énoncé.
Montrons tout d’abord que 1 implique 2 :
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Posons C = {(z,y) € U xR, ¢(x) < y}.
L’ensemble C' est un convexe de R"*1. En effet, soit (x1,1), (z2,y2) € C et t € [0,1], par convexité
de ¢ on a :

p(trr + (1 —t)ze) <tp(zr) + (1 —p(r2) <tyr + (1 —t)y2

Donc C est bien convexe. De plus, C = f~1(R*) ot f : (x,y) — y— p(z) est continue par continuité
de .

Donc comme R est ouvert, C' est ouvert.

Soit xg € U, on pose X = (xg, p(x0)).

L’ensemble X est un sous-espace affine en tant que singleton.

Donc par le théoréme de Hahn-Banach, il existe un hyperplan affine H € R™"*! disjoint de C passant
par X.

1l existe alors (a;)o<i<nt1 C R"2 tel que :

n+1

H = {(xlﬁ "'?xTL—‘rl), aO + Za‘ixi e 0}
=1

De plus, la droite {zo} X R n’est pas comprise dans H. En effet, ¢(z¢) < ¢(x0)+1 donc (zq, p(zo) +
1) € C. Et comme C et H sont disjoints, (zo, p(zo) +1) ¢ H.
On en déduit que a,+1 # 0, donc quitte a diviser par a,1, on peut réécrire H :

n
H = {(l‘l, ..,.’L‘n+1), Tp+1 = —aQ — Zalxl}
i=1

H est donc le graphe d’une application affine h : R — R, et on a H = {(z, h(x)), € R"} Comme
X € H, p(zo) = h(zo).

De plus, soit z € U, on a (x,h(x)) € H, donc (x,h(z)) ¢ C, donc h(x) < ¢(zx).

Donc on a bien montré que pour tout zg € U, il existe h affine telle que ¢(xg) = h(zp) et pour tout
z e U, h(z) <e(x).

Réciproquement, soit =,y € U, t € [0,1].

Comme U est un produit d’intervalles, U est convexe, donc tz + (1 —t)y € U.

Donc par hypothése il existe h affine telle que :

o otz + (1 —t)y) =h(tx+ (1 —1)y);
o Vz e U,p(z) > h(z).

On écrit h = L + b avec L forme linéaire sur R" et b € R. Alors on a :

o(tr + (1 —t)y) = h(tz + (1 — t)y)
L(tx+(1—t))+b
(L(z) +0) + (1 —t)(L(y) +b)

p() + (1L —t)p(y).

Donc ¢ est convexe. O

t
t

IN

La caractérisation par les fonctions affines va ensuite nous permettre de démontrer 'inégalité de
Jensen en dimension n.
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Théoréme 4 (Inégalité de Jensen en dimension n). Pour tout 1 < i <mn,
e soit U; intervalle de R ;
e soit y; mesure de probabilité sur un ensemble E; ;
o soit f; : E; — U;, up;-intégrable.

OnnoteU =@ Ui, E=Qi 1 Ei et =111 @ ... @ fun,.
Soit ¢ : U — R une fonction conveze.

Alors :
SO(Em(fl)v vEun(fn)) < Eu(@(flv--~7fn))~

Preuve. Admettons les hypothéses du théoréme, on remarque que U est ouvert et que p est une
mesure de probabilité sur E.

Soit 1 <i<mn,onaVrek;, fi(x)eU.

Comme p; est une mesure de probabilités et U; un intervalle, on a, comme dans la preuve du théoréme
2, Em(fz) eU;.

Dot (Eu, (f1), -, By, (fn)) € U.

Par la deuxiéme caractérisation du théoréme précédent, il existe ¢ : U — R affine telle que :

b SO(Em(fl)v ey Eun(fn)) = w(Em(fl)a e Eun(fn)) ;
o Vx e U, p(z) > ¢(x).
Explicitons ¢ : il existe (a;)1<i<n C R™ et b € R tels que :

n
( ($1, ,$n) — Zaixi + b.
=1

Alors, en remarquant que Vi, E,F,, = E,, et comme 1 est une mesure de probabilité sur E, on a :

QO(EM (fl)v 3y Eun(fn)) = ZalEuz(fz) +b
=1

= E/.L(w(fla ) f’ﬂ>)
< E,u((p(fh ) fn))

Donc on a bien montré I'inégalité voulue. O

1.3 Définitions

Introduisons maintenant les différents éléments qui nous permettront de définir les inégalités de
Poincaré et de Sobolev logarithmique.

Définition 1 (Variance). Soit u une mesure de probabilité sur un ensemble E, f € L*(E,R).
La variance de f est définie par :

Vary(f) = Eu((f = Bu(1))?)

7
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En applicant la linéarité de 'intégrale, on obtient facilement une définition alternative de la variance :
Varu(f) = Eu(fQ) - Eu(f)2-

La variance est homogéne d’ordre 2. Comme z +— x? est strictement convexe sur R (sa dérivée

seconde est strictement positive), par I'inégalité de Jensen et le lemme 1, on a :
Vf e L*(E,R), Var,(f) > 0et Var,(f) =0 si et seulement si f est constante y-presque partout.

Définition 2 (Entropie). Soit u une mesure de probabilité sur un ensemble E. Soit f : E — R
positive telle que fIn(f) € L'(E,R).
L’entropie de f est définie par :

Ent,(f) = Eu(fn(£)) = Bu(f) In(Bu(£)).

On remarque déja que I'entropie est homogéne d’ordre 1.

De plus, la fonction z — x In(z) est prolongeable par continuité en 0, donc I’entropie est bien définie
pour des fonctions positives.

Cette méme fonction est strictement convexe sur R (sa dérivée seconde y est strictement positive),
donc de méme que pour la variance, par l'inégalité de Jensen et le lemme 1, on a :

Vf > 0 avec fln(f) € LY(E,R), Ent,(f) > 0 et Ent,(f) = 0 si et seulement si f est constante
U-presque partout.

On remarque aussi que si £,(f) # 0, alors Ent,(f) = E#(fln(%)).

Une formule variationnelle de I’entropie nous sera utile par la suite :

Théoréme 5 (Premiére formule variationnelle de ’entropie). Soit 1 une mesure sur un ensemble
E. Soit f : E — R positive telle que fIn(f) € L*(E,R). Alors :

Ent,(f) = sup{E.(fg); 9: E =R, E,(e7) =1}.

Preuve. Dans un premier temps, établissons I'inégalité suivante :

Yu >0, veR, w <uln(u) —u+e’.

Fixons v € R, et posons h : u +— uln(u) — u + €” — wv définie sur Ry (en remarquant une nouvelle
fois que u — uln(u) se prolonge par continuité en 0), on veut donc montrer la positivité de h.

h est dérivable sur R* | et Yu>0 :

B (u) =In(u) — v.

Donc h' est négative sur ]0,e"], positive sur [e”, oo[, et nulle en e¥. Donc h admet son minimum en
e’, et h(e”) = 0. Donc h > 0.

Donc 'inégalité est vérifiée. Montrons maintenant la formulle variationnelle pour le cas particulier
d’une fonction f positive de moyenne égale & 1.

Soit g une fonction telle que £, (e?) = 1. Par I'inégalité qu’on vient d’établir, Vo € E,

f@)g(x) < f(z)In(f(x)) = f(z) + s

On intégre :

E.(fg) < E.(fIn(f)) — Eu(f) + E.(e9) = Ent,(f) d’aprés les hypothéses.

Et comme en posant g = In(f), on a E,(e?) = 1 et E,(fg) = Ent,(f), on a bien Ent,(f) =
sup{E,(fg), Eu(e9) =1}.

Comme on travaille sur des fonctions f positives, on a £, (f) = 0 si et seulement si f = 0 p-presque
partout, et dans ce cas la formule variationnelle est évidente.
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Pour le cas général, soit f de moyenne non nulle, on va considérer —1_ dont la moyenne vaut 1.

Eu(f)’
On a alors :
f /
Entu(m) = suP{Eu(m% E,(ef) =1}
- Eul(f) sup{Eu(fg), Eu(e?) =1}
Et d’autre part,
wt () = B (S /Buld)
Entu( ) = Bl o ™5 m o))
= Eul(f) Ent,(f).

Donc on a bien :

Ent,(f) = sup{E.(fg); g: E =R, E,(e?) =1}.
O

On notera que la variance et I’entropie sont deux formules du méme type : elles sont toutes les deux
définies par E,(p o f) — @(EL(f)) ot ¢ est une fonction strictement convexe qui est tour a tour
x — 22 ou z  zIn(z). Cette analogie nous sera notamment utile en début de chapitre 3 pour les
théoréemes de tensorisation de la variance et de ’entropie.

Définition 3 (Energie). Soit p une mesure de probabilités sur un ensemble E. Soit f : E — R.
L’énergie £,(f) est définie par :
e Définition A : Si (E, p) = ({0,1}, B(p)), alors :

Eu(f) = pal £(0) = F(L).
e Définition B : Si E =R, f est dérivable et f' € L*(R, ), alors :
Eu(f) = Eu(lf'P).

L’énergie est homogeéne d’ordre 2, et en tant que qu’intégrale d’'un carré, elle est positive (et méme
nulle si et seulement si la fonction est constante p-presque partout). Elle est aussi invariante par
translation.

Nous avons donc maintenant tous les éléments nécessaires pour définir ce que sont les inégalités de
Poincaré et de Sobolev logarithmique.

Définition 4 (Inégalité de Poincaré). On dit qu’une mesure p sur un ensemble E satisfait une
inégalité de Poincaré sur une classe de fonctions Cp(E, p) si

e >0, Vf e Cp(E,u), Var,(f) < c€u(f)

Pour les cas qui nous intéressent (mesures de Bernoulli et de Gauss), on choisira Cp({0,1}, B(p)) =
F({0,1},R) et Cp(R,dy) = C*(R,R).

Comme on a équivalence entre Var,(f) =0, £,(f) =0 et f =0 p-presque partout, on peut définir
la constante optimale de I'inégalité de Poincaré comme suit.

v
cp(p) = sup{M; feCp(E,u), fnon constante p — presque partout}.

Eu(f)
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Définition 5 (Inégalité de Sobolev logarithmique). On dit qu’une mesure p sur un ensemble E
satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique sur une classe de fonctions Crs(E, ) si

Je >0, Vf € Crs(E, 1), Ent,(f?) < c&u(f).

Comme pour l'inégalité de Poincaré, on choisira Crs({0,1}, 5(p)) = F({0,1},R) et Crs(R,dy) =
C2(R,R). Et de la méme fagon qu’on a défini la constante optimale de l'inégalité de Poincaré, on
définit la constante optimale de I'inégalité de Sobolev logarithmique comme suit.

Ent,.(f?)
crs(p) = sup{w; f€Cp(E,u), fnon constante j — presque partout}.
m

Or en vertu de la formule variationnelle de I'entropie du théoréme 5, on peut réécrire la constante.

crs(p) = sup{g tf) sup{E,(f9); Eu(e?) =1}; f € Cp(E, 1), f non constante p—presque partout}.
o

Posons alors, pour toute fonction g : £ — R,

E 2
c(g) = sup{g(g})”; f: E — R non constante p — presque partout}. (1.1)
i
On a finalement
crs = sup{c(g);g: E =R, E,(e7) =1} (1.2)

Cette reformulation nous sera notamment utile pour calculer la constante optimale pour la mesure
de Bernoulli.
Le lemme suivant explicite un lien entre les deux inégalités.

Propriété 1. Soit p une mesure de probabilités sur un ensemble E. Supposons que p satisfait une
mégalité de Sobolev logarithmique sur une classe de fonctions bornées. Alors p satisfait aussi une
wmégalité de Poincaré sur la méme classe, et on a :

ep(p) < %CLS(N)

Preuve. L’outil principal pour ce théoréme est un développement limité a 'ordre 3 en 1 de =z +—

zln(z) : ,

, (L h)(h = h; + O(h%)) ol % + O(h?).

Soit p une mesure de probabilités sur un ensemble E. Supposons que p satisfait une inégalité de
Sobolev logarithmique sur une classe C' de fonctions bornées. Soit f € C et ¢ > 0. Comme f est
bornée, on pourra appliquer le développement limité, et on a :

(14+h)In(l+ h) .

—

Eu(1+ef)*In((1 +¢f)?) = 2B, (1 + ef)* In(1 + <))

=, 2B, (L +ef)ef + " +0(£%)))

2
2
Eigakj+%f)+0@%

=, 26E,(f) + 3% EL(f%) + O(e%).

10
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Et :

Ey((1+ef)*) In(Eu((1+ef)?) = (1+ 2eE,(f) + 2B, () In(1 + 2eE,(f) + e Bu(f%)

= 2eBu() + B, (1) + EED) +2€2Eu(f2))2

=, 22Bu(f) + " Eu(f%) + 26*(Bu()* + O(%).

+ O3

On en conclut que

Ent,((1+ ef)?) = 2€2Eu(f2) — 2{52(Eu(f))2 + 0% = 2*Var,(f) + O(e%).

e—0

Comme 'énergie est homogéne d’ordre 2 et invariante par translation, on a

Eu(l+ef) = 528y(f)-

Donc
Ent,(1+¢f)?)  2e*Vary(f) + O(e?)
El+ef) &0 e28,(f) )
On fait tendre e vers 0, et comme g vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique, on a cpg(p) qui
majore 2‘/#(}()]”) et donc p vérifie une inégalité de Poincaré, et on a CLST(“) > cp(p). O

Nous avons donc désormais la plupart des outils nécessaires pour étudier les inégalités de Poincaré
et de Sobolev logarithmiques pour les mesures de Bernoulli et de Gauss.

11



Chapitre 2

Inégalités pour la mesure de Bernoulli
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Fixons pour tout ce chapitre p € [0,1] et ¢ = 1 — p. On notera aussi §(p) =  pour soulager un peu
la lisibilité.

2.1 Inégalité de Poincaré

Théoréme 6.

Cp(B) =1.

Preuve. Cette inégalité devient ici une égalité. En effet, soit f : {0,1} - R, on a:

Varg(f) = Es(f*) — Es(f)?
= pf?(0) +af*(1) — (pf(0) +af (1))
= f2(0)(p— %) + f*(1)(q — ¢%) — 2paf(0) f(1)
= pq(f2(0) + f7(1) — 2£(0) £(1))
= pq|f(0) — f(1)[?
= &5(f)-

D’ou

cp(B) = 1.

2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

Théoréme 7.

crs(B(1/2)) = 2.

Sip€)0,1/2[U]1/2,1],
In(g) —In(p)
cLs(B(p)) = —————.
q—p
Preuve. Le calcul est ici plus long. Tout d’abord, on remarquera que pour p = 0 ou p = 1, 'entropie
et I’énergie sont nulles, donc on ne traitera pas ces cas-la. Par symétrie entre p et ¢, on se raméne a
0 < p < § <g. On va calculer cg(B) en utilisant les c(g) définis plus tot (1.1).
Soit alors g : {0,1} — R telle que Eg(e?) =1 = ped0) + g9 On peut supposer ¢ non nulle, sinon
on aurait Eg(fg) =0 VYf:{0,1} = R. On va poser a = ¢g(0) et b = g(1), encore une fois pour une
meilleure lisibilité. On a alors ab < 0. En effet,
e si ab=0, on peut supposer a = 0 et b # 0, alors p + ge® = 1 donc ge® = 1 —p = ¢ donc b = 0,
ce qui est absurde.
e siab > 0, supposons d’abord a > b. On a 1 = p(e®—e®)+eb. Alors, sia,b > 0, on ap(e*—e®) >0
et e® > 1, et donc 1 > 1 ce qui est absurde. Et si a,b < 0, alors 1 = p(e® —e®) +e? < e? < 1 ce
qui est absurde aussi. Si b > a, la preuve est identique en factorisant par ¢ plutdt que par p.
On a donc bien ab < 0.
Soit f : {0,1} — R, par inégalité triangulaire, on a |[f(0)] — |f(1)||> < |f(0) — f(1)|?, on en
conclut £3(|f]) < £3(f). Donc pour calculer ¢(g), on peut supposer f positive. De plus, comme
Ve >0, E(f +¢) = Eg(f), on peut travailler avec f strictement positive. Par homogénéité, on peut

13
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se ramener & f(1) = 1 (en simplifiant la fraction dans c(g) par f(1)?). Posons x = f(0), on a alors
x >0 et z # 1. Finalement, on trouve donc :

(f*9).

c(g) = sup{———= Eg f:{0,1} = R, f >0}
B(f)
= su 7pax +qb'x T

Posons h : z — %. h est dérivable sur R* \ {1}, et

Vo >0, v#1, h'(z) = —2 ] (pax?® — z(pa — qb) — ¢b).

(x—1)4

) . —ab .. .
Le numérateur de h’ s’annule uniquement en 1 et en 17?1' De plus, par concavité stricte de In sur

R*%,ona0 = ln(pea + ge®) > pa + gb, d’ott 0 # 1 + qb, et donc _—qb # 1. Supposons a > 0, on a

alors 1 < =2, Au vu de la forme de I/, on a donc h decrmssante sur ]0,1[, croissante sur |1, =]

> pa
et decromsante sur ]]%b, [. Et comme hm h( ) = gb et h(pT) = q%lf;a > gb (on le vérifie en

quotientant 1'un par lautre et en utlhsant > 1), on a sup{h( ); x>0, z 75 1} = q%lfga. Si
a<0,onal>=% Etalorsvuh' onah cr01ssante sur |0, 22 [ décroissante sur ] b 1] et croissante

sur |1,+o00[. Et de méme que pour le cas a > 0, on vérifie h( ) > lim h(z) = pa. Bt on retrouve
ba T—+00

sup{h(x); © >0, z # 1} = q%lfga = pgc(g). D’out par un calcul rapide,

On en déduit (d’apres (1.2)) :

cs(B) = sup{c(g); 9:{0,1} = R, Eg(e?) =1}
= sup{(% + %)_1; a,b € R*, pe® + qe® =1}
= (mf{%) + g; a,b e R*, pe® + qeb =1})7!

b 1—pe®

Posons t =e% et s =¢ = %. On a alors t > 0 par définition, t;ﬁ lcara#0ett<1/p

car sinon s < 0 (absurde par définition de s). Définissons alors ¢ : t — ( y + 1n(t) =24+2. 0na
donc :

cs(B8) = (inf{p(t); t €0,1[U]1,1/p[})~

Par un développement limité en ¢ = 1 (dont on n’explicitera pas la démonstration qui consiste
principalement a appliquer le développementlimité en 1 de = — xIn(x) puis celui en 0 de z
1/(1—=z)),ona:

1 p—gq 1 — 3p + 3p? 9 3
D R . YU | O i | t—1)%).
p(t) = 5+ 12q( )+ 207 (t—1)24+0((t—1)°)

On peut donc prolonger par continuité ¢ en 1 en posant ¢(1) = 1/2. En 0, on a ¢(t) A —p/In(q)
ﬁ
et en 1/p, o(t) %/ —q/ In(p). On peut donc prolonger ¢ par continuité sur [0, 1/p].
t—1/p

D’aprés le développement limité, on a 1 extremum local de ¢ si et seulement si ¢/'(1) = 0 si et

14
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seulement si p = ¢ si et seulement si p = 1/2. En dehors de 1, ¢ est dérivable et on a :

p* q

gs(In(s))?  #(In(1))*

On remarque que ¢'(t) Ty T et ¢'(t) —>/ +o00 donc 0 et 1/p ne sont pas des minimums locaux.
— t—1/p

¢'(t) =

Donc en dehors de 1, on a :

Et comme In(¢) In(s) = ab < 0, en passant a la racine on a :

' (t) =0 < pVtin(t) = —gv/sn(s).

D’apreés la définition de s, on remarque que ¢(1 — s) = p(t — 1). Comme on travaille avec ¢ # 1, on

a aussi s # 1, et on peut écrire —q = 7(11:53)' On a alors :

¢ =0 = pitn() = FE= i)

— Vtin(t) _ \/Eln(s)'

1-t¢ 1-s
Posons alors v : = +— \/Ell_na(:x) , définie sur R \ {1} On peut faire plusieurs remarques sur cette
fonction :
e limu(z) =0, lim wu(x) =0 et limu(x) = —1. On peut donc notamment prolonger u par
z—0 T—4-00 z—1

continuité en 0 et en 1.
o Vx>0, u(z) <0.
e Par un calcul simple, on voit que Vo > 0, u(z) = u(z~!).
e u est strictement croissante sur |1,400[. En effet, u est 2 fois dérivable, et en étudiant les deux

premiéres dérivées de u sur |1,4+00[, on arrive & démontrer que u’ est postive sur cet intervalle,
et donc que u y est croissante.

e Par les deux points précédents, on obtient aussi que u est strictement croissante sur |1,+o00].
e On déduit finalement que min(u) = u(l) = —1.
Onadonc ¢ (t) =0 <= u(t) =u(s) <= s=1/t < pt>?—t+q=0 < (t—1)(t—q/p) =0.
Comme on travaille en dehors de 1, on a alors ¢t = ¢/p qui est un point ou ¢’ s’annule.
Sip =1/2, ¢’ s'annule seulement en 1, et on a p(1) = 1/2. Et comme par exemple ¢(0) = 213(2) > 1,

1/2 est minimum de ¢ sur [0,1/p|. On a alors

crs(B(1/2)) =2

Sip#1/2, ¢'(1) # 0 et ¢’ s’annule seulement en 1. On calcule (1) = m, qui est donc un

extremum de . De plus au vu du dévelopemment limité de ¢, on peut prolonger par continuité ¢’
en 1, et au vu des limites en 0 et 1/p, ¢ est donc décroissante sur ]O,%[, puis croissante sur ]%,% .
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On en déduit que (%) est bien le minimum de .

q

On a donc : 8 ) | |
Sip# 5 ens(B) = L2

O

On notera plusieurs éléments appuyant la cohérence des résultats : déja, la constante est bien sy-
métrique entre p et ¢q. Ensuite, si p tend vers 0 ou 1, la constante tend vers +o0, ce qui correspond
au cas évoqué plus tot ot si p = 0 ou p = 1, on ne peut pas trouver de constante. On remarque
aussi que lorsque p tend vers 1/2, la constante tend vers 2, ce qui est bien la valeur que I'on a trouvé
quand p = 1/2.
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Chapitre 3

Inégalités pour la mesure de Gauss
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CHAPITRE 3. INEGALITES POUR LA MESURE DE GAUSS

Maintenant que nous avons déterminé les constantes optimales pour la mesure de Bernoulli, par
des formules de tensorisation puis une application du théoréme central limite, nous allons pouvoir
calculer les constantes optimales pour la mesure de Gauss.

3.1 Tensorisation

Cette partie va permettre d’utiliser la remarque faite plus tét sur les similarités entre variance et
entropie. Introduisons une nouvelle notation : pour ¢ € {x + xIn(x), = — 22}, p une mesure de
probabilité sur un ensemble F et f: E — R telle que ¢ o f est u-intégrable, on notera :

EZ(f) = Eu(eo f) — e(Eu(f))-

Selon le choix de ¢, cette expression peut donc correspondre a la variance ou a l’entropie. On peut
alors déterminer une formule variatonnelle commune & la variance et a 'entropie.

Théoréme 8 (Formule variationnelle commune). Soit ¢ € {x + xIn(z), = — 2%}, u une mesure
sur un ensemble E/ et f: E — R telle que p o f soit u-intégrable. Alors

EZ(f) = sup{Ef(9) + Eu((¢'(9) — €' (Eu(9)(f —9));9: E = R,pog u— integrable}.

Preuve. La démonstration demande un travail préliminaire sur une fonction. En effet, soit ¢ € {x +—
zIn(z), =+~ 22}, nous allons montrer que la fonction

Ap + (u,0) = p(u+v) = p(u) — ¢ (u)v

est convexe, afin de pouvoir appliquer I'inégalité de Jensen. Pour cela, on utilisera la caractérisation
par la différentielle seconde. Celle-ci est positive si la matrice hessienne de A, I'est. Calculons cette
hessienne : , @ , , ,

Ho () = (@ (utv) =P (wo — "(u) @"(utv) =g (U)>_

g ¢"(u+v) —¢"(u) ¢"(u+v)

Cette matrice est symétrique, donc par la critére de Sylvester on peut vérifier qu’elle est positive
est regardant si les déterminants de ses mineures principales sont positifs. Rappelons une inégalité
importante sur la convexité : si f est convexe et dérivable sur un ensemble I, soit zg € I, alors
Ve € I, f(z) > f'(xo)(z — xo) + f(x0). Clest une explicitation des minorantes affines, et on a
I'inégalité inverse pour une fonction concave.
Faisons quelques remarques sur ¢ :

e (o est strictement convexe.
e " est convexe.

1
* est concave.

Au vu des fonctions simples parmi lesquelles on choisit ¢, ces remarques sont trés faciles & montrer.
Comme ¢ est convexe, en appliquant 'inégalité vue plus haut avec z9 = u et x = u+ v, on a

¢ (u+0) = ¢ (o + " (u).

Donc la premiére mineure principale est bien de déterminant positif. Il reste maintenant & montrer
que det(Ha,,) est positif.

det(Ha,) = (¢"(u+v) = 0P (w)v = " ()@ (u+v) = (¢"(u +v) = " (u))?

= =P (W) (u+v)o + " (u)e" (u+v) = " ().
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Or comme 1/¢" est concave, par I'inégalité de concavité on a

I S ST S -iod ) S
lut o) = G W Gy = e U ey

()0”
Comme ¢ est strictement convexe, on peut multiplier I'inégalité par ¢ (u+v)¢”(u)? sans en changer
le sens, et on obtient

¢ (u)? < —p® ()" (u+ v)v + " (w)@" (u +v).

Donc le déterminant de la hessienne est positif. Donc la hessienne est positive, la différentielle seconde
aussi, et on a bien A, convexe.

Revenons & la formule que 'on voulait montrer. Soit f et g comme définies par ’énoncé. Par un
calcul simple on obtient

Ef(f) = Ef(f) = Eu(Aulg, f — 9)) = AG(EL(f), Eu(f — 9)) + EL((¢'(9) — ¢ (Eu(9)(f — 9))-

En appliquant I'inégalité de Jensen sur Ay, on a E,(A,(g9, f —g)) > Au(E.(f), E.(f —g)). On en
déduit
EZ(f) = Ef(9) + Eu((¢'(9) — ¢"(Eu(9))(f — 9))-

De plus, comme on a égalité si ¢ = f, on a bien montré la formule variationnelle. O
Cette formule variationnelle va nous permettre de tensoriser la variance et I’entropie.

Théoréme 9 (Tensorisation). Soit ¢ € {x — xIn(z), x> x2}. Pour 1 <i < n, soit yi; une mesure
de probabilités sur un ensemble E;. Posons u la mesure produit des p; sur E défini comme produit
des F;. Alors si f : E— R est telle que p o f est p-intégrable, on a

E2(f) <) Eu(EL(f)).
=1

Preuve. Soit f telle que ¢ o f est u-intégrable (on remarque d’ailleurs que g est une mesure de
probabilités sur E). D’aprés la formule variationnelle que 'on vient détablir, on veut donc montrer
que Vg : E — R avec ¢ o g p-intégrable,

Ef(9) + Bu((#'(9) = ¢ (Bu(9))(f —9)) < Y Bu(Ef.(f)).
=1

Soit donc g une telle fonction. Posons gy = g et V1 < i < n, ¢; = B, 0..0u,(9) = E4;,(gi-1). On
remarque que g, = E,(g). Alors en appliquant la formule variationnelle & (f, gi—1, 1), on a :

Ef(f) = Ef (gi-1) + Ep ((0'(9i-1) = @' (B, (9i-1)))(f — gi-1))
= E7 (9i1) + Eu ((¢'(9i-1) — ¢'(90))(f = gi-1))-

On intégre maintenant selon p, en remarquant a nouveau que £, E,, = E,, :

E(EL(f) 2 Bu(Ef (9i-1) + Eu ((¢'(gi-1) — ¢'(9:)(f — gi-1)))
= E,(Ef (9i1)) + Eu((¢'(9i-1) — @' (9)(f — gi-1))-
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Sommons chacun des termes du membre de droite en remarquant les sommes télésopiques qui ap-
paraissent :

ZE gz 1 ZE gz 1)) SO(EMi(gi—l)))

=1
= Eu(¢(g90) — ¢(gn))
= EM(SO(Q) - SD(EAL(Q))
= E7(9)

Pour le dernier terme, on notera que g; et g;—1 ne dépendent pas des coordonnées 1 a¢—1:

n

ZEM((SD/(%A) ))gi-1) ZE "(9i-1) = ¢'(90) Buso...on:(9))

i=1

B Z Eu(Bue..om((¢'(g9i-1) — ¢'(9:)9))

—ZE "(9i-1) — ¢'(9:))9)

= Eu((‘P (9) — ¢'(Eu(9)))9)-

Finalement on a donc :

n

> Eu(EL(f) = EL(9) + Eu((¢'(9) — ¢ (Bu(@)(f — 9))-

i=1
Donc par la formule variationnelle, le résultat de tensorisation est établi. ]

Nous avons donc désormais tous les outils nécessaires pour déterminer les constantes optimales pour
les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique pour la mesure de Gauss.

3.2 Inégalités

Le calcul des constantes optimales pour chacune des inégalités suit le plan suivant : d’abord on utilise
le théoréme de tensorisation sur des mesures de Bernoulli, dont on vient de calculer les constantes
optimales, puis en appliquant le Théoréme Central Limite on peut passer d’une mesure produit de
mesures de Bernoulli & une mesure de Gauss. On a alors une majoration de la constante optimale,
et par des arguments d’analyse fonctionnelle on finit de déterminer les constantes.
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3.2.1 Inégalité de Poincaré

Théoréme 10.
cp(y) =1.

Preuve. On veut donc tout d’abord utiliser le théoréme de tensorisation pour la variance. Posons
pour 1 <i<np;=p(1/2), et p=p1 @ ... fuy,. Soit F: {0,1}" - R, on a

Var,(F) < Z E,(Vary,(F))
i=1

- ZEM(SM (F))
=1
_ i S EL(FQ) - E(0)])
=1

avec Fi(y) = F(x1, ..., Ti—1,Y, Tit1, ..., Tpn) avec les (x;);2; fixés. On définit ¢, : {0,1}" — R telle

que
Z?:1 T; —n/2

1y eeey Tpy) =
‘Pn( 1 n) n/4

Soit f € CA(R,R). On a alors

n

Varu(f o gn) < 1 3 Bull(F o en)il1) = (7 o en)i(0) ).

=1

Par construction, les X; : z € {0,1}" — x; sont des variables aléatoires réelles indépendantes et
identiquement distribuées, de méme loi $(1/2). On peut donc appliquer le théoréme central limite,
ce qui donne que la mesure image de p par ¢, converge en loi vers dy quand n tend vers 400, et on
a:

Var,(foen) ST Vary(f).

Etudions maintenant le membre de droite de I'inégalité qu’on vient d’obtenir. Comme f € C3(R, R),

il existe K > 0 qui majore les 2 premiéres dérivées de f.
Soit 1 <i < n. Fixons (21, ..., Ti—1, Tit1, .., Zn) € {0,1}". On a (fo,)i(y) = f(%) On
n

peut alors étendre (f o ¢,); en une fonction continue sur [0,1]. Posons g : [0, 1] — R telle que

vy €10,1], g(y) = f( o

Alors par construction, g € C%([0,1],R). Par la formule de Taylor-Lagrange, il existe ¢ €]0, 1] tel
que :

9(1) = 9(0) = ¢'(0) = 59" ().

Par définition de g, on a donc :

;i Ty —n/2 " 2L+ c—n/2
(fown)i(l)—(foson)i(o)—\/gf/(zj#ln\/ﬁ/):if = J:/4 s
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Posons ¢ i(z = (21, ...,2n)) = \/%(Zj# xj —n/2). Soit x € {0,1}", on a alors :

(o gnlil1) = (f o 2n)i(0)] < \/gm o enil@) + 2.

Passons au carré, on a :

4 8K 4K?
. 1 _ i 0 2 < = / . 2 o / . -
(o 0i1) = (o O € 2110 pus(@) + =1 o gnla)| +
Notons v, la mesure image de p par ¢, ;, qui ne dépend pas de ¢ puisque les X; sont identiques.
Notons que v, est une mesure de probabilités. Alors en intégrant selon p I'inégalité précédente, on
obtient :

2
Eu(|(f 0 pn)i(1) = (f 0 pn)i(0)]?) < %Eynw'f’) + %EMV’I) + %

8K? n 4K?
nyn = n?’

4
< B, (1) +

Maintenant on somme :

n

, 8K? 4K?
2 Fulbulf o po)) < B (F1)+ T+ =

On veut maintenant faire tendre n vers +oo. Par le théoréme central limite (méme si il manquait

une coordonnée dans ¢y, ;, ce qui devient négligeable quand n — +o00) on a v, j ~ en loi. D’ou :
n—-+0o0

limsup Y Eu(Eu(f 0 9n)) < AE,(If'P) = 4&,(f).

n—-+o0o i—

Au final, on a donc :

Vary(f) < &(J).

Donc :
cp(y) < 1.

On veut maintenant montrer que cp(y) = 1. Pour cela, on va travailler sur la fonction f = idp.
En effet, par des calculs d’intégrales simples, on remarque que Var,(f) =1 = &,(f). Cependant,
f & C2(R,R). On va donc construire une suite (fx)r>0 C C2(R,R) qui converge vers f. Pour cela, on
va s’intéresser aux fonctions plateaux, qu’on appellera ici pg pour k > 0. Ces fonctions sont de classe
C>®(R,R), et valent 1 sur [—k,k] et 0 sur | — oo, —k — 1] U [k + 1, +o00]. Elles sont donc & support
compact, et on sait par construction de ces fonctions qu’il existe C' > 0 majorant la premiére dérivée
de chaque fonction plateau, et en particulier ne dépendant pas de k. Posons alors Vk > 0, fr = fpi.
La suite (fx)r>0 converge simplement vers f, et Vk > 0, | fi| < |f|. Et comme |f| est intégrable selon
gamma (par un calcul simple d’intégrale), par théoréme de convergence dominée,

Ey(fe), = Ey(f)-

k——+oco

Pour vérifier qu’on a la méme convergence pour la variance, il suffit de travailler sur ((fx)?)x>0. Cette
suite converge simplement vers f2 et est majorée par f2 qui est intégrable selon gamma (le calcul
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nécessite une intégration par partie mais reste simple). Donc & nouveau par le théoréme convergence
dominée,

Vary(fr) k‘—:&)-oo Vary(f).
La convergence de I’énergie demande plus de calculs. Soit k£ > 0.
|\ fel = [f'pr + foh|
< |f'pel + | fpil-

Le premier terme converge simplement vers |f’|. Pour le deuxiéme terme, on remarque déja que
Vk > 0, p, est nulle sauf sur | — k — 1, —k[U]k, k + 1[. On va montrer la convergence uniforme de

(fP))k>0 vers 0 :

/|fp’k|dvs C/ fldy
R J—k—1,—k[U]k,k-+1]
20 k+1 z2

= — xe 2 dx
V21 Jk

2C  —x? —(k+1)2
= (e 2 —e 2
V2T
— 0
k——~4o0

Donc (fp},)k>0 converge uniformément et donc simplement vers 0. Donc (] f1]?)k>0 converge simple-
ment vers |f/|2. On veut a nouveau appliquer le théoréme de convergence dominée. Soit k > 0.

o+ oil® < |kl + 21 f f oaple| + | Pk
< |[fP+2C|f 1|+ C?|fP.

Au vu de la forme de f, le dernier terme de I'inégalité est clairement intégrable. Donc par le théoréme
de convergence dominée,

Sv(fk) — gw(f)'

k—+o00
Comme on a la convergence de la variance et de ’énergie, par la définition de cp(y), on obtient
cp(y) > 1, et donc :

cp(y) = 1.

3.2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

Théoréme 11.
crs(y) = 2.

Preuve. Avec les mémes notations que pour la sous-partie précédene, par le théoréme de tensorisation
appliqué a l’entropie, on a pour F': {0,1}" — R :

Ent,(F?) < 3" By (Ent,, (F?))
i=1

<23 B(E(F)

_ % 3" EL(F(1) — F(0)P)
=1
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Soit f € C%(R, R) et ¢, définie comme dans la sous-partie précédente, on a alors :
1 n
Enty((f o n)?) < 5 D E((fo@n)i(1) = (f o @n)i(0)).
=1

Le terme de droite de l'inégalité étant (& un coefficient prés) exactement le méme que dans I’étude
de 'inégalité de Poincaré, on montre de la méme fagon que sa limite supérieure en n — 400 est
inférieure a 2&,(f). Et pour l'autre terme, par le théoréme central limite on a & nouveau que la
mesure image de p par ¢, converge en loi vers dy quand n tend vers +o0o. On en conclut que
Ent,((foen)?) — Enty(f?). On a donc :

n—-+00

Entw(f2> < 25v(f)-

Dot :
crs(y) < 2.

Pour établir que cps(y) = 2, on pourrait constater que Ent,(exp?) = 2&,(exp). Cependant exp ¢
C%(]R,]R), donc il on peut & nouveau travailler avec les fonctions plateaux pour se replacer sur des
fonctions compactes et utiliser le théoréme de convergence dominée pour vérifier des convergences
sur I’énergie et I’entropie du carré. Mais ici il y a plus simple, on peut utiliser la propriété 1 : en
effet on a montré que v vérifie une inégalité de Poincaré et de Sobolev logarithmique sur la classe
de foncions bornées C%(R,R), on a donc :

crs(y) > 2¢ep(y) = 2.

Finalement,
cLs(v) =
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