Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2022-2023 Exercice 4. On note E 'espace vectoriel des suites réelles bornées u = (uy, )nen telles

Mathématiques IV PMI - Analyse que ug = 0. On définit deux applications sur E par :

. , . Vu = (Un)nen, Noo(u) =sup |u,| et N(u) =sup |[upi1 — Uy .
Feuille d’exercices n° 1 neN neN

ESPACES VECTORIELS NORMES 1. Montrer que N définit une norme sur E. On admet que N, définit aussi une

norme sur F.

I. Normes ] )
2. Montrer que : Yu € E, N(u) < 2N (u). Déterminer une suite non nulle pour

Exercice 1. Soit n € N*. laquelle il y a égalité.
1. Pour u = (z1,...,2,) € R", rappeler Pexpression des normes |[ul|1, ||ull2 et |ullo. 3. Pour p € N, on note u() la suite définie par :
2. Justifier (sans calcul) que les normes || - |1, || - |2 et || - |lo SONt équivalentes deux VneN, u® = { n S'i n<p
a deux. p SO
3. Déterminer les constantes «, § et v optimales (c’est-d-dire les plus petites pos- Montrer, & P'aide des suites u(?) par exemple, que les normes No et N ne sont pas
sibles) telles que pour tout u € R™ : équivalentes.

ullr < aflulls < Bllulle < vlfulli-
e e lrlloe e Exercice 5. Soit n € N*. On définit sur M, (R) lapplication N, par

Noo(4) = | nax la;,j|, pour toute matrice A = (a; ;)1<i,j<n € Mn(R).
<i,j<n

Exercice 2. On considere les applications suivantes :
1. Montrer que Ny, définit une norme sur M,,(R) et que pour tous 4, B € M,,(R),

N: R? - R et Np: RR? — R Noo(AB) < nNoo(A)Noo(B).
(x1,m2) > |z1 + 22| + |71] (x1,22) — max(|z1 + 3x2|, |21 — z2]). _ o
2. Soit N une norme quelconque sur M, (R). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que :

1. Vérifier que chacune de ces applications définit une norme.

VA, B 2(R), N(AB) <cN(A)N(B).
2. Tracer les boules unités fermées centrées en Or2 pour ces deux normes. B € Ma(R) (AB) < eN(A)N(B)

. 5212 , . .
Exercice 3. Les fonctions N suivantes sont-elles des normes sur les espaces considérés ? II. Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

Exercice 6. Dans R3[X], étudier la convergence de la suite (P,),>2 définie par :

1. N: C(R,R) =R 5. N: C([0;27],R) = R
f e sup{|f(z)};z € R} Fe [T (8 sint| dt Wn>2 P, ety a;sﬁxz o I(n) s

2. N: C([0;1],R) - R 6. N: C([0;1],R) = R n*+3 In(n) + +/In(n)
f = sup{| (@) ;@ € [051]} I |y

3. N: C([0;1],R) - R 7.N: RZ=R Exercice 7. Dans le R-espace vectoriel E = C ([0;1],R) des fonctions continues de
[ sup{[f(z)]; 2 € [0;1/2]} () = |2 + 2Jy|

) [0; 1] dans R, on considére la suite (fy)nen+ d’applications, définies par :
.N: R R
4 N: C([0;1,R) > R s - ) __
f = sup{|f(z)];z € [0; 1]} (z,y) = (\/lwl + Iy\) : Vo € [0;1], falz) =2V =2+



(avec la convention 0% = 0 pour tout z > 0).
Etudier la convergence de la suite (f,)nen+ vers la fonction constante f : [0;1] — R

définie par f(z) =1, pour les normes || - |1, || - ll25 || - |lco-

3. (%) Pour tout n € N, on pose @, =1+ X +--- + X™. Etudier la convergence de

la suite (Qn)nen pour N'.

Pour s’entrainer :

Exercice 8. On se place dans l'espace vectoriel E = C([0;1],R) et on considere N Exercice 11. On définit Papplication N : R — R par :

définie par :
N(f) = /1 €’ f(x)|dx pour tout f € E.
1. Montrer que N est une norr(x)le sur E.
2. On considere la suite de fonctions (fy,)nen+ telle que
Ful@) = {l—nx six € [0;%]
" o six € [%, 1] '

a) Pour un n € N*| tracer la courbe de f,.

(a)

(b) Montrer que (f,)nen+ converge vers la fonction nulle dans (E, N).

(¢) Montrer que (fy)nen+ ne converge pas vers la fonction nulle dans (E, ||.||o0)-
)

(d) Les normes N et ||.||oo sont-elles équivalentes ?

Exercice 9. Soient n € N* et A € M,,(R) une matrice antisymétrique telle que la
suite (AF),en converge vers B dans M, (R). Montrer que la suite ((*A)*)ren) converge

aussi et en déduire que B est la matrice nulle.

Exercice 10. On note E = R[X] I'espace vectoriel des polynémes & coefficients réels
et on considére une suite de réels (ay)nen. On définit deux applications N et N’ sur
FE par:

VP = Xk e E, N(P)= t N'(P) = )
%ak (P) kZ:Oak‘ak' et N'(P) kfer[l[gfn“aﬂ

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (), pour que N
définisse une norme sur E. On admet que N’ définit une norme sur FE.

2. Dans cette question, on suppose que la suite (o), est une suite de réels stricte-
ment positifs convergeant vers 0. Pour tout n € N, on pose P, = X™. Etudier la

convergence de la suite (P,),en pour N.

1
Yu = (z,y) € R2, N(u) = §max(|x+y|, |z —yl).

(a) Montrer que I'application N est une norme sur R2.

(b) Dessiner sa boule unité fermée.

2. Pour || - || une norme quelconque sur R?, on note S| (Ogz,7) la sphere de R? de

centre Og2 et de rayon r.

(a) Montrer que pour toute norme || - || sur R?, on a pour tout u € R? \ {Ogz} :
u
— € S). (Ogz, 1) .
| Il

(b) Soit & € R% et N; et Ny deux normes sur R2. Montrer que si les spheres
SNy (Orz,1) et Sy, (Ogz, ) sont égales, alors il existe k € R, que 'on explici-
tera, tel que Ni(u) = kNo(u) pour tout u € R2.

(¢) En justifiant a Paide du dessin, en déduire qu'il existe 5 € R, que 'on expli-

citera, tel que N(u) = B (|z| + |y|) pour tout u = (z,y) € R?.

3. On cherche maintenant a retrouver le résultat précédent par le calcul.

(a) Montrer que N(x,y) = N(y,x) = N(—x,y) pour tout (z,y) € R%
(b) En déduire que N(z,y) = N(|z], |y|) pour tout (x,y) € R

(¢) Retrouver ainsi le résultat de la question 2c.

Exercice 12. Pour tout f € C([0;1],R), on définit

1 1
£ = [ 1fOld fl =/ [ G et fle = sup )
0 0 te[0;1]

Montrer que pour tout f € C([0;1],R), on a |[f|lx < ||fllz < ||flloo, mais que ces trois
normes ne sont pas équivalentes.

Indication : on pourra considérer les fonctions f,, : x — x™, pour tout n € N.



