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Correction - Devoir commun n° 3

La rédaction mathématique et la présentation de votre copie seront prises en compte dans la notation.
(Le bareme est indicatif et non définitif)
PARTIE ALGEBRE

Exercice 1. ( /6) Soit £ = R3[X], et soit B. la base canonique de E. On considere I’endomorphisme
f € L(E) défini par sa matrice A dans la base B, :

1 -2 0 2
0 1 -2 2
A= 0 -2 1 2
0 -2 -2 5

1. Eléments propres de f.
(a) Calculer le polynome caractéristique de f.

(b) Déterminer une base de I’espace propre Ei(f), et en déduire sa dimension.

1 0
(c) Notons vy = (1) et vy = (1) . Calculer A - vy et A - vy, en déduire une base de E3(f).
1 1

2. Diagonalisation et application.

(a) Montrer que A est diagonalisable et exhiber une matrice inversible P et une matrice diagonale
D telles que A = PDP~1.

(b) Sans effectuer de calculs, et en utilisant la question précédente, détailler la méthode pour

obtenir une expression de f* = fo...o f.

1. (a)

X-1 2 0 —2 0 »

xf(X) =det(XIy — A) = 8 X2_1 X2_1 :; =(X—-1) X—-1 =2
0 2 2 X-5 2 X5

:(X—l)( (X = 1)(X = 5)+4) — 2(2(X —5) +4) + (—4+2(X—1)))

= (X -D((X —1)(X —3)? —4X + 12— 8+ 4X —4)
2



(b) On cherche les polynomes P = a + bX + cX? +dX3 € E tels que f(P) = P :

a a a—2b-+2d =a
b—2+2d =b
PeE(fealll=|"< ot @{b:c:d
c c —2b+c+2d =c¢
d d —2%b—2+5d =d
a 1 0
b o| |1
& c € Vect ol 11
d 0o/ \1

On a donc E;(f) = Vect{1, X + X2 + X3} et dim(E;(f)) = 2.

(c) On obtient A - vy = 3v; et A - vy = 3uvg, ainsi 3 € Sp(f). En particulier v1,vy € FE3(A), donc
1+ X2+ X3 € B3(f) et X+ X3 € E3(f). Ces deux polynomes étant non colinéaires, dim(E3(f)) > 2,
de plus :

dim(E3(f)) < dim(E) — dim(E; (f)) = 2.

Ainsi dim(E3(f)) =2 et (1+ X%+ X3 X + X3) est une base de E3(f).

2. (a) Les multiplicités de 1 et 3 sont égales aux dimensions des espaces propres associés, la matice A

1 010 1 0 0O
. . 101 01 {0 100 _ 1
est donc diagonalisable. Pour P = 011 0 et D= 00 3 0 onaA=PDP .
01 11 00 0 3
(b) Dans un premier temps, on montre par récurrence que ¥n € N, A" = PD"P~!. 1l suffit alors de
1 0 0 O 1 1 0 -1
01 0 O 0 1 1 -1
. o e n __ _1 _ 5
calculer le produit matriciel entre P, D" = 00 3" 0 et P+ = 0 -1 0 e Puis, nous
00 0 3" 0 0 -1 1

en déduisons une expression de f" grace & son image sur les éléments X* de la base canonique.



Exercice 2. ( /4) On considére 'endomorphisme A de RY défini par, Vu € RN :
A(u) = (Ung1 — Un)pey  (Autrement dit : Vn € N, A(u)y, = Upy1 — Un).

1. Déterminer I’ensemble des suites u telles que u € Ker(A).

2. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres associés de A.

1. Soit u € Ker(A), alors A(u) = Ogn. Autrement dit on a Vn € N, upy1 — up, = 0, donc

Up+1 = Up. On en déduit par récurrence :
Vn eN, u, =ug

De plus, toute suite constante est élément du noyau, ainsi Ker(A) = {u € RN, u constante}.

2. Nous allons montrer que Sp(A) = R. Soit A € R et soit u € RY.

Au) = du Vn € N, Upi1 — Up = Auy
Vn €N, upt1 = (A4 1uy,

VneN, up, = (A+1)"ug

(T

u est une suite géométrique de raison A + 1

Pour tout réel ), il existe donc une suite géométrique non nulle (pour uy # 0) de raison A + 1. Ainsi
A € Sp(A) et E\(A) = {suite géométrique de raison A + 1}.



PARTIE ANALYSE

Exercice 3. ( /3)
1. Enoncer le théoreme de convergence dominée pour les suites de fonctions.

2. Justifier 'existence et déterminer la limites en oo de la suite définie pour tout n > 3 :

/‘H’O In(t)
Uy = ——dt.
1 VIt

1. Cf cours.

2. On note Vn > 3, Vt € [1,+o0], fn(t) = \/%

Soit n > 3, \/% ~iytoo % = ln(t)f%. Cependant, t£+moo ln(t)f% = 0 par croissance comparée,
donc :

3n _3n

=In(t)t 5% =yyp00 0 (t 5 ) .

|3

In(t)t

Or n > 3, donc %" > % > 1. De ce fait la fonction ¢ ~ ¢t~ 5 est intégrable sur [1, +oo[. Par comparaison
a une fonction intégrable, la fonction ¢ +— ln(t)t_%, et donc la fonction f,,, est intégrable sur [1,+ool,

donc u,, existe pour tout n > 3.

Nous allons maintenant chercher a appliquer le théoreme de convergence dominée. Pour tout n > 3, et

pour tout t € [1,+o0[ on a :

In(t) < In(t)
Vet S e

Nous avons déja montré que la fonction ¢ — In(¢)t~2 est intégrable sur [1, 4oco[ pour n > 3, donc égale-

0|3
e

= In(t)t% < ln(t)t 3.

o)l =

ment pour n = 3. Cette fonction est également continue et & valeurs positives sur [1, +00[. L’hypothese
de domination est donc vérifier, il nous reste a étudier la convergence simple de notre suite de fonctions.

. . . In(1) .
> . —— =
Pour tout n > 3, la fonction f, est continue sur [1,+oo[. Nous avons que ngrfoo NAESED 0 et pour

. In(t) _ . n _ . .
tout t > 1, ngrfoo T = 0 car In(t) est contante et nllgloot +o0 pour & > 1. De ce fait, la suite

de fonctions (f,), converge simplement vers 0 sur [1,4+ocol.

Par le théoreme de convergence dominée, nous avons donc :
—+oco “+o0 —+oco
Jdm o= i [ o= [ goai= [od=o
1 1

1



Exercice 4. ( /3) Pour tout n € N* et pour tout « €] — 1; 1] on pose

fo(x) = " sin(nx)'
n
1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur | — 1, 1].
n>1
+00
2. On pose [ = an, montrer que f est C* sur | —1,1[.
n=1

1. Soit x €] — 1, 1], soit n € N*. On a :

x"sin(nx) ||™
[fn()] = " <=
De plus |z| < 1, donc lim n2$ = lim n|z|" = 0 par le théoréme des croissances comparées. Ainsi
n—+o0o n—+o00

B =m0 0 (7).

La série a termes positifs | f,,(x)| converge donc par comparaison & une série de Riemann. La série E fn
n>1
converge absolument simplement sur | — 1, 1] donc simplement sur | — 1, 1].

2. Soit a € [0, 1], nous allons utiliser le théoreme de dérivation terme & terme pour montrer que f est
de classe C'! sur [—a,a).

Pour tout entier n non nul, la fonction f,, est C! sur [—a,a], et Va € [—a,d] :

n—1g; n
fi(x) = na"sin(ne) + na'cos(nz) = 2" ! (sin(nx) + zcos(nx)),
n
donc :
|fu(@)] = |2[" " [sin(nz) + zcos(nz)|

< 2"t (|sin(nz)| + |x||cos(nz)|)  (par inégalité triangulaire)

<ad"'141%1)=2a""1.

Ainsi || f}]loo,[~aa] < 2¢"~!. Par comparaison & une série convergente, la série de terme générale

[ fnlloo,[—aa) €St convergente, ainsi la série Z f1, converge normalement, et donc uniformément, sur
n>1

[—a,a]. Par le théoreme de dérivation terme & terme, f est de classe C! sur [—a, al.

Soit = €] — 1,1], il existe a € [0,1] tel que x € [—a, a], donc f est C! en z et donc sur tout l'intervalle

|- 1,1].



Exercice 5. ( /4) Pour tout n € N* et pour tout € R on pose

n

gn(x) = (—1)nm

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z gn sur R.
n>1

2. Montrer que la série de fonctions E gn est uniformément convergente sur R.
n>1

3. Soit I C R un segment. Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur [ 7

1. Soit x € R. Nous montrons que la série } (—1)" %5 vérifie le critere spécial des séries
alternées.

Pour cela il faut montrer que la suite ﬁ)n est dévroissante vers 0. Considérons la fonction

“+x

Tt ——
! 12 4 22’

elle est de classe C! sur R, et sa dérivée est :

, z? — 12
[t = [CEEE

Ainsi, f est décroissante sur [|z|, +oo[. PAr le critére des séries alternées, pour n > |x|, nous avons que

la série converge, et que Vn > |z| :

| Rn(2)] < [gn()]-

La série de fonctions E gn converge donc simplement sur R.
n>1
2. Soit n € N. En reprenant une des conséquences du critére des séries alternées, nous avons qui

Vz € [-n,n] :
" "
n?+az2 = n?

3=

[ Bn(2)] < lgn(2)| <

Et Vz €] — oo, —n[U]n, +o0] :



