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Feuille d’exercices n® 9

INTEGRATION : EXERCICES THEORIQUES

1 Fonctions en escalier et intégrabilité

Exercice 9.1.

1. Montrer que le produit de deux fonctions en escalier sur un intervalle I est une fonction en escalier

sur /.

2. La composée de deux fonctions en escalier sur un intervalle I est-elle toujours une fonction en

escalier sur 17

Exercice 9.2. 1. Montrer que si f est une fonction bornée, intégrable et paire sur 'intervalle [—a, a],
alors [ f(x)dx =2 [ f(z)de,
2. Montrer que si f est une fonction bornée, intégrable et impaire sur l'intervalle [—a,a], alors

[*, F@)dz = 0.

Exercice 9.3. Soit f une fonction bornée sur [a, b]. On sait que f intégrable sur [a,b] = |f| intégrable

sur [a, b]. Est-ce que la réciproque est également vraie ?

2 Manipulations simples sur les intégrales définies

Exercice 9.4. Prouver ’énoncé suivant : Si f est une fonction continue sur un intervalle [a; b], & valeurs

b
positives, telle que / f(x)dz = 0, alors f est nulle sur [a;b].

Exercice 9.5. Soit f est une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Montrer que f est de signe
b

| sy
a

Exercice 9.6. Soit f une fonction continue de RT dans R. Montrer que, lorsque z tend vers 0 par

1 [* 1
valeurs strictement positives, — / tf(t)dt tend vers 3 f(0).
= Jo

b
constant si et seulement si / |f(t)]|dt =
a

s
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Exercice 9.7. 1. Montrer que u, = / sin™(t) dt tend vers 0 quand n tend vers +oc.
0

us
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2. Montrer que u, = / sin"(t) dt tend vers 0 quand n tend vers +oo.
0



Exercice 9.8. Donner une expression raisonnablement simple des dérivées des fonctions suivantes :

2

r+1 et T
@) = / <t o(z) = /0 (Arctan(t + 2))7 dt.

Exercice 9.9.

1
1. Calculer I:/ In(1 + t2)dt.
0

n—-+4o0o

1
2. Pour n > 1 on pose u,, = / V14 t2dt. Calculer lim .
0
1
3. (a) A laide du développement de Taylor-Lagrange, déduire I'inégalité : |e* — 1 — u| < §u26“.

1 1
(b) En déduire que pour tout t € [0,1], on a [¥/1+t2—1— =In(1 +?)| < —5, puis fournir une
n n

Up —

suite (vy,), trés simple telle que — 1 quand n — +oo.
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