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Math III - PMI

Feuille d’exercices n° 9

CALCUL DIFFERENTIEL

1 Derivées partielles

Exercice 1. Trouver la dérivée partielle de la fonction f(x,y) = xy? suivant le vecteur o = i— 2;' au

point A de coordonnées (2, 1).

Exercice 2. Soit 8 : R? — R? Dapplication définie par 8(56,]/,2) = (x sin y,y sin z, z). Calculer
div(G), 1ot(G) et grad o div(G).

- =
Exercice 3. Soit ? : R? = R? Iapplication définie par ? =r¥(xi +yj)our=a%+y>
1. Calculer g et &
or Oy

2. Trouver r—o%?

Exercice 4. Etudier la continuité, ainsi que ’existence et la continuité des dérivées partielles premieres

2
=5 b2

y3, lz[ <y

de la fonction suivante :

2 Différentielle d’une fonction

Rappel. GRANDE IDEE DU CALCUL DIFFERENTIEL :

accroissement \ [ terme linéaire par rapport a petit terme
de la fonction l’accroissement de la variable

correctif

Soit f: D C R? — R4, A € D. La différentielle df(A) de f au point A est une application linéaire de

R? dans R? telle que au voisinage de A on a :
f(A+h) = f(A) = (df(A)) (h) + r(h), owr(h) = o(||A]).

Ici, h € RP| tel que A + h est au voisinage de A.

La différentielle d’une fonction est donnée par sa matrice jacobienne.

Exercice 5. Soient E,F deux espaces réels et f : E — F une fonction de classe C'. Dans les cas
suivants trouver la dimension de la matrice jacobienne de f, puis a l'aide des entrées de la matrice

jacobienne décrire la différentielle de f :



1. f est une fonction réelle d’une variable réelle (F = F' = R.)
2. f est une fonction vectorielle d’une variable réelle (E =R, F' = RP.)

3. f est une fonction numerique (réelle) d’une variable vectorielle (E' = R™, F' = R.) Quel est le lien

avec le gradient de f dans ce cas 1a?

4. f est une fonction vectorielle d’une variable vectorielle (F = R", F' = RP.)

Exercice 6. Soit f : R? — R la fonction définie par
22 3

f(xa y) = xgy_i__ny pour (x,y) # (070) et f(oa 0) = 0.
e : of  Of I L
Calculer les dérivées partielles 9z et 3, 2 (0,0). L’application est-elle différentiable en (0,0) ?
Z Y

Exercice 7. Soit f : R? — R la fonction définie par

.172

f@y) = s powr (5,y) £ (0,0) et f(0,0)=0.

Montrer que f admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions en (0,0) mais n’y est pas
différentiable.

Exercice 8. Soit une application f : R?> — R. On considere les assertions suivantes :
A. L’application f est continue en (0,0).
B. Les dérivées partielles (0f/0z) (0,0) et (0f/0y) (0,0) existent et sont continues.
C. L’application f est différentiable en (0,0).

1) Rappeler les implications qu'’il y a entre ces propriétés.

2) Montrer que chaque implication n’est pas une équivalence. On pourra utiliser les deux fonctions

suivantes :
#?sing + y’sing  sizy #0
22sint siy=0etxz#0
— X

f(xvy) y281n% Sla::()ety;ﬁo

0 en (0,0)
2 )
ot glz,y)={ 2 S (@) #(0,0)

) 0 en (0,0)

Exercice 9. Soit f: R? = R, f(z,y) = 22 + 5y + 22(\/|y| + v/]z|). Déterminer 1’ensemble des points
ou f

1. est continue;

2. est différentiable;

3. est de classe C';

4. admet des dérivées partielles;

5

. admet des dérivées directionnelles.



3 Fonctions composées

Exercice 10. Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables, et calculer leur matrices Jaco-

biennes.

f(x,y) = e (z+vy), g(z,y) =zy +yz + 2z, h(z,y) = (ysinz, cosx)

Exercice 11. Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables, et calculer leur différentielles.

.1'2—22

2
o) = (S5 swasing) . ofe) = (0.5 + o)

Exercice 12. Soit f(x,y) une fonction définie sur R? \ {(0,0)} qui a des dérivées partielles suivantes :

of _ 1 of 1
or z Oy vy
. . of . of .
Soit x =rcosf, y =rsinf,r € Ry, 0 € [0,2x]. Calculer — et —= en tant que fonctions de r et 6.

00  Or

Exercice 13.

1. Si(x,y) — f(x,y) est différentiable de R? dans R, dériver les fonctions u(x) = f(x, —x) et g(z,y) =
f(y, ).

2. Soient E et F' deux espace normés, U un ouvert de F, et f : F — F, différentiable. Pour a €
U et v € E dériver la fonction composée t — f(a+tv) en t = 0.

Exercice 14. Soit v(t) = (z(t),y(t)) une courbe paramétrée de R? (une application d’un intervalle

I C R dans R?). Soit f(z,y) = e*. En sachant que 7(0) = (1,2), et 4'(0) = (3,4). Trouver la valeur de
df (v(t))

dt f—o

Exercice 15. Soit 2(t) = f(x(t),y(t)) ou f est une fonction de classe C! dans R? et = et y sont des

fonctions dérivables dans R. Trouver une expression pour z’(¢). Appliquer la formule aux cas particuliers :
1. f(z,y) = 2% + 2zy + 4y avec . = t et y = .

2. f(x,y) = xy? + 2y avec v = t? et y = Int.

Exercice 16. On considere les fonctions f : R?2 — R et g : R? — R? définies par
fla,y) = 2% =y et g(x,y,2) = (t+y+ 2,0 —y +2)

On considere aussi h = fog.
1. Expliciter h. Montrer que f, g et h sont de classe C' et écrire leur jacobiennes.

2. Vérifier que Jh(Ly’z) = qu(xﬂw) o ngyyz)



