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Maths III PMI - Analyse

Feuille d’exercices n° 8

INTEGRALES MULTIPLES

Exercice 1. (Simples calculs par tranches/piles) Calculer les intégrales doubles suivantes :

1. // z?ydady, out D est le carré [0;1] x [0;1],

dzd
// e y2, ou D est le carré [1;2] x [3;4],
(x+y)

3. // rydedy, ot D = {(z,y) €R? |0 <2 <2,0<2y<a},
D

4. //(x2+y2)dxdy7of1D:{(x,y)€R2|x§1,x2§y§2}.
D

Exercice 2. Soient a et b deux réels strictement positifs. Pour tout y > 0, on pose 0Y = 0. En calculant de

deux manieres différentes I'intégrale / / ¥ dzdy on D = [0;1] X [a; b], déterminer la valeur de U'intégrale simple

1,b b
_ a
J:/ i dz.
o Inzx

Exercice 3. (Le changement de variable en polaires) A Paide d’'un changement de variable en coordonnées

polaires, déterminer les valeurs des intégrales suivantes :

1. // (z +y)*dz dy, ot D est le disque de centre 0 et de rayon 1,
D

2. / / ydxdy, ou D est le demi-disque intersection du disque de centre 0 et de rayon 3, avec le demi-plan
D
{(z,y) eR? [y > 0},

3. // V1—22 —y2dxdy, oun D = {(z,y) € R? |z > 0, (2% +1°)? < 2% — ¢?}.
D

Exercice 4. (Calcul de l'intégrale de Gauss)
On considere la fonction f : R — R définie par f(¢) = e=t". Pour R > 0, on note Dg le disque de centre 0 et de

rayon R et Cr le carré centré en 0 et de c6té 2R.
2
R
1. Montrer que // f(V2?2+y?)dedy =4 </ f) dt) .
Cr 0

2. En utilisant un changement de variable en coordonnées polaires, calculer / / Ff(W/x? +y?)dady.
Dr

En déduire sa limite lorsque R tend vers +o0.

3. Comparer les ensembles Cr, Dg et Dp, /3.

“+oo
4. En déduire que 'intégrale / f(t) dt est convergente et déterminer sa valeur.

— 00



Exercice 5. (D’autres changcmcnts de variable)
1. Calculer // A\ 1-—= - Z—Q dzdy ou E est 'intérieur de Vellipse d’ equatlon — + ZQ =1.
2. Soit P = {(z,y) € R2|0<yfx<10<2o:—y<1}
(a) Représenter graphiquement 1’ensemble P.

(b) Calculer I'intégrale double // (22% — 3xy + y?) dz dy, & Paide du changement de variable v =y — z,
P
v =2z —y.

Exercice 6. Calculer les deux intégrales suivantes avec la méthode des batons et la méthode des tranches :

11:/// rzzdrdydz et 12:/// z?zdxdydz
v v

ou V= {(z,y,2) e R®| 2 < 1,22 +9? < 2}.

Exercice 7. A l'aide d’un changement de variables en coordonnées cylindriques :

1. Déterminer la valeur de l'intégrale triple / / / (22 + y?*)dzdydz ot Q est de domaine de R3 délimité par
Q

les surfaces d’équations z = 22 + y° et z = 4.

2. Déterminer le volume de la partie D de R définie par

D:{(m,y,z)ERg|x2—|—y2§9,x20,x—2y+3z23etz§3}.

Exercice 8. A l'aide d’un changement de variables en coordonnées sphériques, calculer l'intégrale

///B \/332+y21+ (z—a)? drdyd>

ou B désigne la boule unité fermée de R? et a un réel strictement supérieur & 1.




