
Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2018-2019

Math IV - PMI - Algèbre

Feuille d’exercices no 7

Séries de Fourier

Exercice 1. Série de Fourier - étude d’un cas

On considère la fonction f de période 2π, définie par x 7−→ ch(x) sur l’intervalle [−π, π].

1. Faire un dessin rapide du graphe de la fonction.

2. Montrer que f est partout égale à la somme de sa série de Fourier.

3. Déterminer sa série de Fourier en formulation complexe puis en formulation réelle.

4. En déduire la valeur de

+∞∑
n=1

(−1)n

1 + n2
et de

+∞∑
n=1

1

1 + n2
.

Exercice 2. Série de Fourier - étude d’un cas

Soit α ∈]0, 1[ et f la fonction de période 2π, définie par x 7→ cos(αx) sur l’intervalle [−π, π].

1. Faire un dessin rapide du graphe de la fonction.

2. Montrer que f est partout égale à la somme de sa série de Fourier.

3. Déterminer sa série de Fourier en formulation complexe puis en formulation réelle.

4. Montrer que
π

α sin(απ)
=

1

α2
+ 2

+∞∑
n=1

(−1)n

α2 − n2
.

Exercice 3. Série de Fourier - fonction 2-périodique

Soit la fonction f : R→ R paire, de période 2, et définie par f(x) = 1 si x ∈ [0; 1/2[ et f(x) = −1 si x ∈ [1/2; 1].

Lorsque c’est possible, exprimer f(x) comme la somme d’une série de la forme
∑

(an cos(nωx) + bn sin(nωx))

avec ω ∈ R et les an, bn des coefficients réels.

Exercice 4. Existence d’un coefficient

Existe-t-il une suite réelle (an)n∈N telle que pour tout x ∈ [0, π], sin(x) =

+∞∑
n=0

an cos(nx) ?

Exercice 5. Existence d’un coefficient

Existe-t-il une suite réelle (bn)n∈N telle que pour tout x ∈ [0, π[, cos(x) =

+∞∑
n=0

bn sin(nx) ?

Exercice 6. Existence d’un coefficient

Existe-t-il une suite réelle (cn)n∈N telle que pour tout x ∈ [0, 2π], sin(x) =

+∞∑
n=0

cn cos(nx) ?

Exercice 7. Série de Fourier - étude d’un cas

1. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f paire, 2π-périodique et définie par f(x) = x

sur [0, π]. En déduire les valeurs des séries∑ 1

(2n+ 1)2
,

∑ 1

(2n+ 1)4
,

∑ 1

n2
et

∑ 1

n4
.
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2. Déterminer la série de Fourier de la fonction g impaire, 2π-périodique, définie par g(x) = x sur [0;π[. Étudier

sa convergence. Retrouver la valeur de la somme

+∞∑
n=1

1

n2
.

Exercice 8. Série de Fourier - étude d’un cas

Déterminer la série de Fourier de la fonction 2π-périodique définie sur l’intervalle ]− π, π] par f(x) = ex. Étudier

la convergence de cette série. Retrouver la valeur de

+∞∑
n=0

1

n2 + 1
(voir exercice 1).

Exercice 9. Examen Janvier 2010

Soit la fonction f paire, 2π-périodique définie pour tout x ∈ [0, π] par f(x) = π − x.

1. Faire un rapide dessin du graphe de la fonction.

2. Est-ce que f est partout égale à la somme de sa série de Fourier ?

3. Déterminer sa série de Fourier en formulation réelle puis en déduire sa série de Fourier en formulation

complexe.

4. En déduire la valeur des sommes suivantes

S1 =

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
et S2 =

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
.

Indication : pour la dernière somme, on pourra utiliser l’égalité de Parseval.

5. En remarquant que
+∞∑
k=1

1

n2
=

+∞∑
k=1

1

(2k)2
+

+∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
,

trouver la valeur de

+∞∑
k=1

1

n2
.

Exercice 10. Examen Décembre 2007

Soit f : R −→ R la fonction 2π-périodique définie par f(x) = | sin(x)| si x ∈]− π, π].

1. Faire un dessin rapide du graphe de la fonction.

2. Montrer que f est partout égale à la somme de sa série de Fourier.

3. Déterminer sa série de Fourier en formulation réelle .

N.B. : On rappelle que sin(a) cos(b) = 1
2 [sin(a+ b) + sin(a− b)].

4. À l’aide de la formule de Parseval, évaluer

+∞∑
n=1

1

(4n2 − 1)2
.

Exercice 11. Soit f : R −→ R 2π-périodique, impaire, constante égale à 1 sur ]0;π[.

1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f .

2. Étudier la convergence simple et uniforme de la série de Fourier de f .

3. En déduire les valeurs des deux sommes suivantes :
+∞∑
p=0

(−1)p

2p+ 1
et

+∞∑
p=0

1

(2p+ 1)2
.

4. Calculer

+∞∑
n=1

1

n2
et

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
.

Exercice 12. Déterminer la série de Fourier de la fonction sin.
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