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Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2020-2021 Exercice 4. Soit F définie par F(x) = / ot ch(2t) dt.
Mathématiques III PMI - Analyse 0
1. Soit a € R. Montrer que la fonction ¢ — e~t'+2at ogt intégrable sur RT.
Feuille d’exercices n° 7 2. Montrer que la fonction F' est définie et continue sur R.
INTEGRALES A PARAMETRE 3. Montrer que la fonction F est de classe €' sur R et que F'(x) = 22F(z) pour
tout z € R.
4. En déduire une expression explicite de F' sur R.
¥ sin(t
Exercice 1. On consideére la fonction F définie sur ]0; +oo[ par F(z) = / _ﬁg dt.
o T
A 10ad ) : s, . 400 ]
1. A Taide d’'un changement de variable, montrer que F(z) peut s’écrire comme une Exercice 5. On pose, pour a > 0, F(z) = / o—itrg—at® gy
intégrale dont les bornes ne dépendent pas de x, pour z > 0. —co
, —x
2. Etudier la continuité de F. 1. Montrer que F est de classe €' sur R et que l'on a F'(z) = Q—F(a:) pour tout
a
3. Montrer que F est dérivable sur ]0; 400 et donner une expression de sa dérivée. z €R.
1 o —x2/4 . . _ T _22/4
4. Retrouver les résultats des deux questions précédentes & I'aide des théorémes pour 2+ 1 déduire que F(z) = F(0)e™* /** pour tout z réel puis que F(z) = \Va© v/
les intégrales a parametre a bornes variables. +o0 ,
On rappelle que / e " du = /7.
—0o0
Exercice 2. Soit f une application définie sur [0;1], & valeurs strictement positives,
et continue. L Exercice 6.
— « N
Pour > 0, on pose F(a) = /0 (f(#)* at. 1. A T’aide du théoréme des accroissements finis, montrer que : Vu € R, [sin(u)| < |ul.
1. Justifier que F est dérivable sur Ry, et calculer F'(0). 2. On considére la fonction F : R* —» R définie par
2. En écrivant un développement limité de F' a ’ordre 1 en 0, en déduire la valeur de +2 sin(at)
F(x) = — e tdt.
1 1/0‘ 0 t
lim (/ (F(1) dt) .
a—0 \ Jy (a) Montrer que la fonction F est définie et de classe €' sur RT et expliciter
F’(x) a l'aide d’une intégrale, pour tout x € RT.
Exercice 3. Soit f : R — R de classe € telle que f(0) = 0. (b) En déduire une expression explicite de F(x) pour tout z € R™.
1
1. Montrer que la fonction g : x — / f/(xt) dt est de classe € sur R et donner
0
Iexpression de ses dérivées successives. Ty q
f(x) Exercice 7. Soit F' définie par F(z) = / W t* dt.
2. Soit h: R* — R définie par h(z) = —=. o Int
] z ) 1. Montrer que 'ensemble de définition de la fonction F' est égal & |—1; +oo].
(a) Pour tout x € R*, exprimer h(x) en fonction de g(z). £ 1
5 . + Ja) . . - <
(b) En déduire que h se prolonge en une fonction de classe €>° sur R et exprimer 2. Montrer quil existe M € R™ vérifiant : pour tout ¢ € ]0; 1], Int ‘ =M.

ses dérivées successives en 0 en fonction de celles de f. 3. En déduire que F admet une limite lorsque x tend vers +oo et la déterminer.



4. Montrer que la fonction F est continue sur |—1; +o0]. 1. Montrer que F est continue sur [—1;1].

+o00 x—1
t+2
2. En déduire la limite lim (t+2) dt

5. Montrer que la fonction F est de classe ¢! sur |—1;+o00| et calculer expliciter
z—=0 fq (t + l)m"'l '

F'(z) pour z > —1.

6. En déduire une expression explicite de F'.

[SE]

Exercice 11. Pour tout x € [0; +oc0[, on note f(z) = / t* cost dt.

Exercice de cours : la fonction I' d’Euler 0

1. Calculer f(0) et f(1).

+oo
Exercice 8. Pour z € R, on définit I'(z) = /0 t" et dt. 2. Btudier la continuité de f sur [0; +oa].

1. Quel est le domaine de définition de I' 7 3. Montrer qu'il existe ¢ € [0; +oo| tel que f(c) = T

2. (a) Pour k>1et0< A< B < +00, on pose

() = tAle tInt/* sio<t<1
Ik tB=Le~t Int|" sit>1.

Démontrer que g, est intégrable sur ]0; +ool.
(b) En déduire que I' est > sur son domaine de définition, et calculer I'*).

3. Montrer que pour tout z > 0, on a : I'(z + 1) = zI'(z). En déduire la valeur

I'(n + 1) pour n entier naturel et un équivalent de I" en 0.

4. Montrer que la fonction I' est convexe.

Pour s’entrainer :

cost
t+x

dt.

w/2
Exercice 9. Soit f : x H/
0

1. Montrer que f est définie, continue sur RT*. Etudier les variations de f-
2. Déterminer les limites de f en 07 et +oo.
3. (x) Démontrer les équivalents suivants :

f@) ~ 2 et fz) ~ —In).

r—+00 I rz—0t

Indication : pour l'équivalent lorsque x — 0T, on pourra (démontrer et) utiliser
2

t
l’encadrement : pour tout t € [0;7/2], 1 — B < cos(t) < 1.

. +oo (t 4 2)x71
Exercice 10. Pour tout x € [—1;1], on pose F(z) = o dt
o (E+ 1Tt



