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Feuille d’exercices d’analyse n°7

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE

On cherche a résoudre I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants suivante :
(E) ay’ + by +cy=Ff.

Etape 1 :

La premiére étape consiste & chercher les solutions générales de I’équation homogéne associée :
(H) ay’ +by +cy=0.

Pour cela, on associe & (H) I’équation du second degré suivante, appelée équation caractéristique de
(H) et notée (EC)
(EC) ar* 4 br +c¢=0.

On note A = b% — 4ac son discriminant. L’ensemble des solutions générales de (H) est donné en fonction

du signe de A par le tableau suivant.

Discriminant | Racines de (EC) Ensemble des solutions de (H)
A0 Deux racines simples réelles y(z) = Xe™® + pe™® A ueR
o= S, = s
A—D0 Une racine double réelle yu(r) = A+ p)e™, A, peR
A <0 Deux racines complexes conjuguées | yg(z) = e** [Acos(Bz) + psin(Bx)], \,u € R
ri=a+if, ro=a—1if aveca:—%, = 2;A
Etape 2 :

On cherche ensuite une solution particuliére de (E) en utilisant le tableau ci-dessous. Dans ce tableau,
P(x) est un polynéme, w, «, [ et k sont des constantes données par le second membre f(z). Q(x) est

un polynéme de méme degré que P(z) a déterminer, et A et B sont des constantes réelles & déterminer.

Une fois la forme de y, identifiée, on calcule yz’, et yg puis on injecte dans (E) afin de calculer les

parameétres définissant y,,.



Second membre f(x) Solution particuliere y,(x)

f(x) =k = cste yp(x) = A = cste

yp(r) = Q(x) sic#0
f(z) = P(x) yp(z) =2Q(x) sic=0et b#0
yp(z) = 22Q(z) sic=b=0

8

yp(z) = Q(z)e* si k pas racine de (EC) : k # 1y, k # o
f(z) = P(z)er” yp(z) = rQ(x)e* si k racine simple de (EC) : 7y # 1o, k=11 ou k =79
yp(z) = 22Q(z)e si k racine double de (EC) :k=r =1 =719

8

f(z) = ek [acos(wz) | yp(z) = € [Acos(wz) + Bsin(wz)] si k + iw pas racine de (EC)
+Bsin(wz)] yp(z) = xe" [A cos(wr) + Bsin(wz)] si k + iw racine de (EC)

Si le second membre s’écrit f(x) = fi(x)+ ...+ fn(z) ou chaque fonction fi(z) prend 'une des formes de
second membre données par le tableau ci-dessus, on cherche une solution particuliére de (E) en utilisant

le principe de superposition. Pour cela, on cherche une solution particuliére y,, de I’équation
(Ex) ay” +by' +cy = fi.
Une solution particuliere y, de (E) est alors donnée par y,(z) = yp, (z) + ... + yp,, (@).

Etape 3 :

Les solutions générales de (E) sont données par y(x) = yu(x) + yp(x), A, p € R. S’il y a des conditions
initiales y(to) = yo et y'(to) = y{, on calcule les constantes A et p en injectant les conditions initiales

dans la solution générale obtenue. On obtient alors une unique solution.

Exercice 1. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1)y +y=0 2)y" —3y +2y=0 3y +2y+2y=0 )y +2y +y=¢€"
5y +y —2y=c¢ 6) y" +2y + 2y =sinzx )y +y=2cos’x 8) y" +y = shx

Exercice 2. Soient w et wy deux réels strictement positifs et distincts. Trouver les solutions de ’équation
différentielle
y" + wy = cos(woz)

vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 0.
Exercice 3. Déterminer les couples (a,b) € R? tels que toute solution de y” + ay’ + by = 0 soit bornée
sur R,
Exercice 4. Soit w un réel strictement positif. On considére 1’équation différentielle
(E) Yy (t) + wiy(—t) = cos(wt).

1. Montrer que la résolution de (E) peut se ramener a la résolution de deux équations différentielles

ordinaires du second ordre ; pour cela on fera intervenir les parties paire et impaire de y.

2. Déterminer la solution générale de (E) . Quelle est la structure de I'ensemble des solutions ?



