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Feuille d’exercices n° 6

TOPOLOGIE - FONCTIONS CONTINUES DE PLUSIEURS VARIABLES

1 Topologie (suite)

Exercice 1. Soient E un espace vectoriel normé et (z,,) une suite convergente de E. Montrer que 1’ensemble des

., est borné.

Exercice 2. Dans un espace vectoriel normé E, montrer que pour x,y € F,

[zl =1l [ < llz = yll.

En déduire que la norme est une application continue de E vers R.

Exercice 3. Soient K et F' deux parties non vides de R™ muni d’une norme quelconque.
1. On suppose K compact et F' fermé dans R™. On définit d(K, F) = inf{||k — f||; (k, f) € K x F}. Montrer
qu’il existe a € K et b € F tels que ||a — b|| = d(K, F).
2. Dans R?, en considérant I’hyperbole d’équation xy = 1 et I'axe des abscisses, montrer que le résultat

précédent est en général faux si K est supposé fermé non compact.

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel normé. Soient A et B des parties de E. On définit A+ B = {a+b]| (a,b) €
A x B}.
1. Montrer que si A est compact et B fermé dans E alors A + B est fermé dans F.
2. Montrer que si A et B sont compactes alors A + B l'est aussi.
3. Soient A = R x {0} et B = {(z,y) € R? | zy = 1}. Montrer que A et B sont des fermés de R? mais que
A+ B n’en est pas un.

Exercice 5. D’apres le cours, les compacts de R™ sont les parties fermées et bornées. On va montrer ici que ceci est
faux en dimension non-finie. Soit £ = R[X]. Soit || || : £ — Ry défini ainsi : pour P = ag+a; X +---+asX? € E,
on pose | Pl = ¢ a1
1. Montrer que || || est une norme sur E.
2. Soit (P,) une suite de E convergente vers P = ag + a1 X + --- + agX?. Notons, pour tout n, P, =
ano + an1 X + -+ + an,and". Montrer que pour tout k € N, la suite (ay, k), converge vers ay dans
R.
3. Notons S = {P € E| |P|| = 1}. Montrer que la suite (X™) est une suite de S et n’admet pas de sous-suite

convergente (dans S). Conclure.



2 Fonctions de plusieurs variables réelles : limite et continuité

2cy —y?
Exercice 6. Soit f la fonction définie par f(x,y) = LQ

o Etudier la limite pour (z,y) — (0,0) de la
2 +y

restriction de f aux droites d’équation y = ma, avec m € R. En déduire que f n’a pas de limite a l'origine.

Exercice 7. Soit f la fonction définie par
%y
flz,y) =4 x4 — 222y + 332
0 si (z,y)=0.
1. Etudier la limite pour (z,y) — (0,0) de la restriction de f aux droites d’équation y = ma, m € R donné.

2. Calculer la limite & I'origine de la restriction de f & la parabole d’equation y = 2.

3. Montrer que f n’a pas de limite a l'origine.

Exercice 8. Pour une fonction de deux variables on considere trois types de limites :

(A)  lm  fe,y); (B) lim (lim f(a,y); (C) lim (lim f(z,y)).

(z,y)—(a,b) r—a y—b y—b T—a

On considere les fonctions suivantes :

22 —y? Ty sin x siny

o f2(l’7y)=m, fa(z,y) = v fa(z,y) = o

fl('ray) =

Démontrer qu’en (0,0) :

— deux de ces trois limites peuvent exister sans que la troisieme n’existe,
— une de ces trois limites peut exister sans que les deux autres n’existent,
— (B) et (C) peuvent exister sans étre égales,

— si (A) et (B) existent alors elles sont égales.

. si
Exercice 9. Etudier la limite & l'origine de la fonction définie par f(z,y) = M

Ty
Exercice 10. Calculer, si elles existent, les limites des fonctions suivantes pour (z,y) — (0,0) et (x, y) appartenant

a I’ensemble de définition :

fagy = Yy T ey B
2| + |yl x? 4+ y? z? +y? + [z — y|

_ cos(xy) — 1 B x? o

f('ray)_ $2+y2 ) f(xay)_yln(y_x2)7 f(a:,y)—x

Utilisation des coordonnées polaires

Rappel.
Soit g: R* x [0, 27[— R. Soit £ € R. Supposons que pour tout 6, lim,_,o+ g(p, ) = £.
Supposons la limite uniforme en 0 :

l9(p,0) — 4| < G(p), VY p>0, V0

il existe G: Rt — R telle que :
lim,_,o+ G(p) = 0.

Sous ces conditions, si f : R? — R est telle que f(pcos(6), psin(d)) = g(p, #) alors lim . 4)—(0,0) f(2,9) = L.



Exercice 11. Pour chacune des fonctions g : R* x [0, 27[— R suivantes, calculer lim,_,o+ g(p,0). On préciséra
si:
1. La limite est indépendante de 6.

2. La limite est uniforme pour 6 € [0, 27|

p o(p,0) = {pln(psin(@)), si 6 €]0, 7|

79 = T 5
9(p9) sinf + 3 0, sinon.

Déduire de ce qui précede la limite pour (x,y) — (0,0) de la fonction f(x,y) telle que f(pcos(0), psin(f)) = g(p, d).

Exercice 12. Calculer les limites a l'origine des fonctions suivantes, a I’aide d’un passage aux coordonnées

polaires.
3

f(.’l?,y):ﬁyiw, f(:c,y)

- x2y3
- $4+I2y2+y4'

Exercice 13. En utilisant les coordonnées polaires, calculer les limites pour (z,y) — oo des fonctions suivantes

_ x2_|_y4
- x4+y2’

T arctany

f(x,y) = m7

f(z,y)

flay) = A+ |z +[y))sin(y?),  flz,y) =ye® +Inlyl.

Exercice 14. Soient f,g:R™ — R" deux applications continues.
1. Montrer que {z € R", f(x) = g(x)} est un fermé de R"™.
2. On suppose m = 1, montrer que {x € R", f(x) < g(z)} est un fermé de R™.

3. On suppose m = 1, montrer que {z € R", f(z) < g(x)} est un ouvert de R™.

Exercice 15. Soient f : R” — R™ une application continue telle que V(z,y) € R" xR", f(z+y) = f(z)+ f(y).
1. Montrer que Vo € R™",Vn € N, f(nx) = nf(z).
2. Montrer que Vz € R",Vn € Z, f(nz) = nf(z).
3. Montrer que Va € R",Vq € Q, f(gx) = qf(x).

4. En déduire que f est une application linéaire.

Exercice 16. Soit f la fonction définie par
z%y
Vit + 2
1. Soit D une droite quelconque passante par 'origine. Montrer que la restriction de f a D est continue en

0,0).

flx,y) =

2. Peut-on en déduire que f est continue en (0,0)?

Exercice 17. Etudier la continuité de f : R2 — R définie par f(z,y) = T (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

x2+y?




Exercice 18. Etudier la continuité des fonctions suivantes

1. flz,y) =a2ysiz <yetysiz>y

2. f(:v y) = (2% + y?)sin(1/(zy)) sizy #0 et 0 si 2y =0

flry)=asia? <yety?siaz?>y
flr,y)=aysiz?+y°€Qet0sia?+4y>¢Q

z,

Exercice 19. Sur quelles parties de R? les formules suivantes définissent-elles une fonction continue ?
3 3
L fley) = 52

. zy?
2. g(z,y) =sin(;74z)

Démontrer que ces deux fonctions se prolongent par continuité au point (0, 0).

Exercice 20. Soit & € R;, f une fonction de deux variables, définie sur un ensemble D C R2. On rappelle que
lensemble {(z,y) € D t.q. f(x,y) = k} est la ligne de niveau k de la fonction f dans D.

Trouver 'ensemble de définition D et ensuite les lignes de niveaux 0, 1, —1, 2 et 3 de la fonction f(x,y) = \/W
et les représenter graphiquement. Méme question avec f(x,y) = 22 + 4% et f(x,y) = y/z.

Exercice 21. Pour chacune des fonctions suivantes tracer les lignes de niveau indiquées :

x2—|—y Y —T+YyY
_ k=0 —1: == - 7 k=1,2.
f(x?y) x+y27 ) Y f(x7y) l'y ) )
at 4yt
f(x,y)zm’ k=2 fley)=r-y—lz-yl, keR

Pour la dernieére question, traiter séparément les cas k =0, k > 0 et k < 0.

Exercice 22. Soit f: R” - R, a € R"” et £ € R. Donner une définition pour les situations suivantes :

lim f(x) = +o0, lim f(z)=¢ et lim f(z) = +o0.
z—a [|z]|—o00 llz[|—o00

Etudier ensuite les limites pour (z,y) — (0,0) et ||(z,y)|| — oo de la fonction

(2 + 92 +x+y+ 1)
x2+y2

f(l',y): s a € R.

Exercice 23. Une fonction continue f: R} — R est dite homogene de dégré d € R si Va # 0 et VA > 0 on a
FOw) = Mf (@),

1. Donner quelques exemples de fonctions homogenes.

2. Pour quelles valeurs de d une fonction homogene de degré d est-elle bornée 7

3. Pour quelles valeurs de d est-elle prolongeable avec continuité & ’origine ?

Exercice 24. Soit f: R* — R une fonction continue telle que lim|, )00 f(2,y) = +o0. Démontrer que les

lignes de niveau de f sont compactes.

Exercice 25. Etablir si les fonctions suivantes sont bornées dans R? :

flz,y) = (x+2y°) exp(—|zyl), f(z,y) = exp(cos(l+zy)), f(z,y) = (z* + 1) exp(—z” — y*).



