Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2012-2013
Math IV - PMI - Analyse

Feuille d’exercices n° 6

INTEGRALES A PARAMETRES
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Exercice 1. Soit F' définie par F(x) = / ﬁtmdt.
0 n
1. Etudier ’ensemble de définition de la fonction F', que I’on notera Dp.
2. Montrer que la fonction F' est continue sur Dp.

3. Montrer que la fonction F est de classe C! sur D et en déduire une expression explicite de F.
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Exercice 2. Soit F' définie par F(x) = / et ch(2zxt)dt.
0
1. Montrer que la fonction F est définie et continue sur R.
2. Montrer que la fonction F est de classe C! sur R et que F'(z) = 2zF(z).

3. En déduire une expression explicite de F' sur R.
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Exercice 3. On pose, pour a > 0, F(gg) - / e—ztme—atht-

— 00

1. Montrer que F est de classe C! sur R et vérifie F'(x) = ;—xF(ac) pour tout x € R.
a

2. En déduire que F(z) = F(O)e‘$2/4“ pour tout x réel puis que F(z) = \/fe_ﬁ/‘l“.
a
+oo 5
On rappelle que / e " du = +/T.
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Exercice 4. Soit f une application définie sur [0, 1], & valeurs strictement positives, et continue.
1
Pour a > 0, on pose F(a) = / Fe(t)de.
0
1. Justifier que F' est dérivable sur Ry, et calculer F’(0).

2. En écrivant un développement limité de F' a l'ordre 1 en 0, en déduire la valeur de

1 1/a
iig%) </0 fo‘(t)dt> .
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Exercice 5. Pour z un réel positif, calculer / %e‘tdt.
0

*° sin(xt)
t

+
Indication : on pourra étudier I’existence de la dérivée de 'application x — / e tdt.
0



Exercice 6. Pour z € R, on définit I'(z) = f0+oo tr=le=tqt.
1. Quel est le domaine de définition de I'?

2. (a) Pourk>1et0< A< B < +00, on pose

(t) = tA" et Int|F  si0o<t<1
Ik tB=le=t|Int|F  sit> 1.

Démontrer que gi, est intégrable sur |0, +ool.
(b) En déduire que T est C* sur son domaine de définition, et calculer T'*),

3. Montrer que pour tout > 0, I'(z + 1) = 2I'(z). En déduire I'(n + 1) pour n un entier et un équivalent de
I"en 0.

4. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que I' est convexe.
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Exercice 7. Pour tout = € [—1; 1], on pose F(x) = Wdt.
1

1. Montrer que F' est continue sur [—1;1].
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9. En déduire la limite lim t+27
z—0 Jq (t + 1)Z+1

s

Exercice 8. Pour tout = € [0; +o0], on note f(z) = / t* cost dt.
0
1. Calculer f(0) et f(1).
2. Etudier la continuité de f sur [0; +o0].

3
3. Montrer qu’il existe ¢ € [0; +o0[ tel que f(c) = 1



