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Feuille d’exercices n°5

SUITES

Exercice 1.
1. Ecrire I'énoncé qui traduit « La suite (u,)nen n’est pas croissante. »

2. Cet énoncé est-il équivalent a « La suite (uy,)nen est décroissante. » 7

Exercice 2. Soit (u,)nen une suite réelle convergeant vers £ > 0.

Montrer qu’il existe Ny € N tel que Vn € N, N > Ny = u,, > %.

Exercice 3. Soit (u,)pen une suite complexe bornée et (v, )peNn convergeant vers une limite £ € C.
1. On suppose ¢ = 0. Montrer que (u, vp)nen converge vers 0.

2. Qulen est-ilsi £ £ 07

Exercice 4. Soit (up)neN et (vn)nen deux suites réelles convergentes.

Montrer que la suite (max(un, vy))neN converge.

Exercice 5.

1. Soit (up)nen une suite a valeurs dans Z. Montrer que (u,) converge si et seulement si elle est

stationnaire.

2. Soit D C Z un ensemble non vide et majoré. Montrer que D posséde un plus grand élément.

Exercice 6. Déterminer pour les ensembles qui suivent s’ils possédent des bornes supérieure et infé-

rieure. Le cas échéant, donner ces bornes et décider si ce sont également des extrema.

1. [0,1] 2. {(-)"+L|neN*}

3. { 725 | (mn) eNxN" | 1. [0,v2] N Q

Exercice 7.

1. Pour tout € > 0, donner explicitement ng € N tel que, pour tout n € N tel que n > ng, on ait :

< €.

2n+1 9
n+1

2. Pour tout € > 0, donner explicitement ng € N tel que, pour tout n € N tel que n > ng, on ait :

(I4+e ™) —1] < e.



3. Pour tout € > 0, donner explicitement ng € N tel que, pour tout n € N tel que n > ng, on ait :

2 1
n + _9

1 —n
(I+e )n+1 -

4. Pour tout R € R, donner explicitement ng € N tel que, pour tout n € N tel que n > ng, on ait :

n
- > .
5 2 R

Exercice 8. Soit (u,) une suite réelle convergeant vers £ € R. Montrer que (") converge vers e’.

Exercice 9. Suites arithmético-géométriques.
Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et u(®) € R. On définit par récurrence (u,)nen telle que : ug = u(®) et,

pour tout n € N, u,41 = au, +b.

1. Montrer qu’il existe a € R tel que a = aax + .
Montrer que la suite (vp)nen = (Un — @)nenN est une suite géométrique.
En déduire 'expression de u, pour tout n € N.

Etudier la convergence de (u,). Indication : on distinguera les cas |a| < 1, |a| > 1 et a = —1.

ot W

Calculer, pour tout n € N, la somme Y, ug.

Exercice 10. Soit K >0, a > 1 et u(®) € R%. On définit par récurrence (up)nen € (R%)N telle que :

up = u'® et, pour tout n € N, Up+1 = Kul.
1. Montrer qu’il existe L > 0 tel que L = K L®.

Montrer que la suite (vp)nen = (“T") vérifie, pour tout n € N, v, = v%.

neN

En déduire 'expression de u, pour tout n € N.

- W N

Etudier la convergence de (u,).

Exercice 11. Soit 4 € R.

1. Montrer qu’il existe deux réels distincts a et b tels que u(® = (@™ )nen et u® = (b™)nen veérifient,

pour § € {a,b}, pour tout n € N,

oy =2 ulfly (i 7)

2. Soit (up)neN une suite telle que, pour tout n € N, upi19 = =20 upi1 — (u2 — %) Uy -
(a) Montrer qu’il existe (g, \p) € R? tel que
Uy = Ag u(()a) + X\ uéb) et U = Ag u&“) + A ugb) .

(b) Exprimer, pour tout n € N, u,, a l'aide de (Aq, \p, a,b,n).

(c) Etudier la convergence de (uy,).



Exercice 12.

1. Soit (a,b) € (R% )% Montrer qu’il existe un unique ¢ € R tel que
18ab — 3ac —bc = 0

et que, de plus, ¢ > 0.

2. 1l existe donc une unique suite (uy)peN € (Ri)N vérifiant : ug = 1, u1 = 2 et, pour tout n € N,
18upntnt1 — 3UpUnt2 — Upgi1Upto = 0.

(a) Pour tout n € N, on pose v,, = i Vérifier que (vy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
(b) En déduire une expression explicite de u, pour tout n € N.

(c) Discuter la convergence de (uy,).

Exercice 13.
1. Soita>1et a € R.

(a) Montrer que, pour tout 1 < a’ < a, il existe ny € N* tel que pour tout n € N* tel que n > ng

I'on a 1e L no
0 < (ntD* 1%
an—l—l — a am®
na
(b) En déduire que lim — =0.
n—+4o0o0 g™
an
2. Montrer de méme que, pour tout a € R,ona: lim — =0
n—+oo n/!

3. (a) Montrer que pour tout x > 1 l'on a

T 1
Inz < / —dt .
1 \/i

(b) En déduire que, pour tout 6 > 0 et tout > 1, 'on a

lnx<2 1 1
20 T S \pd 8 )

Indication : commencer par traiter le cas § = 1.

(c) Montrer que, pour tout § > 0, si (u,) € (R%)N est une suite convergeant vers 0, alors (u?)

converge vers (.

=0.

1 B
(d) En déduire, pour tout a > 0 et tout S > 0, que lim (Inn)

n—4+oo N%

(e) Soit a >1et a€R.
i. Montrer que, pour tout 0 < 6 < Ina, il existe ng € N* tel que pour tout n € N* tel que
n > ng l'on ait

—nlna+alnn < —én.

«

ii. Retrouver lim — = 0.
n—+oo ™



Exercice 14. Etudier la convergence des suites suivantes :

1. (un) = (n(~1)") 2. (un) = (G2 3 () = (2557) o)
4. (uyp) = (g:l;;) 5. (up) = (Vn2+n—vn2+1) 6. (uy) = (¥N)nen
7. (un) = (2 + sm(g—4>n€N* 8. (un) = (77 )en 0,1} 9. (un) = <(_35n)i—1~_n)n€N*

Exercice 15. Etudier la convergence de la suite (uy,),en+ définie par :

n
n
VYn e N*, u, = E —_—
1
= vn + k

Exercice 16. On considére (uy)nen la suite définie par ug = 1 et

(n+2)uy, '

N =1
vn € N, u,q1 + 2(n+ 1)

1. Calculer uq, us et us.

2. Montrer que : Vn > 2, u, > 2.

3. Montrer que la suite (up)n>4 est décroissante.
4

. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 17. Irrationalité de e.
n n

1 1 1
PourtoutnEN*onposeun:E —etynzz —
p! p!  n.n!
p=0 p=0
1. Montrer que les suites (uy,,) et (vy,) convergent vers la méme limite.

2. Posons e = lim wu,. Montrer que e est irrationnel.
n—-+o00

n
Exercice 18. On considére la suite (uy,),en+ définie par, pour tout n € N*, u,, = Z

k=1
Montrer que la suite (uy,),en+ converge. Indication : montrer qu’elle est de Cauchy.

sin k
3k

Exercice 19. La série harmonique.

n
On considére (H,,) la suite définie par Hy = 0 et, pour tout n € N*, H,, = Z
k=1

| =

Etudier la monotonie de (H,,).
Montrer que, pour tout m € N, Hom+1 — Hom > %
En déduire que, pour tout m € N, Hym > 3.

Montrer que : Vn € N*, H,, > % (11‘:1—2 — )

Indication : comparer H, a Hom ot m est tel que 2™ < n.

Ll e

5. Etudier la convergence de (H,).

6. Vérifier directement que la suite (H,,) n’est pas de Cauchy.



Exercice 20.
1. Montrer que : Vz € [3,5], 3 <3 +% < 5.
2. On définit ¢ : [3,5] — [3,5], z— 3+ 2.
(a) Déterminer I’ensemble des points fixes de ¢.

r—4
(b) Montrer que : Vz € [3,5], |p(z) — 4| < |27|

* 4
3. On considére la suite (u,) € [3,5]N définie par u; = 5 et, pour tout n € N*, w1 =3+ —.
Un,

(a) Montrer que (uy) converge et donner sa limite .

(b) Déterminer un entier N € N* tel que, pour tout n € N* tel que n > N, u, soit une valeur

approchée de £ & 1076 pres.

Exercice 21. On considére f : R — R, z+— —z(1 — 2?).

(z —y)(-1+ 2%+ zy + y?).

)

1. Montrer que, pour tout (z,y) € R% on a : f(z) — f(y)

. En déduire que fl[—% 1 est décroissante et que f([—%, %]) C [-
37V3

2

3. Déterminer I’ensemble des points fixes de f‘ L 1]
V33

4

Sl

. Soit u(® € [—%, %] On définit alors par récurrence (uy,) € [—%, %]N par ug = u(®) et, pour
tout n € N, up1 = f(up).
(a) Montrer que (ugz,) et (u2,+1) sont monotones.
(b) Montrer que (u,) converge.
11

5. Montrer que, pour tout 0 < K < 1, il existe (z,y) € [_73, 73]2 tel que |f(x) — f(y)| > K|z —y|.

Exercice 22. Valeur d’adhérence.

Soit (un)nen une suite de nombres complexes.
1. Soit a € C. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) II existe une sous-suite de (u,) convergeant vers a.
(ii) Pour tout € > 0, 'ensemble A, = {n € N | |u, —a|] < e } est infini.
(i) Ve >0, YN € N, In > N, |u, —a| < e.
Rappel : si I'une de ces propositions est vérifiée, on dit que a est une valeur d’adhérence.
2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) La suite (uy) converge.
(ii) La suite (uy,) est bornée et posséde au plus une valeur d’adhérence.
3. Déterminer 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up,) = (((—1)" +1)n),cn-
4. Soit f: C — R une fonction telle que
(i) pour tout M € Ry, f~1([-M, M]) est borné;
(i) f71({0}) est un singleton;
(iii) f est continue, c’est-a-dire que, pour tout £ € C, pour toute suite (z,) convergeant vers ¢, la
suite (f(zy)) converge vers f({).

On suppose que (f(uy)) converge vers 0. Montrer que (u,) converge.



Exercice 23. Limites inférieure et supérieure |exercice de cours.
1. Soit (uy) et (v,) deux suites réelles telles que, pour tout n € N, u, < vy,.

(a) Montrer que si (v,) est majorée alors (u,) l'est aussi et

limsupu, < limsupwv, .
n—oo n—oo

(b) Montrer que si (u,,) est minorée alors (vy,) 'est aussi et

liminfu, < liminfw, .
n—oo n—oo

2. Soit (uy,) une suite réelle bornée.

(i) Montrer que, si £ est une valeur d’adhérence de (u,,), alors

liminf u,, < ¢ < limsup u,, .
n—00 n—00

(ii) Montrer que lim inf, o u, et limsup,,_, . uy, sont des valeurs d’adhérence de (uy,).
3. Soit (uy) une suite réelle. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) La suite (uy) converge.

(ii) La suite (uy,) est bornée et il existe ¢ € R tel que lim sup |u,, — ¢| = 0.
n—o0

(iii) La suite (uy,) est bornée et lim inf u,, = lim sup u,.
n—oo n—o00

. 1 «
Exercice 24. Soit (up)pens € CN . Pour tout n € N*, on définit S, = — g U
n
k=1

1. (a) Lemme de Cesaro. On suppose que (uy),en+ converge vers £ € C.
i. Montrer que, pour tout (n, N) € (N*)2 tel que n > N, on a

1 N-—1
1Sn =€ < = fug — €| + sup Jup — ] .
k>N

n
k=1

ii. En déduire que (S),) converge aussi vers £.
(b) Montrer que la réciproque du résultat précédent est fausse.
2. On suppose que (uy) est réelle et croissante.
(a) Montrer que, pour tout n € N*, on a, pour tout N € N* tel que N > n,

N n—1

Sn S U S FTOTHON T N (oD

Sp—1 .

Un

(b) En déduire que si (S,,) converge alors (uy,) converge.

3. (a) Lemme de l’escalier. On suppose que (up+1 — Up)pen+ converge vers £ € C. Montrer que

(42),en+ converge vers /.

(b) On suppose que (u,) est & valeurs dans R et que (%) converge vers £ > 0.

En admettant la continuté de la fonction In, montrer que ( {/u,) converge vers /.



