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Feuille d’exercices no 5

Suites

Exercice 1.

1. Écrire l’énoncé qui traduit « La suite (un)n∈N n’est pas croissante. »

2. Cet énoncé est-il équivalent à « La suite (un)n∈N est décroissante. » ?

Exercice 2. Soit (un)n∈N une suite réelle convergeant vers ` > 0.
Montrer qu’il existe N0 ∈ N tel que ∀n ∈ N, N ≥ N0 =⇒ un ≥ `

2 .

Exercice 3. Soit (un)n∈N une suite complexe bornée et (vn)n∈N convergeant vers une limite ` ∈ C.

1. On suppose ` = 0. Montrer que (un vn)n∈N converge vers 0.

2. Qu’en est-il si ` 6= 0 ?

Exercice 4. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles convergentes.
Montrer que la suite (max(un, vn))n∈N converge.

Exercice 5.

1. Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans Z. Montrer que (un) converge si et seulement si elle est
stationnaire.

2. Soit D ⊂ Z un ensemble non vide et majoré. Montrer que D possède un plus grand élément.

Exercice 6. Déterminer pour les ensembles qui suivent s’ils possèdent des bornes supérieure et infé-
rieure. Le cas échéant, donner ces bornes et décider si ce sont également des extrema.

1. [0, 1[ 2.
{
(−1)n + 1

n

∣∣ n ∈ N?
}

3.
{

m
mn+1

∣∣∣ (m,n) ∈ N×N?
}

4.
[
0,
√
2
]
∩Q

Exercice 7.

1. Pour tout ε > 0, donner explicitement n0 ∈ N tel que, pour tout n ∈ N tel que n ≥ n0, on ait :∣∣∣∣2n+ 1

n+ 1
− 2

∣∣∣∣ ≤ ε .

2. Pour tout ε > 0, donner explicitement n0 ∈ N tel que, pour tout n ∈ N tel que n ≥ n0, on ait :∣∣(1 + e−n)− 1
∣∣ ≤ ε .
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3. Pour tout ε > 0, donner explicitement n0 ∈ N tel que, pour tout n ∈ N tel que n ≥ n0, on ait :∣∣∣∣(1 + e−n)
2n+ 1

n+ 1
− 2

∣∣∣∣ ≤ ε .

4. Pour tout R ∈ R, donner explicitement n0 ∈ N tel que, pour tout n ∈ N tel que n ≥ n0, on ait :

n

2
≥ R .

Exercice 8. Soit (un) une suite réelle convergeant vers ` ∈ R. Montrer que (eun) converge vers e`.

Exercice 9. Suites arithmético-géométriques.
Soit (a, b) ∈ R2 tel que a 6= 1 et u(0) ∈ R. On définit par récurrence (un)n∈N telle que : u0 = u(0) et,
pour tout n ∈ N, un+1 = aun + b.

1. Montrer qu’il existe α ∈ R tel que α = aα+ b.

2. Montrer que la suite (vn)n∈N = (un − α)n∈N est une suite géométrique.

3. En déduire l’expression de un pour tout n ∈ N.

4. Étudier la convergence de (un). Indication : on distinguera les cas |a| < 1, |a| > 1 et a = −1.

5. Calculer, pour tout n ∈ N, la somme
∑n

k=0 uk.

Exercice 10. Soit K > 0, α > 1 et u(0) ∈ R?
+. On définit par récurrence (un)n∈N ∈ (R?

+)
N telle que :

u0 = u(0) et, pour tout n ∈ N, un+1 = Kuαn.

1. Montrer qu’il existe L > 0 tel que L = KLα.

2. Montrer que la suite (vn)n∈N =
(
un
L

)
n∈N vérifie, pour tout n ∈ N, vn+1 = vαn .

3. En déduire l’expression de un pour tout n ∈ N.

4. Étudier la convergence de (un).

Exercice 11. Soit µ ∈ R.

1. Montrer qu’il existe deux réels distincts a et b tels que u(a) = (an)n∈N et u(b) = (bn)n∈N vérifient,
pour ] ∈ {a, b}, pour tout n ∈ N,

u
(])
n+2 = −2µ u

(])
n+1 −

(
µ2 − 1

4

)
u(])n .

2. Soit (un)n∈N une suite telle que, pour tout n ∈ N, un+2 = −2µ un+1 −
(
µ2 − 1

4

)
un.

(a) Montrer qu’il existe (λa, λb) ∈ R2 tel que

u0 = λa u
(a)
0 + λb u

(b)
0 et u1 = λa u

(a)
1 + λb u

(b)
1 .

(b) Exprimer, pour tout n ∈ N, un à l’aide de (λa, λb, a, b, n).

(c) Étudier la convergence de (un).
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Exercice 12.

1. Soit (a, b) ∈ (R?
+)

2. Montrer qu’il existe un unique c ∈ R tel que

18ab− 3ac− bc = 0

et que, de plus, c > 0.

2. Il existe donc une unique suite (un)n∈N ∈ (R?
+)

N vérifiant : u0 = 1, u1 = 2 et, pour tout n ∈ N,

18unun+1 − 3unun+2 − un+1un+2 = 0 .

(a) Pour tout n ∈ N, on pose vn = 1
un

. Vérifier que (vn) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

(b) En déduire une expression explicite de un pour tout n ∈ N.

(c) Discuter la convergence de (un).

Exercice 13.

1. Soit a > 1 et α ∈ R.

(a) Montrer que, pour tout 1 < a′ < a, il existe n0 ∈ N? tel que pour tout n ∈ N? tel que n ≥ n0
l’on a

0 ≤ (n+ 1)α

an+1
≤ 1

a′
nα

an
.

(b) En déduire que lim
n→+∞

nα

an
= 0.

2. Montrer de même que, pour tout a ∈ R, on a : lim
n→+∞

an

n!
= 0.

3. (a) Montrer que pour tout x ≥ 1 l’on a

lnx ≤
∫ x

1

1√
t
dt .

(b) En déduire que, pour tout δ > 0 et tout x ≥ 1, l’on a

lnx

xδ
≤ 2

δ

(
1√
xδ
− 1

xδ

)
.

Indication : commencer par traiter le cas δ = 1.

(c) Montrer que, pour tout δ > 0, si (un) ∈ (R?
+)

N est une suite convergeant vers 0, alors (uδn)

converge vers 0.

(d) En déduire, pour tout α > 0 et tout β > 0, que lim
n→+∞

(lnn)β

nα
= 0.

(e) Soit a > 1 et α ∈ R.

i. Montrer que, pour tout 0 < δ < ln a, il existe n0 ∈ N? tel que pour tout n ∈ N? tel que
n ≥ n0 l’on ait

−n ln a+ α lnn ≤ −δn .

ii. Retrouver lim
n→+∞

nα

an
= 0.
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Exercice 14. Étudier la convergence des suites suivantes :

1. (un) = (n(−1)n) 2. (un) =
(
(−1)n
n+1

)
3. (un) =

(
2n6+5n+1
n6−1

)
n∈N\{0,1}

4. (un) =
(
2n−3n
2n+3n

)
5. (un) = (

√
n2 + n−

√
n2 + 1) 6. (un) = ( n

√
n)n∈N?

7. (un) =
(
2 + sin(n)−4

n2

)
n∈N?

8. (un) = (n
1

lnn )n∈N\{0,1} 9. (un) =
(
(−5)n+n
3n−1

)
n∈N?

10. (un) =
(
(−1)n + 1

n

)
n∈N?

Exercice 15. Étudier la convergence de la suite (un)n∈N∗ définie par :

∀n ∈ N∗, un =

n∑
k=1

n√
n4 + k

.

Exercice 16. On considère (un)n∈N la suite définie par u0 = 1 et

∀n ∈ N, un+1 = 1 +
(n+ 2)un
2(n+ 1)

.

1. Calculer u1, u2 et u3.

2. Montrer que : ∀n ≥ 2, un ≥ 2.

3. Montrer que la suite (un)n≥4 est décroissante.

4. En déduire que la suite (un) converge et déterminer sa limite.

Exercice 17. Irrationalité de e.

Pour tout n ∈ N∗ on pose un =
n∑
p=0

1

p!
et vn =

n∑
p=0

1

p!
+

1

n.n!
.

1. Montrer que les suites (un) et (vn) convergent vers la même limite.

2. Posons e = lim
n→+∞

un. Montrer que e est irrationnel.

Exercice 18. On considère la suite (un)n∈N∗ définie par, pour tout n ∈ N∗, un =
n∑
k=1

sin k

3k
.

Montrer que la suite (un)n∈N∗ converge. Indication : montrer qu’elle est de Cauchy.

Exercice 19. La série harmonique.

On considère (Hn) la suite définie par H0 = 0 et, pour tout n ∈ N∗, Hn =
n∑
k=1

1

k
.

1. Étudier la monotonie de (Hn).

2. Montrer que, pour tout m ∈ N, H2m+1 −H2m ≥ 1
2 .

3. En déduire que, pour tout m ∈ N, H2m ≥ m
2 .

4. Montrer que : ∀n ∈ N∗, Hn ≥ 1
2

(
lnn
ln 2 − 1

)
.

Indication : comparer Hn à H2m où m est tel que 2m ≤ n.

5. Étudier la convergence de (Hn).

6. Vérifier directement que la suite (Hn) n’est pas de Cauchy.
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Exercice 20.

1. Montrer que : ∀x ∈ [3, 5], 3 ≤ 3 + 4
x ≤ 5.

2. On définit ϕ : [3, 5]→ [3, 5], x 7→ 3 + 4
x .

(a) Déterminer l’ensemble des points fixes de ϕ.

(b) Montrer que : ∀x ∈ [3, 5], |ϕ(x)− 4| ≤ |x−4|
2 .

3. On considère la suite (un) ∈ [3, 5]N
?
définie par u1 = 5 et, pour tout n ∈ N?, un+1 = 3 +

4

un
.

(a) Montrer que (un) converge et donner sa limite `.

(b) Déterminer un entier N ∈ N? tel que, pour tout n ∈ N? tel que n ≥ N , un soit une valeur
approchée de ` à 10−6 près.

Exercice 21. On considère f : R→ R, x 7→ −x(1− x2).

1. Montrer que, pour tout (x, y) ∈ R2, on a : f(x)− f(y) = (x− y)(−1 + x2 + xy + y2).

2. En déduire que f|[− 1√
3
, 1√

3
] est décroissante et que f([− 1√

3
, 1√

3
]) ⊂ [− 1√

3
, 1√

3
].

3. Déterminer l’ensemble des points fixes de f|[− 1√
3
, 1√

3
].

4. Soit u(0) ∈ [− 1√
3
, 1√

3
]. On définit alors par récurrence (un) ∈ [− 1√

3
, 1√

3
]N par u0 = u(0) et, pour

tout n ∈ N, un+1 = f(un).

(a) Montrer que (u2n) et (u2n+1) sont monotones.

(b) Montrer que (un) converge.

5. Montrer que, pour tout 0 < K < 1, il existe (x, y) ∈ [− 1√
3
, 1√

3
]2 tel que |f(x)− f(y)| > K|x− y|.

Exercice 22. Valeur d’adhérence.
Soit (un)n∈N une suite de nombres complexes.

1. Soit a ∈ C. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une sous-suite de (un) convergeant vers a.

(ii) Pour tout ε > 0, l’ensemble Aε = { n ∈ N | |un − a| ≤ ε } est infini.

(iii) ∀ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n ≥ N , |un − a| ≤ ε.

Rappel : si l’une de ces propositions est vérifiée, on dit que a est une valeur d’adhérence.

2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (un) converge.

(ii) La suite (un) est bornée et possède au plus une valeur d’adhérence.

3. Déterminer l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (un) = (((−1)n + 1)n)n∈N.

4. Soit f : C→ R une fonction telle que

(i) pour tout M ∈ R+, f−1([−M,M ]) est borné ;

(ii) f−1({0}) est un singleton ;

(iii) f est continue, c’est-à-dire que, pour tout ` ∈ C, pour toute suite (zn) convergeant vers `, la
suite (f(zn)) converge vers f(`).

On suppose que (f(un)) converge vers 0. Montrer que (un) converge.
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Exercice 23. Limites inférieure et supérieure [exercice de cours].

1. Soit (un) et (vn) deux suites réelles telles que, pour tout n ∈ N, un ≤ vn.

(a) Montrer que si (vn) est majorée alors (un) l’est aussi et

lim sup
n→∞

un ≤ lim sup
n→∞

vn .

(b) Montrer que si (un) est minorée alors (vn) l’est aussi et

lim inf
n→∞

un ≤ lim inf
n→∞

vn .

2. Soit (un) une suite réelle bornée.

(i) Montrer que, si ` est une valeur d’adhérence de (un), alors

lim inf
n→∞

un ≤ ` ≤ lim sup
n→∞

un .

(ii) Montrer que lim infn→∞ un et lim supn→∞ un sont des valeurs d’adhérence de (un).

3. Soit (un) une suite réelle. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (un) converge.

(ii) La suite (un) est bornée et il existe ` ∈ R tel que lim sup
n→∞

|un − `| = 0.

(iii) La suite (un) est bornée et lim inf
n→∞

un = lim sup
n→∞

un.

Exercice 24. Soit (un)n∈N∗ ∈ CN?
. Pour tout n ∈ N?, on définit Sn =

1

n

n∑
k=1

uk.

1. (a) Lemme de Cesàro. On suppose que (un)n∈N? converge vers ` ∈ C.

i. Montrer que, pour tout (n,N) ∈ (N?)2 tel que n ≥ N , on a

|Sn − `| ≤
1

n

N−1∑
k=1

|uk − `| + sup
k≥N
|uk − `| .

ii. En déduire que (Sn) converge aussi vers `.

(b) Montrer que la réciproque du résultat précédent est fausse.

2. On suppose que (un) est réelle et croissante.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N?, on a, pour tout N ∈ N? tel que N ≥ n,

Sn ≤ un ≤
N

N − (n− 1)
SN −

n− 1

N − (n− 1)
Sn−1 .

(b) En déduire que si (Sn) converge alors (un) converge.

3. (a) Lemme de l’escalier. On suppose que (un+1 − un)n∈N? converge vers ` ∈ C. Montrer que
(unn )n∈N∗ converge vers `.

(b) On suppose que (un) est à valeurs dans R?
+ et que

(
un+1

un

)
converge vers ` > 0.

En admettant la continuté de la fonction ln, montrer que ( n
√
un) converge vers `.
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