Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2024-2025 1. Munissons F x F' de la norme produit associée aux deux normes précédentes, notée
Math IV - PMI - Analyse | [I. Montrer qu’il existe C' € RT tel que :

Feuille d’exercices n° 5 V(x,y) € EXF, H‘p(x7y)||G < CH(l‘,y)HQ

CALCUL DIFFERENTIEL 2. Montrer que ¢ est différentiable en tout point (z,y) € E x F et que

de(z,y): EXF — G
I. Fonctions d’une variable vectorielle (hyk) = oz, k) +p(h,y).

Exercice 1. On considere I'application f : My(R) — M,,(R) définie par f(M) =
M?. Montrer que f est différentiable sur M,,(R) et déterminer sa différentielle en tout
M € M,(R). Exercice 5. Justifier que les fonctions de R? ou R? suivantes sont de classe C!, et

II. Fonctions de plusieurs variables réelles

calculer leur matrices jacobiennes en (z,y) € R? (resp. (z,y,2) € R3) :

Exercice 2. Pour N € N, on munit l'espace vectoriel En = Ry[X] de la norme || | Filzy) — e¥az+y), g:(2,y,2)— ay+yz+zz, h:(z,y)— (ysinz,cosz).

définie par :

N
VP — Z ap X* e Ry[X], ||P||= max |ay. Exercice 6. Soit f : R? — R la fonction définie par
0<k<N
k=0 osy2
Soit n c N*, f(xvy) = m pour (I7y) ?é (050) et f(0,0) =0.

1. Soient P, @ € Ry [X]. Montrer que [|PQ[| < (2n + 1[I P[|| Montrer que f admet des dérivées directionnelles selon tout vecteur en (0,0) mais n’y
2. Soit H € R,[X]. Montrer que HH' = o(||H||) lorsque H — Og [x]- est pas différentiable.
3. Montrer que 'application f : E,, — Es,_; définie par f(P) = (X2~ X)P"+7PP’

est différentiable sur F,, et déterminer sa différentielle en tout point de E,,. Exercice 7. Soit f : R? — R la fonction définie par

2, _ .3
Exercice 3. Pour les fonctions suivantes, déterminer les points a en lesquels la fonction flz,y) = % pour (z,y) # (0,0) et £(0,0)=0.
est différentiable et déterminer sa différentielle en un tel point : =ty
" s 1 0 0
1. f1:R* — R définie par fi1(z) = e 1. Justifier I'existence et calculer les dérivées partielles 8—f et 8—f en (0,0).
€z Y

2. fo: C — C définie par f2(z) = Re(z).

(avec C considéré comme R-espace vectoriel)

2. L’application est-elle différentiable en (0,0) ?

Exercice 8. On considere I'application f : R?> — R définie par :
Exercice 4. Soient E,F,G trois espaces vectoriels réels de dimensions finies. On

s L ) e . _ 1
considere une application ¢ : E x F — G bilinéaire. Soit B (e1,...,en) (resp. (2 + 3?) sin s (2,y) £ (0,0)
B = (f1,...,fp)) une base de E (resp. F). On sait que I'on peut munir respectivement flz,y) = v x2 + y?
E et F des normes || ||g et || ||F définies par 0 si (z,y) =(0,0)

n P 1. Justifier que f est de classe C! sur R?\{(0,0)}.
Vo= me, € BEy=Y yf;€F ||e= e el et llyle = max [yl

=1 = 2. Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R? et les calculer.



3. Montrer que f est différentiable en (0,0). Est-elle différentiable sur R??

4. Montrer que f n’est pas de classe C' sur R2.

Exercice 9. On considere la fonction f : R? — R définie par :
Y(z,y) € R?, f(x,y) = min(z, y?).
1. Montrer que les ensembles
U = {(x,y) eR? |z < y?} et Uy = {(x,y) €R?* | > y*}

sont des ouverts de R2.

2. Montrer que f est de classe C! sur U; UlUs et expliciter les dérivées partielles de f
en tout point de Uy UUs.

3. Soit (wg,y0) € R? vérifiant xg = y3. Etudier existence des dérivées partielles de
fen (xzo,y0) et les calculer si elles existent. (Indication : on pourra ¢ un moment
distinguer les cas yo = 0 et yo #0)

ITI. Différentiation d’une composée

Exercice 10. Soit f une fonction définie et de classe C' sur R* x R* telle que :

exrme UL o 1
V(I,y)ER XR? 8x($’y)_x’ ay(ajay)_y

Pour (z,y) € R* x R*, on pose * = rcosf, y = rsinf avec r > 0 et 6 €
10, 2w [\{£7/2, 7}. Notons

g: (r,0) €]0;+o00[ x (J0;27[\{£7/2,7}) — f(rcosf,rsin6).

0 0
Justifier 'existence et donner ’expression de 99 et 99

o0 or’

Exercice 11. Soient f : R — R et ¢ : R? — R deux fonctions différentiables.
Montrer que 'application

h: R2 — R
(z,y) +— flz+g(z,y))

est différentiable et calculer sa différentielle en chaque point de R2.

Exercice 12. On considére la fonction f : R? — R définie par :

zy

flz,y) = /Oe sin (%) dt.

En considérant f comme la composée de deux applications, montrer que f est de classe
C' sur R?, puis écrire sa matrice jacobienne en tout point de R2.

Exercice 13. Soit U un ouvert de R et f : U — R de classe C! sur U & valeurs
, T 1 . 1
non nulles. Montrer que 'application inverse ? est aussi de classe C* et donner sa

différentielle en tout point de wu.

Pour s’entrainer :

Exercice 14. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C'. On définit f: R* x R — R
par f(z,y) = ¢ (Q) Pour tout (z,y) € R* x R, justifier existence de la quantité
x

of of
- - 1 lculer.
xax(x,y)—i-yay(w,y), et la calculer



