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Cursus préparatoire, 1ère année, 2ème semestre : Analyse

Feuille d’exercices no 4

Utilisation des formules de Taylor

Exercice 4.1. Soit x ∈]0;+∞[. Montrer l’encadrement suivant :

x− x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x− x2

2
+

x3

3
.

En déduire une valeur approchée de ln(1, 003) à 10−8 près.

Exercice 4.2. Soit x un réel tel que 0 < x < 1. Démontrer l’inégalité : ch x < 1 + x2.

Exercice 4.3. Soit a > 0.

1. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction cosinus, sur l’intervalle [0; a], avec le reste à l’ordre 5. Montrer

que l’on a : ∣∣∣∣cos a− 1 +
a2

2!
− a4

4!

∣∣∣∣ ≤
a5

5!
.

2. En déduire l’encadrement :
337
384

− 1
3840

≤ cos
1
2
≤ 337

384
+

1
3840

.

Exercice 4.4. Montrer que pour tout x > 0, on a les inégalités :

0 < (1 + x)1/3 − 1− x

3
+

x2

9
<

5x3

81
.

Exercice 4.5.

1. Ecrire la formule de Taylor pour le logarithme népérien sur l’intervalle [1; 2] avec le reste à l’ordre 3. En

déduire que
1
2

< ln 2.

2. Ecrire la formule de Taylor pour l’exponentielle sur l’intervalle
[
0;

1
2

]
, avec le reste à l’ordre 4. En déduire,

à l’aide de la question précédente, que :

79
48

<
√

e <
79
48

+
1

192
.

Exercice 4.6.

1. Appliquer la formule de Taylor à la fonction t 7−→ √
t entre 25 et 26, avec un reste à l’ordre 2.

2. En déduire une valeur approchée à 10−3 près de
√

26.
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Exercice 4.7. Soit ϕ : R −→ R+ une fonction de classe C2 et soit M une constante positive. On suppose que

pour tout t ∈ R, on a |ϕ′′(t)| ≤ M .

1. Montrer que pour tous s, t ∈ R, on a : ϕ(t) + sϕ′(t) +
s2

2
M ≥ 0.

2. En déduire que pour tout t ∈ R, on a : |ϕ′(t)| ≤ √
2M

√
ϕ(t).

Exercice 4.8. Soit f : [0; 1] −→ R une application continue. On suppose que f(0) = 0 et f(1) = 1. On suppose

en outre que f est dérivable en 0 et en 1, et que f ′(0) = f ′(1) = 0.

1. On désigne par g l’application de ]0; 1[ dans R, définie pour tout x ∈]0; 1[ par

g(x) =
f(x)

x
− f(x)− 1

x− 1
.

(a) Déterminer lim
x→0
x<0

g(x) et lim
x→1
x<1

g(x). (On justifiera l’existence de ces limites.)

(b) On prolonge alors g à [0; 1] en posant

g(0) = lim
x→0
x<0

g(x) et g(1) = lim
x→1
x<1

g(x).

Montrer que g ainsi prolongée est continue sur [0; 1], et en déduire, par le théorème des valeurs inter-

médiaires, qu’il existe un α ∈]0; 1[ tel que :

f(α)
α

=
f(α)− 1

α− 1
.

(c) Montrer que f(α) = α.

2. On suppose désormais que f est deux fois dérivable sur [0; 1]. Soit α ∈]0; 1[ tel que f(α) = α.

(a) On suppose ici que α ≤ 1
2
. Ecrire la formule de Taylor pour f sur l’intervalle [0;α] et en déduire

l’existence d’un c dans ]0; α[ tel que f ′′(c) ≥ 4.

(b) On suppose ici que α >
1
2
. A l’aide d’une méthode analogue, montrer cette fois l’existence d’un d dans

]α; 1[ tel que f ′′(d) ≤ −4.

(c) En conclure qu’il existe β ∈]0; 1[ tel que |f ′′(β)| ≥ 4.

Exercice 4.9.

1. Soit x ∈
]
0;

π

2

]
. Montrer qu’il existe un unique θx ∈]0; 1[ tel que :

sin x = x− x3

6
cos(θxx).

2. En écrivant par ailleurs la formule de Taylor-Lagrange avec reste à l’ordre 5 pour sin entre 0 et x, montrer

que θx admet une limite quand x tend vers 0+ et préciser cette limite.
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