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Mathématiques en cursus préparatoires, 2°™¢ année

Feuille d’exercices n° 4

TOPOLOGIE ET FONCTIONS LINEAIRES

1 Topologie

Exercice 1. Soient K et F' deux parties non vides, disjointes de R™ muni d’une norme quelconque.

1. On suppose K compact et F' fermé dans R™. On définit d(K, F') = inf {||k — f]; (k, f) € K x F'}.
Montrer qu’il existe a € K et b € F tels que ||a — b|| = d(K, F).

2. Dans R?, en considérant ’hyperbole déquation zy = 1 et I’axe des abscisses, montrer que le résultat

précédent est en général faux si K est supposé fermé non compact.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B des parties de F.
On définit A+ B={a+b| (a,b) € A x B}.

1. Montrer que si A est compact et B fermé dans F alors A + B est fermé dans E.
2. Montrer que si A et B sont compacts alors A + B l'est aussi.

3. Soient A =R x {0} et B = {(z,y) € R?|zy =1}. Montrer que A et B sont des fermés de R?

mais que A + B n’en est pas un.

Exercice 3. D’apres le cours, on sait que les compacts de R™ sont les parties fermées et bornées. On

va montrer que ceci est faux en dimension infinie.

Soit £ = R[X]. Soit ||.|| : E — R, défini ainsi : pour P = ag + a1 X + --- + agX? € E on pose
d
1Pl =" lajl.
7=0
1. Montrer que ||.|| est une norme sur E.

2. Soit (P,) une suite de E convergente vers P = ag + a1 X + -+ + aqX?. Notons, pour tout n,
P,=apno+an 1 X+ + amand". Montrer que pour tout k € N, la suite (a, i), converge vers

ap dans R.

3. Notons S = {P € E | ||P|| = 1}. Montrer que la suite (X") est une suite de S et n’admet pas de

sous suite convergente (dans S). Conclure.

Exercice 4. Soit A une partie non vide d'un espace métrique (X,d). On pose pour tout r >
0, B(A,r) ={x € E,d(z,A) < r}. On note aussi, pour tout A C X, et z € X, d(z,A) = inf,c 4 d(x,a).

1. Soit A C X, montrer que pour tout z,y € X,

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y)



2. En déduire que pour un sous ensemble A C X fixé, la fonction 2z € X — d(x, A) est continue.
3. Soit A et B sont deux parties fermées, non vides, et disjointes de I’espace métrique (X, d). Montrer
que d(z, A) + d(xz, B) > 0 pour tout =z € X.

Sixz € X, on pose : )
d(xz, A
fx) = d(z,A) +d(z, B)

4. Montrer que f: X — R est continue et que f(z) =0sixz € Aet f(x) =1siz € B.

5. En déduire qu’il existe des ouverts U et V de X tels que :

AcCcU, BcCcV, UnV=90

2 Fonctions linéaires

Exercice 5. Soient (E,||.||) et (F,|.]]) deux espaces vectoriels normés. Soit f : E' — F une application

linéaire. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue
2. f est continue en 0
3. il existe une constante C telle que pour tout = € E, ||f(x)|r < C||z| g
4

. f est lipschitzienne.

Exercice 6. Soit £ = C([0,1],R) muni de |||, la norme de la convergence uniforme sur [0, 1]. Soit

T : E — E l'application linéaire définie pour f € E par

T(f)(x) = /0 " fdt, ze 0,1

1. Montrer que I'application T est continue et que |||T'||[z gy = 1.
2. Cette norme est-elle atteinte ? C’est a dire, existe t-il une fonction f € E telle que ||T(f)||cc =

£ lloo-

3. Mémes questions si 'on munit £ de la norme ||.||;.

Exercice 7. Soit E = C>(]0,1[,R), et D I’endomorphisme de E défini par D(f) = f’.

1. Montrer qu’il n’existe aucune norme sur E telle que D soit continu.

Indication. Considérer la suite de fonctions f,(t) = ™.

2. Soit F’ le sous-ensemble de E constitué des fonctions polynomiales. Montrer qu’il existe une norme

pour laquelle la restriction D de D a F' est continue.

Exercice 8. Soit B(R, R) I’ensemble des fonctions bornées de R dans R. Pour toute fonction g € B(R,R),
on note [|g|| = sup [g(z)].

zeR

1. Montrer que E' = B(R,R) est un espace vectoriel et que |.|| est une norme de E.

2. Soit ®: E> 9 — (gof) € E, avec f : R — R une application fixée. Montrer que ® est une

application linéaire continue.



