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Math IV - PMI - Algebre

Feuille d’exercices n° 4

ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX ET ESPACES ORIENTES

I. Endomorphismes orthogonaux

Exercice 1. On note O2(R) I'ensemble des matrices orthogonales de taille (2,2). Le

but de 'exercice est d’expliciter les matrices de O2(R).

. b
1. Soit A = (‘C‘ d) € 04(R).

(a) Montrer qu'il existe un réel 0 tel que a = cos(f) et ¢ = sin(6).
(b) Montrer que le vecteur (d, —b) est colinéaire au vecteur (a, c).

(¢) Montrer que A est nécessairement d’une des deux formes suivantes :
_ [cos(f) —sin(0) _ [cos(f)  sin(0)
Rg = (Sin(a) ou S@ = .

cos(6) sin(#) — cos(#)
2. En déduire que O2(R) = {Rp | 6 € R}U{Sp | 6 € R}.
3. Soient 6,6’ € R. Montrer que Ry et Ry commutent. Les élements de O2(R)
commutent-ils entre eux ?
4. On se place dans un plan euclidien £ muni d’une base orthonormée B.

(a) Soit § € R. Interpréter géométriquement les endomorphismes 7y et sy ayant

pour matrices respectives Ry et Sy dans la base B.

(b) Montrer que le produit de deux réflexions sg et s, est une rotation. Obtient-

on ainsi toutes les rotations ?

Exercice 2. On munit R3[X] du produit scalaire défini par :

VP,Q € Rs[X], (P,Q)= /_1P(t)Q(t) dt.

On considere 'endomorphisme u de R3[X] défini par u(P)(X) = P(—X).
1. Montrer que u est un endomorphisme orthogonal.

2. Déterminer la nature géométrique de u.

Exercice 3. Soient n > 2 et a,b deux réels. On munit M,,(R) du produit scalaire

usuel et on considére ’endomorphisme f de M, (R) défini par

VM € M, (R), f(M)=aM +b'M.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a et b pour que ’endo-

morphisme f soit un endomorphisme orthogonal.

Exercice 4. Soient E un espace euclidien non nul et v un endomorphisme orthogonal

de F diagonalisable. Montrer que u est une symétrie orthogonale.

Exercice 5. Soit E un espace euclidien de dimension n € N* et f une application de

FE dans E vérifiant

f0p) =0 et VY(z,y) € E* |[If(x) = fW)ll = [z -yl

1. Montrer que pour tout = € E, || f(x)]| = ||z
2. Montrer que pour tout (z,y) € E2, (f(z), f(y)) = (z,y).

3. En introduisant une base orthonormée de E, montrer que f est un endomorphisme

orthogonal.

I1. Espaces orientés

Exercice 6. Soient E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 2 et u et v

deux vecteurs non nuls de E.

1. Notons # la mesure principale de langle orienté (u,v). Montrer que (u,v) =
[lulll|v]| cos(8) et det(u,v) = |jul|||v] sin(@) (ou le déterminant est pris dans une

base orthonormée directe).
2. Soit f un endomorphisme orthogonal de F.

(a) On suppose que f est direct. Montrer que (f(mv)) = m [27].

(b) On suppose que f est indirect. Montrer que (f(mv)) = _® [27].

(c) Application : Soit (ABC) un triangle isocéle en A (i.e. tel que HBH =

H@H) Montrer que (B?, B.1>4) = (C’HA,C@) [27].



Exercice 7. Soit F un plan euclidien orienté. On se donne une rotation r de F et une 2. Soit # € R. Dans £ = R? muni de son produit scalaire canonique, déterminer la
réflexion s de E. Préciser la nature des endomorphismes r o s et sor puis expliciter les matrice dans la base canonique de la rotation d’angle 6 autour de I'axe dirigé et

composées sorosetrosor,. orienté par le vecteur w = (1,1, 0).

3. Déterminer la nature de I'’endomorphisme f de E dont la matrice dans une base

Exercice 8. Soit F un espace euclidien de dimension 3 orienté par une base ortho- o
orthonormée directe B = (e1, ea,e3) de F est

normée directe B = (eq, €2, €3).

8 1 —4
1. Déterminer I’expression dans la base B du produit vectoriel de deux vecteurs u et M= 1= 4 4 7
v de E en fonction de leurs coordonnées dans 5. 1 8 4
2. Soient u,v deux vecteurs normés orthogonaux de F et w € E. Montrer que la Préciser ses éléments caractéristiques.
famille (u,v,w) est une base orthonormée de E si et seulement si w = +u A v. A
quelle condition cette base est-elle directe ? Exercice 10. Soient a et b deux réels. On considére la matrice
3. Application : Déterminer toutes les matrices de O3(R) dont la premiére ligne est a b b
< 3.4\ A=(b a b
5 5 b b a

4. Démontrer la formule du double produit vectoriel :
1. Pour quels a,b € R a-t-on A orthogonale 7

V(u,v,w) € B%, u A (v Aw) = (u,wyv — (u,v)w. . s - .
2. Dans ce cas, préciser la nature et les éléments caractéristiques de I’endomorphisme
5. Montrer que, pour tout (u,v) € E2, (u,v)? + ||u A v||? = |Jul?|lv]?. f de R? dont la matrice dans la base canonique est A.
6. Soient a,b,c € E non nuls. On note @’ = bAc, ¥ =cAha,cd =aAbetv=

llalla’ + [|b]|b" + ||c||¢’. On suppose que v # 0. Montrer que : Exercice 11. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l’endomor-

— — — phisme f de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est
cos (v,a) = cos (v,b) = cos (v, ¢).
1 -2 -9/2 -6

-9v2 —V2 6
6 -6 82

Exercice 9. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 orienté. - 102

1. Soient w un vecteur unitaire de F et 8 € R. On considere la rotation r d’angle 6

autour de I'axe D dirigé et orienté par le vecteur w. Exercice 12. Trouver toutes les matrices orthogonales de la forme
(a) Soit € F un vecteur orthogonal & w. Montrer que o —a 0
. M, = ? eR
r(z) = cos(8)z + sin(f)w A z. ¢ C; C; o avee a

(b) On suppose désormais que z est un vecteur unitaire orthogonal a w. Montrer Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 muni d’une base base orthonormée
que directe B = (e, ea, e3). Pour une telle matrice orthogonale M,, on note f, I’endomor-

phisme de E dont la matrice dans B est M,. Préciser les éléments caractéristiques de

Ja:

cos(f) = (z,r(x)) et sin(d) = [z, r(z),w] = [w,z,r(z))

ou [a, b, ¢] désigne le produit mixte des vecteurs a,b,c € E.



Pour aller plus loin :

Exercice 13. Soient F un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et f un

endomorphisme de E. Le but de I’exercice est de démontrer 1’équivalence suivante :
Y(z,y) € E%, f(xAy)= f(x)A f(y) <= f est une rotation ou f = Oz(E)-

1. Supposons que f est une rotation.

(a) Montrer que pour tout (z,y,z) € E3, [f(z), f(y), f(z)] = [z,v,2] (ou []

désigne le produit mixte).
(b) Pour (z,y,z) € E3, simplifier (f(z Ay) — f(z) A f(y), 2).
(¢) Conclure.
2. Supposons désormais que f # Oz (p) et vérifie : V(z,y) € E2, f(zAy) = f(2)Af(y).
(a) Montrer que f est injective.

(b) Soit B = (e1,es,e3) une base orthonormée directe de E. Montrer que la

famille (f(e1), f(ez2), f(es)) est une base orthonormée directe de E.

(¢) Conclure.
3. Deuxieéme méthode pour le sens direct : supposons que V(x,y) € E?, f(x Ay) =
fx) N [fy).
(a) Simplifier (f(z) A f(y), f(2)) pour (z,y,2) € E°.
(b) Montrer que pour tout w € E, il existe z,y € E tels que w = z A y.
(¢) En déduire que f* o f = det(f)Id.
)

(d) Démontrer qu’alors f = 0.(g)y ou f est une rotation.



