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Mathématiques III PMI - Analyse

Feuille d’exercices n° 2

INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1. Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes sur les domaines considérés

et déterminer la valeur de leur intégrale dans les cas intégrables :
1. x+— e ® sur [0;+oo] et 2 — e~ 1*l sur R,

1
2. ¥+ — sur [1;+o0[ et sur ]0; 1], discuter du résultat en fonction de a € R,
x

1
3. z+— —In(z) sur |0;1] et z —> L;E) sur [1; +oo[.
x

Exercice 2. Les fonctions suivantes sont-elles intégrables sur les intervalles donnés :

In(t)

sur ]0; 1],

1
2. t — cos? (t) sur ]0; 1],

e—ﬂf

NG

4. x — 2% te™® sur |0; 400, pour a > 0 fixé. On note lorsque cela a un sens

+oo
T(a) := / z* e~ dz. Calculer T'(n + 1) pour n € N,
0

3. x—> sur ]0; +o0l,

5. 2 — x — V14 22 sur [0; +o00],
arctanz — 5

6. x+—> # sur [1; +ool,
.3
3
7. T —> w sur ]0; 7/2].
sin®(2x)

Exercice 3. Déterminer la nature des intégrales suivantes (i.e. dire si les intégrales
sont convergentes ou divergentes) :

L /+°° arctan(x) dz,
1 xIn(2+ 2?)

“+o0
2./ e Vi dt,

0
+oo
3. e~ VIn®) gy,
1
n /1 cosh xr—zcosm d,
0 x5/
“+o0 : 1 2
. Vasin (1/22)
0 In(1+ x)

Exercice 4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que I'inté-

Lo /+°°t—sint
grale généralisée T

Ja dt soit convergente.
0

Exercice 5. Discuter, selon les valeurs du parametre o € R, la convergence des inté-

grales suivantes :

“+o0 1
L / _tmt g
0 (14 t2)

+00
2. / (\/x4+:c2+1—x€/$3+al’) dz ou a € [—4;+o0l.
2

Exercice 6.

Vinz
@—)ve

1. Etudier Pintégrabilité sur ]1; +oo| de la fonction f : z —

2. Montrer I'inégalité suivante :

Exercice 7. Montrer que les intégrales impropres suivantes convergent :

1 /+°° sin(y) dy
0 Yy

+oo
2. / sin(z?) dz  (intégrale de Fresnel).
0

Exercice 8. Soient a € R et f : [a; +00[— R une fonction continue et intégrable sur
[a; +00[. Montrer que si f admet une limite £ € R U {£oo} en +oo, cette limite est

nécessairement nulle.



. . N i sin? .
Exercice 9. Démontrons de deux manieres différentes que ¢t —— - n’est pas inté-

grable sur [1;+o0].

1. (a) Montrer que pour tout ¢t € R, |sint| > sin®¢.
cos(2t)

+o0o
(b) Démontrer que 'intégrale / dt est convergente.
1

int
(¢) En déduire que t — % n’est pas intégrable sur [1;+oo].

2. En utilisant les séries numériques :

(k+1)m
(a) Soit k € N*. Calculer / | sin ¢| d¢.
km
N7 . N-1
. ) | sin¢| 2
(b) Soit N € N*. Montrer que /7r ; dt > kZ:l G
1
(¢) Montrer que pour tout £ € N*, on a In(k+ 1) —Ink < T
N
En déduire la limite de Z 1 lorsque N — +oo
il

3 t
(d) Conclure sur la non intégrabilité de ¢ — % sur [1; 4o0].

Exercice d’entrainement corrigé en CM : intégrales de Bertrand

Exercice 10. Soient «, 8 € R. On veut étudier I'intégrabilité sur [e; +oo[ de la fonction

fit— Les intégrales de Riemann sont supposées connues, mais pas les

o
to(Int)8”
intégrales de Bertrand.)

1. On suppose o > 1.

v
te(Int)B
(b) En déduire l'intégrabilité de la fonction f sur [e; +o0].

(a) Montrer qu’il existe v € R tel que — 0 quand t tend vers +o0.

2. On suppose o = 1.
r 1
(a) Soit x > e. Calculer /e )P dt.

(b) Déterminer pour quels 8 € R la fonction f est intégrable sur [e; +00].
3. On suppose enfin o < 1.

(a) Déterminer la limite de lorsque ¢ tend vers +o0.

_t
te(lnt)?
(b) En déduire la non intégrabilité de la fonction f sur [e; +oo].

4. Etudier selon les valeurs de a et 8 I'intégrabilité de la fonction f sur |0;1/e].

Pour aller plus loin :

Exercice 11. Etudier 'intégrabilité de la fonction g : t — In(tht) sur ]0; +o0l.

Exercice 12. (x) Discuter, selon la valeur du parametre o« € R, la convergence de

I'intégrale suivante :

+oo
/ z%In(z + e**) dx
0

Exercice 13. Comparaison série/intégrale

Soit f : [1,+00[— R une fonction continue et décroissante.
N
1. Pour N > 2, encadrer Z f(n) par deux intégrales de la fonction f.
n=1

2. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

N
(a) la suite (Z f(n)>
n=1 NeEN*

(b) f est intégrable sur [1;+oo].

admet une limite finie,



