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Feuille d’exercices n° 1

REVISIONS D’ALGEBRE LINEAIRE

1 Espaces vectoriels — Bases

Exercice 1. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que F NG = F + G si et seulement si F = G.

2. Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si FF C G ou G C F.

Exercice 2.
1. Soient F' = {f € CL(R,R) | f(0) = f(0) =0} et G = {x —> az + b, (a,b) € R?}. Montrer que F et G sont
des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C*(R, R).
2. Soit H = {(x1,...,2n) € R" | 21 + -+ + 2, = 0}. Montrer que H et Vect(1,...,1) sont des sous-espaces

supplémentaires de R™.

Exercice 3.
1. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels d’un R-espace vectoriel E de dimension finie n. Montrer que si
dim F' 4+ dim G > n, alors F'N G contient un vecteur non nul.
2. Dans R*, on considere les vecteurs u = (1,0,1,0), v = (0,1,-1,0), w = (1,1,1,1), = (0,0,1,0) et
y = (1,1,0,—1). Soit F' = Vect(u,v,w) et G = Vect(z,y). Quelles sont les dimensions de F,G, F' + G et
FNG?

Exercice 4. Soient E un R-espace vectoriel et (e, ..., e,) une famille libre de vecteurs de E.
1. On pose f1 =e1 + e, fo = ez + e3 et f3 = e3 + e1. Montrer que la famille (fy, f2, f3) est libre.

2. On pose g1 = €1 + €3, go = €2 + €3, g3 = €3 + €4 et g4 = eq + e1. Montrer que la famille (g1, g2, g3) n’est pas
libre.

3. On pose hy = e; + €3, hg = ex +e3, ..., hy_1 = en_1 + €, et h, = e, + e1. La famille de vecteurs
(h1,ha, ..., hp_1, hy) est-elle libre ?

Exercice 5. On considere les vecteurs suivants de R® : u; = , Uy = et ug =

= O N =
—_ = = O
— N = R

1. Montrer que la famille (uq,us,us) est libre.
2. Soit v € R5. A quelle condition v € Vect(uy, uz,uz)?

3. Trouver un supplémentaire de E = Vect(u1, uz,u3) dans R>.



2 Applications linéaires — Théoreme du rang

Exercice 6. Soit o € R. On considere ’application u :
u: R — R?
(,y,2,t) — (x4+y+az+t,z+z+ty+2)
1. Montrer que u est une application linéaire de R* dans R3.

2. Déterminer le noyau et 'image de u.

Exercice 7. Pour chacune des applications qui suit, dire (en le justifiant) si elle est ou non linéaire :

1. f:R[X] — R[X] ou P’ désigne le polynéme dérivé de P,
—

P 2PP'
2. f : R[X] — R3[X] définie par “f(P) est le reste de la division euclidienne de P par X* — 5X + 2 (pour
P e R[X])".

Exercice 8. Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E.

1. Montrer que Ker(u) C Ker(u?) et que Im(u?) C Im(u).

2. (a) Montrer que Ker(u) = Ker(u?) si et seulement si Im(u) = Im(u?).
(b) Montrer que Ker(u) = Ker(u?) si et seulement si E = Ker(u) @ Im(u).
(c) Montrer que E = Ker(u) @ Im(u) si et seulement si Im(u) C Im(u?).

3. (a) Donner des exemples d’endomorphismes vérifiant les propriétés équivalentes du 2.
(b) Les équivalences sont-elles encore vraies en dimension infinie ?

Exercice 9. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E. On suppose qu’il

existe zg € E tel que B = (u(zo),u*(z0), . ..,u"(xq)) forme une base de E.
1. Montrer que u est bijective.

2. Montrer qu'’il existe (ag, ..., a,) € R™ tels que u™ + a, _ju™ 1 + - + agidg = Oz(B)-

Exercice 10. Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'un endomorphisme u € L(E) est nilpotent sl existe un
entier naturel p tel que u? = Oz(gy. On dira que u est ponctuellement nilpotent si, pour tout x € E, il existe un

entier naturel p (qui dépend de z) tel que u?(z) = Op.
1. Démontrer que tout endomorphisme nilpotent est ponctuellement nilpotent.
2. Démontrer que la réciproque est vraie si E est de dimension finie.
3. Donner un exemple d’endomorphisme ponctuellememt nilpotent non nilpotent.
4

. On suppose E de dimension finie n et soit u € L(£) un endomorphisme nilpotent. Démontrer que u" = Oz (g).
Indication : soit p le plus petit entier strictement positif tel que u? = 0, montrer qu’il existe x € E tel que

la famille (z,u(x),u?(z),...,uP~1(x)) soit libre.

Exercice 11. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il existe un endomorphisme f € L(E)

tel que Ker(f) = Im(f) si et seulement si la dimension de E est paire.



3 Matrices
Exercice 12. On considere 'endomorphisme u de R3[X] défini par :
wP)=(01-X*)P"-XP,

pour tout polynome P de R3[X].
1. Ecrire la matrice de u dans la base canonique (1, X, X2, X3) de R3[X].

2. Déterminer des bases respectives de I'image et du noyau de u.

Exercice 13. On note S(n) = {A € M, (K) | A =! A} l'ensemble des matrices symétriques de taille n et
A(n) ={A € M, (K) | A= —'A} 'ensemble des matrices antisymétriques.

1. Montrer que S(n) et A(n) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K).
2. Calculer la dimension de chacun de ces sous-espaces vectoriels.

3. On consideére 'endomorphisme ¢ de M,,(K) défini par ¢(A4) = 'A pour tout A € M,,(K). Calculer la trace

et le déterminant de ¢.

-10 8 —4
Exercice 14. Soit v 1’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est A = = [ —4 2 -4
8§ —16 2

Soit E = {z € R*| u(z) =22} et F = {z € R? | u(z) = —2z}.
1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R?, en donner une base et leurs dimensions.
2. Montrer que R® = E & F.

3. Soit e; un vecteur directeur de F et (ez,e3) une base de F'. Calculer la matrice de u dans la base (eq, ez, e3).

Exercice 15. Soit u € £(R? R*) définie par u(z,y,2) = (x — y,y + 2,2 + y + 22, 7).

1. Ecrire la matrice A de u relativement aux bases canoniques de R? et R*.

1 00
L N . 0 1 0
2. Montrer que A est équivalente & la matrice 00 1
0 0O
Exercice 16. Soit u l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B. = (eg,ea,e3) est
3 1 -3
A=|—-1 1 1 |.Onposee; =(1;1;1),e2=(1;-1;0), g3 = (1;0;1) et B = (e1,€2,€3).
1 1 -1

1. Montrer que B constitue une base de R3.
2. Ecrire la matrice de u dans cette base.

3. Déterminer une base de Keru et de Im(u).

Exercice 17. Soit A € M,,(C). On définit I'application :
u: Mp(C) — M, (C)
M — AM — M A



1. Montrer que u est une application linéaire.
2. (a) En calculant u(I,), déterminer s’il existe des matrices A tels que Papplication u soit injective.
(b) Existe-il des matrices A tels que I'application u soit surjective ?

3. Soit A = (

a

1 j_ 1) ot a € C. Donner la matrice de v dans la base canonique de M (C).

4 Déterminant — Inversibilité

Exercice 18. Calculer les déterminants suivants :

1 n n
2
s K v
Ar=15 2 7 L Ay =
9 0 3
a a a x n
n n o n
a 1 1
Exercice 19. Soita e Ret A, = - R € M, (R). On note D,, = det A,,.
a a

1. Calculer Dy et Ds.
2. Trouver une relation de récurrence entre D,, et D,,_1.
3. En déduire une expression de D,, en fonction de n.

4. Calculer le rang de la matrice A,, en fonction de a.

Exercice 20. On note GL,(Z) = {M € M, (Z) | M~! € M,,(Z)}. Soit M € M,,(Z). Montrer que M € GL,(Z)

si et seulement si det M = +1.

1 0 1 11 -1
Exercice 21. Calculer Iinverse des matrices carrées suivantes : A= 2 -1 1 |, B=[2 0 1 |,et
-1 1 -1 2 1 -1
2 01
cC=[-1 11
1 01

3 4
1. Calculer A2 — 34 + 215.

Exercice 22. Soit A = (1 2).

2. En déduire que la matrice A est inversible et expliciter son inverse.
3. Pour tout entier n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2.

4. En déduire A™ pour tout n > 2.

Exercice 23. Soit A = (a; ;) € M,(C) telle que pour tout i € {1,...,n}, on ait Z la; ;| < |asl.
1<<n
J#i
Montrer que A est inversible.



