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Math IV - PMI - Algebre

Feuille d’exercices n° 1

FORMES BILINEAIRES - FORMES QUADRATIQUES

1 Formes bilinéaires

Exercice 1. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues d'un intervalle [a,b] vers R. Pour f,g € E on
pose

b
b(f,g) = / f(t)g(t)dt.

Monter que b est une forme bilinéaire sur £ x E.

Exercice 2. Soit ¢ : M3y(R) x M2(R) —> R
(A, B) s Tr('AB).

1. Vérifier que ¢ est une application bilinéaire.

2. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de M2 (R). En déduire le rang de ¢.

Exercice 3 (Formes bilinéaires sur K x K™).

Soit K un corps, n, m deux entiers positifs non nuls. Montrer que Bilg (K™ x K™) est égal a

{b: K" xK™ 5K |3 €K 1<i<n,1<j<mtq b((@n,..,2n), (U1, 0m) = DD bijwiy; }.
i=1 j=1

Exercice 4. Soit E et F des espaces vectoriels de dimension finie et soient v € End(FE) et v € End(F). Soit
b: E x F — K une forme bilinéaire. On définit ' : E x F' — K par b/(z,y) = b(u(x),v(y)). Soient B C FetC C F

des bases. Relativement & ces dernieres, déterminer la matrice de b’ en fonction de celle de b.

Exercice 5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit b une forme bilinéaire sur E. Soit F une famille

de m vecteurs dans E. Notons F = {v1,...,Un}, on définit la matrice de Gram de F :
b(vi,v1) - b(v1,vm)
G(F) = : I
b(vm,v1) <+ b(Vm,vm)

et on appelle déterminant de Gram de F son déterminant.
1. Montrer que si F est liée alors det G(F) =0

2. Si b est non dégénérée, F est libre et n = m, montrer que det G(F) # 0.



2 Formes quadratiques

Exercice 6. Soit E le R-espace vectoriel R? et Q(E) I’espace vectoriel des formes quadratiques sur E.

1. Quelle est la dimension de Q(E) 7 (Pensez en termes de matrices et a I'isomorphisme avec ’espace des formes
bilinéaires symétriques.)
Soit I = {(i,5) € {1,2,3}?|1 < < j < 3}. Pour tout couple (i,5) € I on note g;; 'application de E vers R défini
par : g;;(z1, 2, x3) = x;x;.
2. Expliciter tous les ¢;;. Combien y en a-t-il ?

3. Montrer que chacun des ¢;; est une forme quadratique et que l'ensemble {¢;; | (7,7) € I} est une base de

Q(E).

1 1 2
Exercice 7. On note E =C([0;1];R) et ¢: E — R, f +—> / fA(t)dt — (/ f(t)dt) .
0 0

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique sur F et exprimer sa forme polaire.

2. Montrer que ¢ est positive et déterminer le noyau de ¢.

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps K, B = (e, ez, €e3) une base de E. Pour
x € F, on note x1,x3,r3 € K ses coordonnées dans la base B. Soit ¢ 'application de E vers K définie comme

suit : q(x) = 423 + 223 — 3w129 + 27173 — 4a273.
1. Montrer que ¢ est une forme quadratique en trouvant sa forme polaire.
2. Donner la matrice de ¢ relativement a la base 5.

3. Utiliser I'orthogonalisation de Gauss pour trouver une base orthogonale en fonction de B.

Exercice 9. Soit E le R-espace vectoriel R*. Soit ¢ la forme quadratique donnée par
q(z,y,2,t) =4(x —y + 2+ 2t)% = 5(y + 22 — t)? + 7(32 — t)%.

1. Trouver une base dans laquelle la matrice de ¢ est la matrice diagonale Diag(4,—5,7,0). On note B; =

(u1, ug,us, ug) une telle base.

7 4
2. Soit By = (ful, Ug + Uy, lug, U4>. Quelle est la matrice de ¢ relativement a la base By 7

Vi V7
3. Que peut-on dire du vecteur uy ?

4. Trouver (& partir de By) une base Bs pour laquelle la matrice de ¢ est la matrice diagonale Diag(1,—1,1,0).

5. La base B3 est-elle la seule pour laquelle la matrice de ¢ est Diag(1, —1,1,0) (& I'ordre preés de ses éléments) ?

Exercice 10. Soit n € N tel que n > 2. On note ¢ : R" — R, (21,...,2,) — Z (z; — x5)2.
1<i<j<n
1. Vérifier que ¢ est une forme quadratique positive sur R".

2. Déterminer le cone isotrope de ¢, c’est-a-dire C(¢) = {x € R™ | ¢(z) = 0}.



Exercice 11. Sur R3, donner la forme polaire, la matrice dans la base canonique, orthogonaliser (donner une

base orthogonale et la matrice associée) et donner la signature des formes quadratiques suivantes :
1. q(x,y,2) = 222 + 5y? + 1922 — 8xy + 1222 — 18yz.
2. q(z,y,2) = 2% + 3y + 82% — 4oy + 622 — 10y=.

3. q(x,y,2) = 8xy — 1622 — 8yz.

Exercice 12. Soit g une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E. On ne suppose pas E de dimension finie.
On suppose g définie. Montrer que q est soit définie-positive soit définie-négative.
Indication On pourra raisonner par I'absurde comme suit : Soient u et v dans E tels que ¢(u)q(v) < 0. Etudier la fonction f : R — R,

f@t) =q((1 —t)u + tv) sur [0, 1].



