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Probléme du 11 mai 2016, corrigé.

Partie I. Lemme des noyaux
Dans cette partie, on fixe un C-espace vectoriel ' et v un endomorphisme de F. Etant donné

n n
P = Z A X* un éléement de C[X], on note P(u) 'endomorphisme Z Au® (on rappelle que

k=0

u” est défini par récurrence en posant u? =idp et u

k=0

k+1 — 4 0 u¥ pour tout k € N).

1. Montrer que l'on a, pour tous P,Q € C[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).

m n

Soit P, @ € C[X]. On écrit P = Zaka et Q = ZBka Alors PQ = Z Zakﬂij+j.

On a

k=0 k=0 k=0 j=0

(PQw) = > axfpu =33 apfjut 0w

k=0 j=0 k=0 j=0

n

m
apu® o Z Bju’ par linéarité de uf
k=0 7=0

3

o o Q(u) = (Z akuk) o Q(u)
k=0

De plus, PQ = QP donc on en déduit que (PQ)(u) = (QP)(u), et donc P(u) o Q(u) =
Q(u) o P(u).

2. Dans cette question, on se propose de démontrer un énoncé appelé lemme des noyauz. On

fixe Pl, .

.., Py des éléments de C[X| deux a deux premiers entre eux. On pose P = Hle bBy.

(a) On commence par supposer k = 2. On rappelle que le lemme de Bézout et le fait que
Py, P, sont premiers entre eux nous donne 'existence de deux polynémes ()1, Q)2 tels
que Q1P + Q2P = 1.

i

ii.

Prouver que Q1(u) o Pi(u) + Qa(u) o Py(u) = idg, et en déduire que

ker Py (u) Nker Py(u) = {0}.

On a (Q1P1 + Q2P)(u) = 1(u). Or 1(u) = idg et par la question précédente,
(Q1P1+Q2P2)(u) = Q1(u) o Pr(u) + Q2(u) o Pa(u). Ainsi, Q1(u) o Pr(u) +Q2(u)o
Soit © € ker Pi(u) N ker Py(u). Alors Py(u)(x) = 0 =

Q1(u)(Pr(u)(z)) + Q2(w) (Pa(u)(z)) = Q1(u)(0) + Q2(w)(0) = 0. On a bien
ker Py (u) Nker Py(u) = {0}.

Montrer que, pour tout x € ker(PyPy)(u), (Q1P1)(u)(x) € ker Po(u) et
(Q2P2)(u)(x) € ker Py (u).



Soit © € ker(P1P;)(u). On a

Pow)((@P1)()(x)) = (QuP)(w) o Pau)(x)  par 1
= Q1(u) o (PyPy)(u)(z) encore par 1.

=Q1(u)(0) car x € ker(P1P)(u)
-0,

donc (Q1P1)(u)(z) € ker Py(u).
De méme (Q2P2)(u)(z) € ker Py (u).
ili. En déduire que ker(PPs)(u) = ker Pi(u) @ ker Pa(u) .
Montrons d’abord 'inclusion ker(P; Py)(u) C ker P;(u) + ker Py(u).
Soit x € ker(P; P2)(u). Comme Q1(u) o Pi(u) + Q2(u) o Po(u) = idg, on a x =
(Q1P1)(u)(x) + (Q2P2)(u)(z) donc par ii., x € ker Pj(u) + ker Pa(u).
Montrons maintenant ker P (u) + ker Py(u) C ker(P1 Ps)(u).
Soit x € ker Pi(u) + ker Py(u). Alors * = z1 + z2 avec Pi(u)(z1) = 0 et
PQ(U)(I’Q) =0.0na

(PLP2)(u)(2) = (PLP)(u) (1) + (P P2)(u)(22)
= (PPy)(u)(z ) (PLP2)(u)(w2) par 1.
= Po(u) (Pr(u) (1)) + Pr(w) (Po(u)(22))
= Pa(u )(0)+P1( )(0) =0

On a donc I'égalité ker(Py Py)(u) = ker Py(u) + ker Py(u). De plus, on a montré
en i. que ker Py (u) Nker Py(u) = {0}, donc la somme est directe.

I P

(b) On revient au cas général. A laide d’un raisonnement par récurrence, montrer le
lemme des noyauz :

ker P(u @ ker P;(u

Pour tout entier k£ > 2, on note Hy la propriété suivante : " pour tous polynoémes
P,..., P, de C[X] deux & deux premiers entre eux, si on note P = Hle P;, alors

ker P(u @ ker P;(u

On a montre a la question (a)iii. que Hy est vraie. Soit k > 2, supposons Hj, vraie.

Soit P, ..., Pyyq des polynomeb dans C[X] deux & deux premiers entre eux. On note
P = HkHR et Q = HZ 1 Pi. Alors @ et Py sont premiers entre eux donc en
utilisant Hy on a

ker P(u) = ker(QPg+1)(u) = ker Q(u) @ ker Py (u).
De plus Hy, étant vraie, on a ker Q(u @kerP ) et donc

k+1
ker P(u @ ker P;(u) @ ker Pyiq(u @ ker P;(u

La propriété est vraie au rang 2, elle est héréditaire, on en conclut donc par récurrence
qu’elle est vraie a tout rang k > 2.



3. Etant donnée une fonction f: R — C, on dira que f est dérivable si sa partie réelle fy et

sa partie imaginaire fi sont toutes deuzr dérivables; on note alors f'(t) = fi(t) + ifi(t).
Montrer que, pour tout A € C, la fonction f: t — e est dérivable sur R, et qu’on a pour
tout t € R, f'(t) = Ae.
Soit A € C et f:t +— e*. On écrit A\ = a + b, (a,b) € R2. Alors pour tout ¢t € R,
f(t) = ee = e cos(bt) + ie® sin(bt), donc les parties réelle et imaginaire de f sont
définies respectivement par fo: t — e cos(bt) et fi: t — e®sin(bt). Les fonctions fy et fi
sont toutes deux dérivables sur R (comme produits de fonctions dérivables) et pour tout
t €R,

fo(t) = e™(acos(bt) — bsin(bt))
f1(t) = e™(asin(bt) 4 bcos(bt)).

Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

f'(t) = €™ (acos(bt) — bsin(bt) + iasin(bt) + ibcos(bt))
= (a +ib)e™ (cos(bt) + isin(bt))

_ )\6)\1‘,

Dans la suite, on admettra qu’on peut utiliser les formules habituelles pour la dérivée d’un pro-
duit ou d’'une somme. On admettra également que, si f est dérivable n fois pour un n € N*
alors f(™ = 0 ssi f est une fonction polynomiale de dégré inférieur ou égal & n — 1; et que si
f:R — C est dérivable, A € C et f' = \f alors f est de la forme ¢t — Ke*, ot K € C est une
constante.

Partie II. Equations différentielles linéaires homogénes.
Soit N € N* et ag, ...,any—1 € CN. On cherche a résoudre I’équation différentielle

N-1
F 43 af® =0,

k=0

ol l'inconnue f: R — C est une fonction N fois dérivable. On note Sy ’ensemble des solutions,
FE le C-espace vectoriel formé des fonctions de R dans C dérivables une infinité de fois, et D
’'endomorphisme de E défini par f — D(f) = f’. On note P le polynéome X7 + Zi\;—ol apX*.
On considére aussi la décomposition de P en polynémes irréductibles unitaires dans C[X], qu’on
écrit sous la forme P(X) = Hle(X — Ai)™, les \; étant deux a deux distincts.

1. Montrer que si f € Sp alors f € E.
Soit f € Sp. Montrons que f € F, c’est-a-dire que f est dérivable une infinité de fois. On
va montrer par récurrence sur n > N que f est dérivable n fois pour tout n > N.
f étant dans Sy, f est dérivable N fois. Soit n > N. Supposons f dérivable n fois. Alors
comme f&V) —i—ZiV:_Ol arf®) =0, en dérivant n— N fois, on a f(™) —i—ZéV:_Ol ay fE+n=N) — q

et donc f(W = —Zivgolakf(kJrn_N) = 0. Or pour tout £ = 0,...,.N -1, n— N <
k+n—N <n—1,donc f*t7=N) est dérivable et donc f(™) est dérivable : f est dérivable
n + 1 fois.

On conclut par récurrence que f est de dérivable n fois pour tout n et donc f est dérivable
une infinité de fois.

k
2. A Udaide du lemme des noyauz, prouver que Sy = @ker(D — \iidg)™.
i=1



Par définion de P(D), ona P(D) = DN—FZfCV:*()l ayD¥ et donc pour tout f € E, P(D)(f) =
FN) 4 ngv;(f ap f*),
A partir du résultat précédent et de la définition de Sp, on en déduit que

f € Sp si et seulement si f € E et P(D)(f) =0,

c’est-a-dire Sy = ker P(D).

Or les \; étant deux a deux distincts, les facteurs (X — ;)™ sont premiers entre eux deux
k

& deux donc par le lemme des noyaux, on a Sgp = @ker(D — Niidg)™.
i=1
3. Soit A € C et n € N*. On souhaite déterminer ker(D — Xidg)".

(a) Pour f € E et A € C on pose fy : R — C, t = fr(t) = f(t)e=. Montrer par
récurrence que f € ker(D — Nidg)™ si et seulement si f)(\n) =0.
On note pour tout n € N*| H,, la propriété "pour tout f € E, f € ker(D — Xidg)" si
et seulement si f/gn) =0".
Montrons Hj. Soit f € E. On a f € ker(D—\idg)! si et seulement si (D —\idg)(f) =
0 si et seulement si f' — Af = 0. Or pour tout t € R, fi(t) = e M (f'(t) — Af(t)).
Comme e~ # 0 pour tout ¢ (son module est e* > 0), on en déduit I'équivalence
f € ker(D — \idg)* si et seulement si /(\1) =0.
Soit n € N*. Supposons H,, vraie. Soit f € E. On écrit (D — \idg)""(f) = (D —
Xidg)™ ((D — Nidg)(f)) = (D — Xidg)™(f' — \f). Ainsi, f € ker(D — Xidg)"*" si et
seulement si f/ — Af € ker(D — Midg)™. En utilisant H,, on en déduit

f € ker(D — Nidg)" = ((f' = A" =0
= ()™ =0

car pour tout t € R, (f/ — Af)a(t) = (f'(t) — Af(t))e M = fL(¢).
On a donc montré f € ker(D — Xidg)"*! si et seulement si )(\n—H) =0.
On conclut par récurrence que la propriété H,, est vraie pour tout n € N*,

(b) Montrer que ker(D — Xidg)™ est l’ensemble des fonctions de la forme t — Q(t)eM,
ol Q) € Cnfl[X].

Par la propriété rappelée en fin de partie I, on a f)(\n) = 0 si et seulement si fy est un
polynome (& coefficients complexes) de degré inférieur ou égal & n — 1. Ainsi,

f € ker(D — Xidp)" < (f,)™ =0
<= il existe Q € C,,—1[X] tel que ¥Vt € R, fa(t) = Q(¢)
— il existe Q € C,,_1[X] tel que Vt € R, f(t) = Q(t)e™.
4. En déduire que f appartient a Sp si, et seulement si, il existe Q1 € Cp,1[X],...,Qr €

k
Cp,—1[X] tels que pour tout t € R on ait f(t) = ZQi(t)eAit.
i=1

Le résultat découle directement des résultats montrés aux questions 2; et 3.(b).

5. Résoudre les équations différentielles suivantes.



(a) f®) —f"=12f =0.
Le polynéme associé a cette équation est P = X3 — X2 — 12X. On écrit P comme
produit de facteurs irréductibles : P = X (X2 — X — 12) = X(X — 4)(X + 3). Les
trois racines 0,4 et —3 sont simples. On en déduit que

So = {t — A+ )\264t + )\36_3t, ()\1, A9, )\3) € (C3}

(b) f@ 42"+ f=0.
Le polynéme associé a cette équation est P = X% + 2X? + 1. On écrit P comme
produit de facteurs irréductibles : P = (X% 4+ 1)? = (X — 4)?(X +4)?. Les deux
racines 7 et —i sont doubles. On en déduit que

So = {t — (Oq + ﬁlt)eit + (Ozg + ,Bgt)efit, (Oq, 51, 0427,82) e (C4}.

Partie III. Equations avec second membre.
Pour tout entier m > 0 et tout A € C, on note E,, 5 I'ensemble des fonctions de la forme
t = Q(t)eM, ot Q@ € Cpq[X]. Pour N € N* et ag,...,any_1 € C, on cherche & résoudre
l'équation différentielle fOV) 4+ Z]kvzl apf®) = b, onb e Epg 0 On note S l'ensemble des
solutions de cette équation. Comme précédemment, on note P le polynome XV + Z{f;ﬂ apX*.
On considére aussi la décomposition de P en polynomes irréductibles unitaires dans C[X], qu’'on
écrit sous la forme P(X) = Hle(X — Ai)™. On note encore Sy 'ensemble des solutions de
I’équation homogéne associée.
1. On fite m >0 et A € C. Déterminer la dimension de E,, ».
Notons pour tout entier naturel k, gr : R — C, t — tFeM. (1,X,..., X™"1) étant une
famille génératrice de C,,—1[X], on a que (9o, 91, --,9m—1) est une famille génératrice de
E,, x. Montrons que cette famille est libre. Soit (ao, ..., am—1) € C™ tels que aggo + ... +
Am—19m—1 = 0. Alors pour tout t € R, (ag + a1t + ... + apm_1t™ eM = 0. Or eM #£ 0
pour tout ¢ donc on obtient que le polynéme ZZ:OI ap X" ’annule sur tous les réels, c’est
donc le polynéme nul, i.e. ap = 0 pour tout k.
Ainsi, (go, g1,--.,9m—1) est une base de E,, x qui est donc de dimension m.
2. Montrer que, si fo € S, alors S = fo + Sp.
Soit fo € S. On a

N
f € S si et seulement si f(N) + Zakf(k) =b
k=1

N N
si et seulement si f(N) + Z akf(k) = féN) + Z akf(gk)
k=1 k=1

N

si et seulement si (f — fo)™V) + Zak(f —fo)® =0
k=1

si et seulement si f — fy € Sp.

On a bien montré S = fy + Sp.

3. Pour m > 0, montrer que si f € Ep, », alors P(D)(f) € Epm .. On peut donc considérer

Uendomorphisme wp: Ey, ny — Em . défini par up(f) = P(D)(f). Pour simplifier, on
suppose dans la suite que \g & {A1,..., \x}-
Soit f € Ey, z,- Alors il existe Q € C,,,—1[X] tel que pour tout ¢ € R, f(t) = Q(t)eMt. On a
alors pour tout t € R, f/(t) = (Q'(t)+X0Q(¢))e*! et Q"+ M@ € Cpm1[X] donc f € Epy -
Une récurrence immeédiate permet de montrer que pour tout k € N, f(¥) ¢ Ey, - Comme
Enx, est un espace vectoriel, on en déduit que P(D)(f) € Ey, 5, -



4. (a)

(b)

Pour m € N*, montrer que ker(up) = En . N So.
On a f € ker(un) si et seulement si f € E,, 5, et P(D)(f) = 0 donc on a bien
ker(um) = Epm x, N So.

En déduire que, pour m € N*, u,, est un automorphisme de Ey, »,.

k
On a montré (partie II) que E,, , = ker(D—Xpidg)™ et Sy = @ker(D—)\iidE)”i =
i=1
k

@Em,/\w et aussi que pour A # u, pour tous p,q, E,\ N Ey, = {0}. Or A\ &

i=1

{A1,..., Ak}, on en déduit donc que ker(up,) = Ep, z, NSo = {0}, i.e. u est injectif. u
étant un endomorphisme de E,, »,, de dimension finie, on en déduit que u est bijectif :
u est un automorphisme de E,, ).

Montrer qu’il existe fo € SN Epg .- Donner la forme générale des éléments de S.
U, €tant un automorphisme de E,,, »,, il existe fo € Ep,, 5, tel que um,(fo) = b,
c’est-a-dire P(D)(fp) = b, ou encore gfy € S.

Ainsi, par 2., S = fg + So et donc f appartient a S si, et seulement si, il existe
Q1€ Cp1[X],...,Qk € Cp,—1[X] tels que pour tout ¢t € R on ait

k
Ft) = folt) + > Qi(t)eM.
=1

5. Résoudre les équations différentielles suivantes.

(a)

Vte R f(t) — f(t) — 2f(t) = 3.
Le polynéme P associé & cette équation est P = X2 — X —2 = (X + 1)(X — 2) donc

So = {t — /\167t + )\262t, (A1, A\2) € (CZ}.

De plus, le second membre b : t — 3 est de la forme Q(t)e’! avec @ polynéme de degré
3. Ainsi il existe une solution particuliére fy : t — ag-+ait+ast?+ast3. On calcule alors
pour tout t, f(t) = a1+2ast+3ast? et fi(t) = 2aa+6ast. Ainsi, fo € S si et seulement
si pour tout t € R, (2as —ay — 2ag) + (6az — 2ag — 2a;1 )t + (—3ag — 2a2)t? — 2agt3 = 3,
ce qui équivaut au systéme

2&2—@1—2@0:0
6as — 2as — 2a; =0

—3a3 — 2(12 =0
—2a3 =1
dont la solution est agz = f%, as = %, al = f%, ag = %. Ainsi

1 3 9 15
S =<t -4 + 2y + —+ )\1671& + )\2€2t, ()\1, /\2) eC?y.
2 4 4 8
Vte R fO(t) —3f"(t) + 2f'(t) = .
Le polynéme P associé & cette équation est P = X3 —3X +2X = X (X — 1)(X —2)
donc

So = {t — A1+ )\get + A362t, ()\1, Aa, )\3) € C3}

De plus, le second membre b : ¢ ++ €3 est de la forme Q(t)e3 avec @ polynéme de
degré 0. Ainsi il existe une solution particuliére fy : t — ae3’. On calcule alors pour



tout ¢, fi(t) = 3ae3, fI(t) = 9ae et fO)(t) = 27ae™>t. Ainsi, fy € S si et seulement
si pour tout t € R, 6ae® = €3, ce qui équivaut & a = %. Ainsi

1
S = {t — 6€3t + A\ + /\Qet + )\3€2t, ()\1, /\2,)\3) € Cg} .



