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Sujet CCP du 3 mai : correction.

Probléme 1. .
Dans tout le probléeme on pose f(t) = et / e’ dr pour t € R.
0
1. Justifier que f est de classe C*° sur R.
La fonction ¢ s e!” est de classe C*° sur R en tant que composée de fonctions C*°. Le théoréeme
fondamental de I’analyse nous permet d’affirmer que ¢ — f(f e’ dzr est une primitive de f et est

donc également de classe C*°. Par conséquent, f est de classe C*° en tant que produit de deux
fonctions de classe C*°.

2. Montrer que f est impaire.
A Taide du changement de variable (linéaire bijectif) uw = —z on obtient pour tout ¢ € R que
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On en déduit que

ek ) =e” [l = [T e = (1)

On vient de montrer que f est impaire.

3. Montrer que f est solution de ’équation différentielle
y + 2ty =1 (E)

La formule pour la dérivée d’un produit, alliée au théoréeme fondamental de l’analyse, nous
permet d’affirmer que pour tout t € R on a

t
f't) = —2t67t2/ e e el
0
= —2tf(t) +1

On obtient comme attendu que f/(t) 4+ 2tf(¢t) = 1 pour tout t € R, ce qu’il fallait démontrer.

4. A laide de f, déterminer toutes les solutions de . Montrer que f est la seule solution de (E))
telle que y(0) = 0, et que f est la seule solution impaire de (E)).
On vient de trouver une solution particuliere de ; les solutions de I’équation homogene
y' + 2ty = 0 sont toutes les fonctions de la forme ¢ — Cet* pour C' € R, donc les solutions de
E sont toutes les fonctions de la forme t — f(t) + Ce™".
En particulier, si i est une solution de telle que y(0) = 0, on a a la fois y(t) = f(t) + Cet
sur R pour une constante C, et y(0) = 0 = f(0), ce dont on déduit que C = 0 et donc y = f.
De méme, si y est impaire alors, en partant du fait que y(t) = f(¢) + Ce™" sur R on peut écrire
pour tout ¢ € R que

y(—t) = f(=t) + Cet™D" = —f(t) + Ce™* .

Ainsin, si y(—t) = —y(t) pour tout ¢ € R alors Ce™" = —Ce(~*") pour tout ¢ € R, d’out C' = 0
et y = f : la seule solution impaire de (E|) est f.



5. FExpliquer pourquoi f admet un développement limité a l'ordre n en 0 pour tout n € N, qu’on
écrit sous la forme
n
F) =" apt” + o(t")
k=0
On a vu que f est de classe C*° sur R, et la formule de Taylor-Young entraine qu’une fonction
de classe C*° admet un développement limité a 'ordre n en xy pour tout n € N et tout zg € R.

6. Pour n € N, on introduit aussi le développement limité de f' a l'ordre n en 0, qu’on écrit

n
£ty =" btk +o(t™)
k=0
Justifier le fait que by = (k + 1)ags1 pour tout k € N.
Soit n € N. Puisque f est de classe C*® et en particulier C', le théoréme d’intégration des
développements limités nous dit que 'on peut calculer le développement limité de 'ordre f a
lordre n + 1 en 0 en intégrant le développement limité de f’ & I’'ordre n : on a

n
b
F(8) = F(0) + - =t o™,
= k+1
=0
Par unicité d’un développent limité, on en déduit que pour tout k € {0,...,n} ona ka’jl = g1,

autrement dit by = (k+ 1)agy1. Ceci étant vrai pour tout n on a démontré que pour tout k € N
ona by = (k+1)ags.

7. En utilisant le fait que f est solution de (E|), établir une relation entre aj et apio pour tout
ke N.
Soit n € N*. Puisque f’ + 2tf = 1, on peut écrire

n n
STttt +2t > aptt +o(t") = 1.
k=0 k=0
Ainsi,pour tout n € N* on a
n n
> (k+ Dagat" + > apt™ =1+ 0(t").
k=0 k=0

En décalant les indices pour pouvoir regrouper les sommes, ceci nous donne
n—1
a1+ > ((k+2apia + a)t" ! + ant" =1+ o(t") .
k=0

Notons que ci-dessus on a écrit le terme a,t"*! simplement pour rendre le calcul plus com-

préhensible : ce terme est négligeable devant t" et on n’avait donc pas besoin de I’écrire dans
I’égalité ci-dessus.

Par unicité d’un développement limité, on déduit de I'égalité ci-dessus que a3 = 1 et (k +
2)agyo + ar = 0 pour tout k € {0,...,n — 1}; ceci étant vrai pour tout n € N* on a montré que
(k+ 2)agy2 + ax = 0 pour tout k € N.

8. Donner la valeur de ap pour tout k € N.
Comme f est impaire on sait que agr, = 0 pour tout k£ € N. Reste a calculer la valeur de agg1 ;
puisque a1 # 0 et k+ 2 # 0 pour tout k on commence par montrer par récurrence que aogp11 7 0
pour tout k € N. Ensuite on peut écrire pour tout k£ € N que

k k 1 1 ok k1

k
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J=1

Probléme 2. Dans cet exercice, on note £ l’ensemble des fonctions de R dans R qui sont deux fois
dérivables et solutions de ’équation différentielle :

y' + 2ty + 2y =0 (H)



1. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions de R dans R.
La fonction nulle est bien un élément de £. Ensuite, on fixe y1,y2 € £ et a € R, et on doit vérifier
que y = ayy + y2 € £, ce qui se fait en calculant, pour ¢ € R,
y'(8) + 2ty (1) + 2y (t) = (a1 + )" () + 2t(ayr +y2)' (1) + 12 (ays +y2) (1)
= a(yy (t) + 2ty (1) + ya(1) + (y5 (8) + 2ty5 () + t2y2(1))
=0

On vient de montrer que y € &, qui est donc bien un sous-espace vectoriel.

2. Etant donnée f € £, on définit une fonction f en posant

f@&)=f) +tf(t).
Montrer que f € E.
Soit f € £. Notons déja que f” = —2tf' — tf est dérivable, et pour tout ¢t € R on a
FO() = =20f"(t) = 2f'(t) = £2'(t) = 2tf(1).

Donc f est bien deux fois dérivable (en fait on montre facilement par récurrence que f est
dérivable une infinité de fois sur R). Ensuite on s’arme de patience et on calcule les dérivées de

f:
Fi) = f"(6) + f(t) +tf' (1)

F'(@) = FO) + 2/ (8) + 1"(8) = —tf"(t) = 21 (£) — 2t £ (1)
Ensuite on regroupe : pour tout t € R on a
FI@) + 2/ () + 2 F(8) = (=tf" () = 2 f/(8) = 26f () + 26(f"(¢) + f () + 1/ (1) + (' (t) + £ (2))
= t(f"(t) + 2tf'(t) + £ f (1))
=0

On définit alors une application U: & — & en posant U(f) = f. On admet que U est linéaire.

3. Montrer que U est une symétrie, c’est-a-dire U? = id.
Soit f € £. Par définition, on a

UX(f) =UU() =U(t = f'(t) +tf(t)) -
Donc pour t € R on a
UP(£)() = f"(t) + F(£) + £f' (&) + ¢(f'(t) + t£ (1)

= (f"(t) +2tf'(t) + £ (1) + £(2)
= f(t)

On a donc bien U?(f) = f, c’est-a-dire U? = id.
On rappelle qu’alors on a
E =ker(U — id) ® ker(U + id).

4. On note & Uensemble des fonctions appartenant a € et solutions de l’équation différentielle
y+t-1y=0 (H1)
et & 'ensemble des fonctions appartenant a £ et solutions de I'équation différentielle
v+ (t+1)y=0 (Ha)

Montrer, a Uaide du résultat rappelé dans la question précédente, que € = &1 @ &s.

Il suffit de remarquer que f € ker(U — id) si et seulement si U(f) — f = f, c’est-a-dire si
et seulement si f' + tf = f, ce qui est équivalent a dire que f est solution de . Ainsi,
&1 =ker(U — id). On montre de méme que & = ker(U + id), et on a donc

E=ker(U— id) @ ker(U+ id) =& B & .



5. Résoudre les équations différentielles (Hq)) et (Ho)). En déduire toutes les solutions de (H)).
2

Les solutions de 3’ + (t — 1)y = 0 sont les fonctions de la forme y — Cet_t?, ou C est une
2

constante réelle; et les solutions de y’ + (¢t 4+ 1y) = 0 sont les fonctions de la forme y Ce =7
ou C' est une constante réelle. On déduit alors du résultat de la question précédente que les
2

2
solutions de sont les fonctions de la forme ¢ — Clet_t? + C'Qe_t_t?, ou C1,C5 sont des
constantes réelles.

6. Résoudre sur R ’équation différentielle
y"—l—2ty'—|—t2y =tt+2.

On voit que si y1, y2 sont solutions de cette équation différentielle alors y; — yo est solution de
; et si g1 est solution de ’équation ci-dessus, ys est solution de alors y1 +y2 est solution de
notre équation. Par conséquent, si on arrive & trouver une solution f de y”+2ty’ +t2y = t*+2, les

2

solutions de cette équation seront toutes les fonctions de la forme ¢ — f(t)+Cy el —I—C’Qe_t_t?,
ou C1,Cy sont des constantes réelles. Pour trouver une solution particuliére, on est optimiste et
on la cherche sous forme polynomiale ; vu les degrés notre seul espoir est qu’il existe une solution
de la forme f: t + at? + bt + ¢, ot a,b,c € R. On a alors f'(t) = 2at + b et f"(t) = 2a, donc f
est solution si et seulement si on a

2a + 2t(2at + b) + t*(at®> + bt +¢) = t* + 2
pour tout ¢ € R, ce qui est équivalent a
at* + bt3 + (2a + o)t? + 2bt +2a = t* 4+ 2

pour tout ¢t € R. En identifiant les coefficients, on voit que cette égalité est vérifiée dés que a = 1,
b=0,2a+c=0,2b=0 et 2a = 2, autrement dit dés que a =1 et ¢ = —%. On vient de montrer
que t — t2— % est solution de notre équation, et finalement ses solutions sont toutes les fonctions

2 2
de la forme t — t2 — % + Clet_% + C’ge_t_t?, ou (1, Cs sont des constantes réelles.



