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Cursus préparatoire/CCP, 1*° année

Probléme du 25 mars, durée 1h30

L’usage de tout appareil électronique, y compris calculatrices et téléphones portables, est interdit, ainsi
que l'emploi de documents (notes de cours, etc). Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui
semble étre une erreur d’énoncé, elle (il) le signale trés lisiblement sur sa copie, propose la correction
et poursuit I’épreuve en conséquence.

Partie I - Valuation d’un polynéme

—+o00

Soit P € R[X]. On note P = Z an X", avec (an)nen une suite de réels presque nulle. La valuation de
n=0
P est définie par
ValP:{ min{n € N|a, # 0} S?P#O
400 sinon.

1. Soit P, @ € R[X] deux polynoémes non nuls. Montrer que val(P + @) > min(val P, val Q).
2. Donner deux polynoémes non nuls P et @ tels que P+ Q # 0 et val(P + Q) > min(val P,val Q).
3. Soit P € R[X]. Montrer que val P = 0 si et seulement si P(0) # 0.

On rappelle le résultat suivant : si P,Q € R[X] sont deuz polynémes non nuls, alors val(PQ) =
val P + val Q.

Partie II - Division selon les puissances croissantes et développement limité d’un quotient

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant, et de I'utiliser pour calculer le développement
limité d’un quotient.

Théoréme 1 (Division selon les puissances croissantes). Soit A, B € R[X] deuz polynomes tels que
val B = 0, soit p € N. Il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? tel que

A=BQ+ XP™'R, degQ < p. (1)

On appelle Q) et R le quotient et le reste de la division de A par B selon les puissances croissantes d
lordre p.
1. Dans cette question, on fixe A, B € R[X], avec val B = 0.
(a) Soit p € N. Montrer 1'unicité du couple (@, R) vérifiant (I]).
(b) En raisonnant par récurrence sur p € N, montrer I'existence du couple (Q, R) vérifiant (I]).

2. Des exemples. Dans les deux cas suivants, calculer le quotient et le reste de la division de A par
B selon les puissances croissantes a l’ordre p indiqué.

On pourra "poser” la division comme on le fait pour la division euclidienne "classique’.
(a) A=14+X+X2, B=1-2X,p=1.
(b)) A=34+4X - X3, B=1-2X+ X3 p=2

3. Application aux développements limités.

(a) Soit A, B € R[X] deux polyndémes tels que val B = 0, soit p € N. On note @ le quotient
de la division de A par B selon les puissances croissantes a ’ordre p. Montrer que ’'on a le

A
développement limité suivant de la fonction rationnelle BECE; :
x
Alx) p



(b) Soit f: R — R, g : R — R deux fonctions admettant les développements limités suivants
au voisinage de 0 :

= P p — p P
f)=ap+aix+...+apz +xgo(x), g(x) =bo+bix+ ...+ byx —|—xgo(a:)

avec by # 0. On note A(x) = ap+ a1z + ...+ apa?, B(x) = by +bix + ... + bpaP, et Q le
quotient de la division de A par B selon les puissances croissantes a ’ordre p.

i. Montrer que f(z) = B(x) <Q(a:) + Igo(xp)> et g(x) = B(x) (1 + o (:Ep)).

ii. Montrer que

M0 _ Q)+ o (e,

g(x) z—0

(¢) Un exemple. En utilisant le résultat de la question précédente, déterminer le développement
cos T

er

limité a I'ordre 4 au voisinage de 0 de h: z

Partie III - Développements limités des fonctions réciproques

1. Soit P € R[X] un polynoéme de valuation égale & 1. On écrit P(X) = a1 X + ...+ agX?%, avec
ai,...,aq des réels, a; # 0.

(a) Montrer que pour tout n € N*, (a1 X)" — (P(X))" est un polynéme de valuation supérieure
ou égale a n + 1.

(b) Déterminer deux polynémes @ et R; de R[X] tels que
X =Q1(P(X))+ R1(X), deg@Qi <1< valRy.
(c) Montrer que pour tout n € N*| il existe des polynémes @Q,, et R, de R[X] tels que
X =Qun(P(X))+ Ry(X), degQn <n<valR,. (2)

2. Soit f : R — R une fonction bijective et continue. Soit n € N*. On suppose que f admet un
développement limité a 'ordre n au voisinage de 0 de la forme : f(z) = a1z+. . .+apz"+ Oo(x”),
T—

avec aj # 0.
(a) Etudier la dérivabilité de f en 0.
(b) Calculer f~1(0).
(¢) Montrer que y = a1 f~ ' (y) + 20 (ffl(y)). En déduire que

i) ~ 2

y—0 aq
(d) On note P(X) =a; X + ...+ a,X". Montrer qu’il existe un polynéme @Q,, € R[X] tel que

r = Qn(P(x)) + xgo(x”), deg @, < n.

(e) Montrer que
Qn(f(2)) = Qn(P(z)) + o (2").

x—0

(f) Montrer que f~! admet un développement limité & 'ordre n au voisinage de 0 de la forme :

F7 W) = Qnly) + o (y™).

y—0



