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Probléme du 11 mars, corrigé

Probléme 1. Soit f :]0, +0o[— R une fonction de classe C? vérifiant les propriétés suivantes :
(i) f" est décroissante sur |0, +ool,
() tim_ () =0,
(iii) f(1)=0.
1. (a) Soit k € N*. La fonction f est de classe C? sur |0, +oo[ donc sur [k, k+ 3], on peut appliquer
la formule de Taylor-Lagrange a f entre k et k + % : il existe yy, € }/@, k+ %[ tel que

f<k+;)—f(k)=f'(k) <k+;—k>+f”(y’“) <k:~|—1—k)2

2 2
1 ! 1 1
= if (k) + gf (Uk)-

De méme, la fonction f est de classe C2 sur [k + %, k + 1], donc il existe z € }k + %, k+ 1{
tel que

f<k+;>zf%+1%hﬂk+n(k+;—@H&O%ﬁﬂgw(h+;—%+102

L,

= flk 1) = 5 f (4 1)+

c’est a dire

1 1 / 1 1
—f (B4 5) ) = 57+ 1) = 5772,

(b) En sommant les deux égalités obtenues a la question précédente, on obtient que pour tout

k € N*, ) .
3 (f'(k) + f(k+1)) = f(k+1) — f(k) + 3 (f" () = " (k) -
2. On définit pour tout entier n > 2,
n—1
UnF) = 55+ 3 ) + 5 /() — ()
k=2
(a) Soit m > 2. On a
1 , 1 n—1 ) n—1 , 1 ,
Un(f) = <2f (1)+22f(k)> + (22f (k) + 2f(n)> — f(n)
k=2 k=2
n—1 n
S DMNUCRED SR
k=1 k=2
n—1
:;klUﬂo+f%+U)—ﬂm
n—1 n—1
=3 (F0+ 1) = ) — Flm) + 5 3 (£(21) — £/() v 10
k=1 k=1
Or,
n—1
(f(k +1) f(k‘)) —fn)=f1) = f2)+f2)—...+ f(n) = f(n) = f(1) =0
k=1
1 n—1
done Un(f) = ¢ 3 (f"(z1) = /()
k=1



(b) Soit n > 2. On a Up41(f) =
est décroissante donc f”(z,) <
décroissante.

(c) Soit n > 2. On écrit

Un(f) + %(f”(zn) — f"(yn)). Or yo < m ‘f‘% < zp et f"
" (yn), et Uns1(f) < Un(f). La suite (Up(f))n>2 est donc

n—1 n—1
Un(f) = § 3 £o0) — 3 7" ()
k=1 k=1
1, 12, 12, 1.,
= 8f (2n-1) + ] 1;1 (k) — F kgl " (Yrt1) — gf (y1)
1 " 1 =2 " " 1 "
=5/ () + ¢ (k) = (k) — 3/ ).
k=1

Or pour tout k € N*| z; < k+ 1 < yp41 et f” est décroissante donc f”(z) > " (yr+1)-
De plus, limy—, 100 f”(x) = 0 et f” est décroissante sur |0, 4+o0[ donc f”(z) > 0 pour tout

1
x > 0. Ainsi, f”(z,-1) > 0, et on obtient U, (f) > —éf”(yl).

(d) On vient de montrer que (U, (f))n>2 est décroissante et minorée, donc elle converge vers
une limite finie notée U(f).

(e) On définit pour tout entier n > 2, V,,(f) = Upn(f) — éf”(n). Soit n > 2. On a

Vit (f) = Valf) = Unia (F) = Ual) = 58"+ 1) + 5" (0)

S (7 = e D) + (716 - 1))

En utilisant encore la décroissance de f” et les inégalités n < y,, 2z, < m + 1, on obtient
Vat1(f) > Vi (f). Ainsi la suite (V,,(f))n>2 est croissante.

On a ngr}rloo Un(f) =U(f) et ngrfoo f"(n) =0 donc ngrfoo Vo (f) =U(f).

(f) D’une part, (Un(f))n>2 converge en décroissant vers U(f) donc pour tout n > 2, Up,(f) >
U(f).
D’autre part, (V,,(f))n>2 converge en croissant vers U(f) donc pour tout n > 2, V,(f) <
U(f), cest-a-dire Uy (f) — 5f"(n) < U(f). Ainsi, pour tout n > 2,

1
0<Un(f) = U(f) = g f"(n).
3. Application. On consideére la fonction f; :]0, +00[— R définie par :

Vz >0, fi(z) = —Inz.

| =

n
On définit aussi pour tout n € N*, H,, = Z
k=1

(a) Pour montrer que (Uy(f1))n converge, il suffit de vérifier que f; est de classe C? sur 0, +o0]
et satisfait les propriétés (i)-(ii)-(iii). In est bien de classe C? sur ]0,4oo[. De plus, pour
tout « > 0,

i =—1 Hw)=—
1 T ’ 1 72 .
Ainsi, f{’ est décroissante sur |0, +oo[, lim f](x) =0et fi(1) =0.
T—+00

(b) Soit n > 2. On a

Rt B | "1 1 1 1 1
=N - T dmn=-N "4t tInn=Inn—H,+ -+ —.
Un(f1) 5 k;k 5 +lnn k;k+2+2n+nn nn—Hy+5+ -



1
Comme (U, (f1))n converge vers U(f1) et lim — =0, on obtient que
z—+o00 21,

1
lim (H, —Ilnn) = 5 —U(f1). En posant v = £ — U(f1), on a

T—r+00

lim (H, —Inn)=".

n—-+0o

(c) Par la question appliquée a f1, on a pour tout n > 2,

1
0<U,(f1)-U(fH) < PR

c’est-a-dire

1 1

<1 — —H, < —

O_nn+’)/+2n n_8n2
et donc ) .
OSn(lnn+7+Hn> < —
2n 8n

1
ce qui montre que lim n (lnn + v+ o Hn> =0 et donc

T——+00 n

1 1
H, =1 —+ o (=)
sttt o (3

Probléme 2. Dans ce probléme, on cherche a déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que
P((cos(t)) + P(sin(t)) = 1 pour tout ¢t € R.
Soit P un tel polynéme.

1. (a) Soit x € R. On a —sinz = sin(—x) et cos(—z) = cos(x) donc
P(—sinx) = P(sin(—z)) = 1 — P(cos(—z)) =1 — P(cosz) = P(sinz).
Pour tout y € [—1,1], il existe z € R tel que y = sinx (on peut méme choisir z = Arcsiny €

[—m/2,m/2]), donc
P(—y) = P(—sinz) = P(sinz) = P(y).

(b) Notons A € R[X] le polynéme A(X) = P(X) — P(—X). Alors A(y) = 0 pour tout y €
[—1,1], donc le polynéme A admet une infinité de racines réelles, d’ot A =0, i.e. P(X) =
P(—X).

(c) Notons P(X) =ag+ a1 X +...4+agX? ot ag,...,aq sont des réels et ag # 0. Alors

d d
P(X)=P(-X) <= > apX"=> (-1)Fa,x*
k=0 k=0
> ap = (—1)*a; pour tout k=0,...d

(par unicité de la décomposition de P selon les puissances de X). Ainsi,
P(X)=P(—X) <= a, =0 pour tout k impair,0 < k < d.

En particulier, on en déduit que d est pair, d = 2d; et que
dy dy
P(X):Zalem:Q(XQ) oll Q(X):ZQQZXl.
=0 1=0

2. Soit z € R. On a
Q((sinz)?) + Q(1 — (sinz)?) = Q((sinz)?) + Q((cos z)?) = P(sinz) 4+ P(cosx) = 1.

Or pour tout y € [0,1], il existe § € [0,1] tel que y = (§)* (§ = /y convient) et il existe z € R
tel que § = sinz et donc y = (sin )2

On obtient donc comme & la question précédente, que pour tout y € [0,1], Q(y) + Q(1 —y) = 1.



3. De méme qu’au 1b), on en déduit que Q(X) +Q(1 — X) = 1.
1 1
4. On introduit R(X) = Q (X + 2) ~ 3

(a) On a

REX)=Q(-X+3) -5 =1-Q(1- (-x+3)) -5 =5-Q(x+3) = -RX)

(b) Notons R(X) = by+b1 X+...+bg, XU, ot by, . .., by, sont des réels et by, # 0. En raisonnant
comme a la question 1b), on obtient que

R(—X)=—R(X) <= by =0 pour tout k pair, 0 < k < d;.

En particulier, on en déduit que d; est impair, dy = 2ds + 1 et que

do da
R(X) =3 by X2+ = XS(X?) o S(X) =3 bayr XL
=0 1=0

On peut également montrer la réciprogue. On commence par remarquer que pour tout entier n, tout

teR, on acos’(t) — 5 = & —sin(t) donc

n n

<cos2(t) - ;) [(0052(1&) - ;)21 = <; - sinQ(t)> [(; - sinQ(t)>2]

Supposons qu’il existe S € R[X] tel que P(X) = (X2 - %) S ((X2 - %)2)4—% Notons S = "N a, X™.
Alors pour tout t € R,

P(cos(t)) + P(sin(t))

= (cosz(t) - ;) nﬁ;an l(cosz(t) — ;)2 ' + % + (SinQ(t) - ;) niv%)an [(sing(t) - ;)2 ' + %

n

— i an <<cos2(t) — ;) [(0082(15) - ;)2] + (sinQ(t) - ;) l(sinz(t) - ;)2]71) +1



