L2 - cursus préparatoire Fiche de cours : TRIGONALISATION

Définition 1. Un endomorphisme u € L(E) est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure. Une telle base est appelée base de trigonalisation
de u.

Proposition 1. Soient B = (ey,...,e,) une base et E et u € L(FE). On a équivalence entre :
(7). la base B trigonalise I’endomorphisme u,

(i1). Vk € [1;n], le sous-espace Vect{es, ..., e} est stable par u.

Définition 2. Une matrice A € M,,(K) est dite trigonalisable (dans M,,(K)) si elle est semblable d
une matrice triangulaire supérieure, i.e. il existe P € GL,(K) et T € M, (K) triangulaire supérieure
telles que P71AP =T.

Proposition 2. Soient u € L(E) et B une base de E. On note A = Matg(u). On a équivalence
entre :

(7). A est trigonalisable (dans M, (K)),

(#4). w est trigonalisable.

Définition 3. Un endomorphisme u € L(E) est dit nilpotent s’il existe un entier p € N tel que
uP = 0g(g). Le plus petit entier p vérifiant uP = Oz gy est appelé indice de nilpotence de u.
Ce vocabulaire se transpose aux matrices carrées.

Théoréme 1. Soit u € L(E). On a équivalence entre :
(7). w est nilpotent,

(). il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure stricte, i.e.
de la forme

(#i1). le polynome caractéristique de u est égal a X",

(iv). il existe v € [1;n] tel que le polynéme minimal de u est égal ¢ X".

Proposition 3. Une matrice A € M,,(K) est nilpotente si, et seulement si, A est semblable a une
matrice triangulaire supérieure stricte.




Corollaire 1. St u est un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel E de dimension n, alors
u™ = Ogpy et Uindice de nilpotence de u est inférieur ou égal a n. Si A € M, (K) est nilpotente,
alors A™ = 0, (k) et lindice de nilpotence de A est inférieur ou égal a n.

Théoreme 2. Soit u € L(E). On a équivalence entre :
u est trigonalisable,

. le polynome caractéristique x, de u est scindé sur K,
. il existe un polynome annulateur de u scindé sur K,

1
2
3
4. le polynome minimal I, de u est scindé sur K.

Ce résultat se transpose auzr matrices carrées A € M, (K).

Corollaire 2. Si A € M, (K) est trigonalisable, en notant Ai,..., A, ses valeurs propres deux d
deuz distinctes, alors il existe P € GL,(K) telle que P"*AP =T est diagonale par blocs de la forme

T (0)

ot pour tout k € [1;p], Tk = Aglm, + N avec Ny, triangulaire supérieure stricte et my, désigne la
multiplicité algébrique de Ai.

Corollaire 3. Soit u € L(E). Si xu est scindé sur K, alors Tr(u) est la somme des valeurs propres
de u comptées avec multiplicité (algébrique) et det(u) est le produit des valeurs propres comptées
avec multiplicité (algébrique), i.e.

Tr(u) = Z ma(uw)A et det(u) = H Ama (),

AeSp(u) AESp(u)

Proposition 4. Siu € L(E) est trigonalisable et F est un sous-espace vectoriel de E non nul stable
par u, alors l’endomorphisme induit up est trigonalisable.

Soit u € L(F) trigonalisable. Comme son polynéme minimal et son polynéome caractéristique sont
scindés sur KK, sont unitaires, et possedent exactement les mémes racines (& savoir les valeurs propres de
u), on peut les écrire sous la forme

T ks
meo= [J(X=2)™ et = [J(X =)™
k=1 k=1
ol A1, ..., A € K sont les valeurs propres distinctes de u, my = my, (u) désigne la multiplicité algébrique

de A\ et oy € N* vérifie oy, < my,.
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Définition 4. Soit k € [1;r], l’espace vectoriel Fy, = Ker((u — A Idg)™*) est appelé sous-espace

caractéristique de u associé a la valeur propre A\,. Comme u est trigonalisable, on a : E = @Fk
k=1

Proposition 5. Notons, pour tout k € [1;7], G, = Ker((u — A Idg)®*). Le sous-espace vectoriel
Gy, est de dimension my, et Gy, est égal a l'espace caractéristique Fy, de u associé a M.




