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Dans tout le chapitre, E désigne un espace préhilbertien (réel ou complexe). On notera (-, -) le produit
scalaire dont il est muni et || - || la norme euclidienne (resp. hermitienne) associée.

Définition 1. Soient x,y € E. On dit que les vecteurs x et y sont orthogonauz si {x,y) = 0. On
note alors x L y.

Proposition 1 (Identité de Pythagore).
1. Soient E un espace préhilbertien réel et x,y € E. On a :
zly = llz+yl* = +lyl*
2. Soient E un espace préhilbertien complexe et x,y € E. On a :

ely = lz+yl* =l +llyl*

Définition 2. On dit qu’une famille (e;);c; de vecteurs de E est orthogonale si elle constituée de
vecteurs deux a deuz orthogonauz, i.e.

Vi,jEI, i;éj:><ei,ej)20.

On dit que la famille (e;);cr est orthonormée si elle est orthogonale et ses vecteurs sont de plus
normés (i.e. pour tout i € I, ||e;|| = 1), ce qui équivaut @

1sii=j,

Vi7j617 <ei7ej>:§i,j:{ OSZ’L#]

Proposition 2. Toute famille (e;);c; orthogonale ne comportant pas le vecteur nul est libre. En
particulier, une famille orthonormée est libre.

Définition 3. Soit E un espace euclidien ou hermitien. On appelle base orthonormée de E toute
famille de vecteurs de E qui est a la fois une base de E et une famille orthonormée.

Proposition 3. Soient E un espace euclidien ou hermitien et B = (eq, . .., en) une base orthonormée
de E. Les coordonnées x1,...,x, dun vecteur x € E dans la base B dont données par :

Vk € [L;n], k= (ex, x)

n

de sorte que x = Z (er, ) ek.
k=1




Proposition 4. Soit E un espace euclidien ou hermitien et B = (eq,...,e,) une base orthonormée
de E. Soient x,y € E de coordonnées respectives dans la base B notées xi,...,Tn €t Y1,.-.,Yn,
alors

n n
(@)= T ='XY et o> =) | = XX
k=1 k=1

ot l'on a noté X = Matg(x) et Y = Matg(y).

Théoreme 1. Soit E un espace préhilbertien (réel ou complexe). Pour toute famille (uy,. .., up)
libre de E, il existe une famille (eq,...,e,) orthonormée de E vérifiant

Vk € [1;n], Vect(uy,...,ur) = Vect(eq, ..., ex).

Corollaire 1. Tout espace euclidien ou hermitien E admet une base orthonormée.

Corollaire 2. Toute famille orthonormée d’un espace euclidien ou hermitien E peut étre complétée
en une base orthonormée de E.

Définition 4. Soit A C E. On appelle orthogonal de la partie A l'ensemble, noté A*, constitué des
vecteurs de E orthogonauz a tous les vecteurs de A :

At ={r € E|Yac A, (a,z)=0}.

Proposition 5. Pour toute partie A C E, 'orthogonal AL est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 6. Soient A, B C E, alors :
1. Ac (AhH)4,
2. AC B= Bt C At (inversion de linclusion),
3. At = Vect(A)*.

Proposition 7. Soit F = Vect(ey)rer un sous-espace vectoriel de E (la famille (ey)rer est une
famille génératrice de F). Alors

Ft={xcE|Vkel, (e,z)=0}.
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Définition 5. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont orthogonauz
st pour tout vecteur x € F et tout vecteur y € G, (x,y) = 0.

Théoréme 2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, alors E = F & F+. On
dit que FL est le supplémentaire orthogonal de F.

En particulier, si E est un espace euclidien ou hermitien, pour tout sous-espace vectoriel F' de
E,onaE=F®F*.

Corollaire 3. Si E est un espace euclidien ou hermitien, pour tout sous-espace vectoriel F de E,
on a

dim(Ft) =dimE —dimF et (FH)t=F

Définition 6. On appelle projection sur F' parallélement a G l’endomorphisme p de E défini par
Ve =xzp+2g € E avec (xp,zg) € F x G, p(z)=21zF.
On appelle symétrie par rapport o F parallelement o G ’endomorphisme s de E défini par
Ve =xzp+2g € E avec (xp,xg) € F X G, s(x)=xp —z¢.

On a alors s = 2p — Idg.

Proposition 8. Soit p € L(E). On a équivalence entre :
(i). p* =p (o p* =pop),
(it). p est la projection sur Im(p) = Ker(p — Idg) parallélement o Ker(p).

Proposition 9. Soit s € L(E). On a équivalence entre :
(i). s> =1dg (o s® =s03s),

(ii). s est la symétrie par rapport ¢ Ker(s — Idg) parallélement ¢ Ker(s + Idg).

Définition 7. Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que E = F @ F* (ceci est vrai en particulier
lorsque F est de dimension finie). On appelle projection orthogonale sur F, notée pr, la projection
sur F parallélement ¢ F+. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, notée sp, la symétrie
par rapport & F parallélement ¢ F*.




Proposition 10. Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que E = F @ F* (ceci est vrai en
particulier lorsque F est de dimension finie). Notons pp (resp. pp1) la symétrie orthogonale sur F
(resp. sur F+) et sp la symétrie orthogonale par rapport a F. Alors

pr+prpr =1ldg (<= ppL =Idp —pr <= pr =1dg —pp1),
proprL =ppropr = 0g(E),
et SFZQPF**IdE:IdE 72pFL.

Théoréme 3. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Si B = (e1,...,e,) est une
base orthonormée de F, alors pour tout x € E, le projeté orthogonal de x sur F' est

T

pr(z) = Z (er, x) ex.

k=1

Définition 8. Soient A C E une partie non vide de E et x € E. On définit la distance de x a A
comme

d(z,A) = inf{||zr —a|| |a € A} € RT.

Théoréme 4. Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que F et F+ sont supplémentaires dans
E (ceci est vrai en particulier lorsque F est de dimension finie). On rappelle que l'on note pp la
projection orthogonale sur F. Pour tout x € E, on a

d(z, F) = ||z — pr(@)| = [lpp (2)]].

Ainsi, la distance de x a F est un minimum. De plus, elle est atteinte uniquement en pp(x).




