Equation non homogéne: méthode de la variation des constantes.
On considere I’équation non-homogene:

d—x(t) = Ax(t) + b(t)
dt

2.9.”Principe de superposition”: a) Soit ' = Az + by et ¥y = Ay + bs.
Alors z(t) = x(t) + y(t) vérifie 2/ = Az + (b + ba).

b) Toute solution de l’equation non-homogéne x' = Az + b(t) est la
somme d’une solution particuliere et d’une solution de I’équation homogeéne
y' = Ay.

On cherche la solution z(t) sous la forme z(t) = e*4y(t). On obtient pour
y(t) I'équation ' (t) = e t4b(t), d’ott la solution y(t) = y(to)—i—ftz e *4b(s)ds.
On remarque que y(to) = e 04z (to).

2.10. Formule de Duhamel:

t
o(t) = e g (t0) + | 94(s)ds
to

Dans cette formule x(t) est la somme de deux termes: u(t) = ftto e(=9)4p(s)ds
est la solution particuliere de I'équation 2’ = Az + b(t) vérifiant la condi-
tion initiale u(ty) = 0 et v(t) = e#1)4z(0) est la solution de I’équation
homogene vérifiant la condition initiale v(ty) = z(to).

2.11. Corollaire: D’existence et ’unicité. Soit b : I — K™ une
fonction continue définie sur un intervalle I. Pour tout xg € K™ et tg € 1
dx

il existe une solution unique x(t) de I’équation Ff(t) = Ax(t) + b(t) définie

sur I a valeurs dans K" vérifiant la condition initiale x(ty) = xo.

Equation scalaire d’ordre n.

m n—1

d
dtfﬂx + (In_lwfﬁ + ...+ alax =+ apgr — 0(*)

A T’équation (*) on peut associer un systéme différentiel équivalent d’ordre
1 en introduisant de nouvelles inconnues: z1 = z, 9 = 2/, =, = =D Te
systéme s’écrit ) = xo, ..., x| = xp, ), = —(apr1+...+an—12,). En nota-
tion vectorielle cela donne x’ = Ax ot x = (1, ..., zn) = (x, 2, 2", ..., ("~ D)
et A = (ai;) est la matrice ”compagnon”:

a;i+1 =1, an; = —a;j_1 et les autres éléments de A sont nuls.



On sait que le polynéme caractéristique de A est

pa(z) = (—1)"(2" + an_12" ' + ... + a1z + ag),

et on sait que le polynéme minimal est égal (au signe prés) au polynéme
caractéristique; soit pa(z) = (—=1)"(z — A1) ...(z — A\g) ™.

Donc pour chaque valeur propre A; I'indice de nilpotence dans le sous-
espace caractéristique associé est égal a m;. (Noter que les espaces propres
sont tous de dimension 1.) On en déduit:

2.12. Proposition. Soit pa(z) = (—=1)"(z — A1) ...(z — Ag)™. Les
fonctions tPieNt ot j =1, ...,k et 0 < pj < m; forment une base (complexe)
des solutions de ’équation (*).

Toute solution s’écrit donc comme E§:1 qj(t)eMt, olt gj(t) sont des polynomes,
deg(g;) < m;.

Remarque. A chaque racine \ de I'équation 2" +a,_12" ' +...+ a1z +
ap = 0 est associée une solution exponentielle z(t) = e*. Réciproquement,
on obtient I'équation caractéristique \* + a1 A" 1+ ... +a1X + a9 =0 en
exigeant que la fonction z(t) = e vérifie ’équation différentielle.

Si les coefficients ay, ..., a,_1 sont réels, une base des solutions reélles est
donnée par les fonctions tPierit (pour les \; réelles) et tPie®it cos(fB;t) et
tPie®sin(B;t)) (pour les A; complexes, ot \j = aj +if3;) et 0 < pj < m;.

En vu de ce résultat, on n’a pas besoin de passer par la matrice, mais
on peut traiter I’équation (*) directement:

2.13. Lemme. A\ est une racine du polynéme caractéristique

p(2) = 2" + an_12"" 1 + ... + a1z + ag de multiplicité m si et seulement
si les "monomes” e, teM ..., t™ e vérifient I'équation différentielle (*).

ee Démonstration. Faisons dans I’équation (*) la substitution suivante :
z(t) = u(t)e. On a %(ue”) = (%u + Au)eM = (% + Nuer.

Donc ’équation (*) devient

(% + A)"u + an,1($ + A" w4 al(% + Nu+ apu =0 (**)

ou, si on développe,

uw™ 4+ b,_qu™ D 4+ 4 bou = 0.

Pour le polynome caractéristique p(z) = 2" +b,_12" 1+ ...+ b1z + by de
(**) on a p(z) = p(z + A) (facile a vérifier). Donc A est une racine de p(z)
de multiplicité m si et seulement si 0 est une racine de p(z) de multiplicité
m, ce qui veut dire que bg =0, ... by—1 = 0.



L’équation (**) devient u(™ + b,_1u™ D + .. + b,ul™ = 0 et admet
donc des solutions 1, ¢, ...,t™ 1. Reciproquement, si (**) admet des solutions
1,t,....,t™ 1 alors bg = 0, ... by,_1 = 0 et 0 est une racine de p(z) de
multiplicité m. ee

Démarche a suivre: pour résoudre I’équation scalaire (*) avec la con-
dition initiale z(0) = ¢1, 2/(0) = ¢z, ..., (®1D(0) = ¢, il faut

1) résoudre I’équation caractéristique 2" +a, 12" ' +...4+a12z+ap = 0 qui
se déduit directement de I’équation différentielle, sans passer par la matrice;

2) écrire la solution comme une combinaison linéaire des solutions de
base explicitées dans la Proposition 1.10 avec des coeflicients indéterminés et
calculer les coefficients afin de satisfaire les conditions initiales (cela revient
a résoudre un systeme d’équations linéaires).

Equation scalaire non homogéne d’ordre n
On considere ’équation

dr dn—l d
PTG + Un—1 7T +...+ ay + agx = f(t)(*)
2.14. Réduction d’ordre.
Cherchons la solution sous la forme z(t) = eMu(t). Notre équation

devient
e [u(”) + bn—1u(n_1) + oo b + bou) = f(1)

(Voir la démonstration du Lemme 2.12 .)
Soit A une racine de multiplicité m de I’équation caractéristique
2V 4 ap 12" P+ +arz+ayg=0. Alors bg =0, ..., by,_1 = 0.
Posons (t) = u(™ (t); il reste & résoudre I’équation d’ordre n — m:

y(n—m) 4 bn_ly(n_g)... + by = C_Atf(t)

En itérant cette procédure de réduction d’ordre on arrive a la fin & une
équation de la forme v'(t) = g(¢).

Remarque. On vérifie facilement que le polynéme caractéristique

P(2) = 2" +by_12" 4 ... 4+ b1z + by est lieé au polynéme caractéristique
p(z) = 2" +a,_ 12"+ ...+ a1z + ap par p(z) = p(z + A). (Voir Lemme
2.12)

Ezemple d’ordre 2: 2" 4+ ax’ 4+ bx = f(t). Léquation caractéristique est
22 +az+b=0. Soit 22 +az+b=(z—\)(z — p).



On pose z(t) = eMu(t), ce qui donne

u” 4+ (22X + a)u’ = e MF(t), ou u” + (A — p)u’ = e M F(2)

1. Si A = u, Péquation devient u” = e~ f(t).

2. Si A # p, on pose u/(t) = e Nty (t). Alors I'équation

"+ (N = p)u’ = e MF(t) devient y = e M f(1).

Solution particuliere:

y(s) = 3 e f(r)dr,

ult) = Ji et Nsy(s)ds = [ N[ f3 e £ (r)dr)ds.

En échangeat 'ordre d’intégration on obtient finalement la solution
#(t) = 345 o F) ) — ot

2.15. Utilisation de la formule de Duhamel.
A Péquation (*) on peut associer un systeme différentiel équivalent d’ordre
1 en introduisant de nouvelles inconnues: 1 = z, o = 2/, x, = 2 1. Le

systéme s’écrit &) = xa, ..., )| = X, , = —(apx1 + ... + an—_12,) + f(t)),
donc x' = Ax + b(t) on x =t (z, 2/, 2", ...,z V), b(t) =t (0,...,0, f(t) et A
est la matrice compagnon: a;;+1 = 1, an; = —a;—1 et les autres éléments

de A sont nuls.
t4 en supposant que Péquation caractéristique & n racines

On va écrire e
distinctes Aq,...,\,. Alors eMt s e et est une base des solutions de
'équation (*). A partir de cette base on peut fabriquer une solution fonda-
mentale ®(¢) de I'équation U’ = AU: ®(t);; = (eM)U=D) = A lehit Par
conséquent, e/t = &(¢)®~1(0). [Noter que ®(0);; = )\g_l.]

Ensuite on utilise la formule de Duhamel: pour la premiere composante
x(t) du solution vectorielle x(¢) on a z(t) = 3_; ()1 e+ fa (e, f(s)ds.
(c1,...cn) est le vecteur des conditions initiales: z(0) = c1, ... ,2" 1(0) = ¢,.

”Quasipolynomes”
Souvant le second membre f(¢) dans 'équation (*) est de la forme g(t)et,
ou ¢(t) est un polynome en ¢:

2™ 4 a,_ 12 4 L a1’ + agz = q(t)e(x)

Proposition 2.14. Soit ¢(¢) un polynéme de degré d. Si p est une
racine de I’équation caractéristique de multiplicité m, il existe une solution
particuliere (complexe) de la forme u(t) = r(t)et ot r(t) est un polyndome
de degré d + m.

(Donc si p n’est pas une racine de 1’équation caractéristique, m = 0, il
existe une solution particuliere de la forme u(t) = r(t)e’t, ou r(t) est un
polynome de degré d.)



ee Démonstration.
Faisons dans 1’équation (*) la substitution suivante : 2(t) = u(t)e*. On
a L(ueM) = (Lu+ Mu)eM = (L + Nue.

Donc I’équation (*) devient

d d d
(S N Ut ana (S + N e+ aa( S+ Nu o+ agu] = g(t)e

ou, si on développe,
w™ + bn—1u(n_1) + ...+ bou = q(t).

Considérons I'application linéaire L définie dans I’espace des polynémes
par
L(u) = u™ 4+ by_1u™ Y + .+ bou

Evidemment, deg(L(u) < deg (u). En plus, si p est une racine de
I’équation caractéristique de multiplicité m, on a by = 0, ... b1 = 0
et donc deg(L(u) < deg (u) —m. (Voir Lemme 2.12.)

Donc pour tout k, L définie un endomorphisme de 'espace Ej, = Cj[z]
des polynomes de degré < k. On sait que

1. L(Ey) C Ei_p, (parce que deg(L(u) < deg (u) —m);

2. Ker (L) = E,,—1 (parce que les polynomes vérifiant 1’équation

™ b, u™ Y 4+ 4 by ul™ = 0 sont précisement les polynomes de
degré < m).

Noter que dim Ej = k + 1. Soit £k > m. La formule du rang

dim (KerL)+ dim (ImL) =dim Ej dans l'espace Ej entraine

dim L(Ey) = k —m + 1, donc dim L(E);) = dim Ej_,,. Conclusion:
L(Ey) = Ej—_m, donc pour tout polynéme ¢(t) de degré d il existe un
polynome u(t) de degré k = d + m tel que L(u) = q. ee

Remarque: Pour déterminer le polynome r(t) il suffit de mettre

u(t) = r(t)e! dans 1’équation.



