
Equations différentielles linéaires aux coefficients constants.
Système de n équations d’ordre 1.

dx
dt

= Ax

où x(t) ∈ Kn, A ∈ Mn(K), K = R ou C. Une solution est une fonction
ϕ : I → Kn définie sur un intervalle I et vérifiant d

dtϕ(t) = Aϕ(t).
Propriétés générales.
1.1. L’ensemble des solutions est un espace vectoriel surK (conséquence

de la linéarité de l’équation). [On verra que sa dimension est n.]
1.2. Si ϕ(t) est une solution et c ∈ R, alors ϕ(t + c) l’est aussi

(conséquence du fait que A est à coefficients constants).
1.3. Complexification. Soit A une matrice réelle et z(t) une solution

complèxe: z′ = Az, (z(t) ∈ Cn). Alors la partie réelle x(t) = Re(z(t)) et la
partie imaginaire y(t) = Im(z(t)) de la solution complèxe sont des solutions
réelles.

Il est donc utile de chercher dès le début des solutions complèxes.
1.4. Chaque vecteur propre v de A, Av = λv, engendre une solution

”exponentielle”: ϕ(t) = eλtv. Si A est diagonalisable, une base de vecteurs
propres donne n solutions de x′ = Ax linéairement indépendentes (et toute
autre solution sera leur combinaison linéaire).

1.5. Changement de base. Par un changement linéaire des variables,
x = Py, le système différentiel x′ = Ax est transformé en y′ = By avec
B = P−1AP . Pour simplifier le système on cherche à réduire la matrice A
à une forme ”simple”.

Cas diagonalisable. SiA est diagonalisable, B = P−1AP = diag(λ1, ..., λn),
le système y′ = By est scindé (séparation des variables complète): y′1 = λ1y1,
... , y′n = λ1yn. Toutes ses solutions sont donnés par y1(t) = c1e

λ1t, ... ,
yn(t) = cne

λnt. Remarquons que ci = yi(0). On en déduit que pour tout
c = (c1, ..., cn) ∈ Kn il existe une solution unique y(t) définie sur R vérifiant
la condition initiale y(0) = c.

Remarque 1. Soit B une matrice qui commute avec A: AB = BA.
Soit ϕ(t) une solution de x′ = Ax. Alors ψ(t) = Bϕ(t) est aussi une solution
de x′ = Ax.

Remarque 2. En dérivant l’équation x′(t) = Ax(t) on obtient x′′(t) =
A2x(t) et par récurrence dkx(t)

dtk
= Akx(t).

Cas général. Quitte à passer au système complexifié, on peut sup-
poser que le polynôme caractéristique pA(x) est scindé et donc E = Kn se
décompose en somme directe des sous-espaces caractéristiques: E =

⊕
i Ci.
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Soit Πi les projecteurs associés. On a vu que chaque Πi est un polynôme en
A et donc commute avec A.

Alors toute solution ϕ(t) se décompose de façon unique en somme des
solutions ϕi(t) dans les sous-espaces caractéristiques:

ϕ(t) =
∑
ϕi(t), où ϕi(t) = Πiϕ(t) et ϕi(t) ∈ Ci.

.
Il suffit donc d’étudier l’équation x′ = Ax dans chaque sous-espace Ci.
Soit fi l’endomorphisme induit par A dans Ci (essentiellement, fi(v) =

Av pour v ∈ Ci). On sait que fi = λiId+ ni où ni est nilpotent: nl
i = 0. (Si

en plus nl−1
i 6= 0, on appelle l l’indice de nilpotence de ni.) Donc dans Ci

on a l’équation x′i = λixi + nixi. Posons xi = eλity; alors y vérifie y′ = niy.
Mail nl

i = 0, donc dly
dtl

(t) = 0. Cela montre que y(t) est un polynôme en t de
degré < l: y(t) = v0 + tv1 + ...+ tl−1vl−1.

On a dky
dtk

(0) = k!vk, mais aussi dky
dtk

(0) = nk
i y(0) = nk

i v0. Donc finale-
ment,

vk = 1
k!n

k
i v0,

y(t) = v0 + tniv0 + ...+ tl−1

(l−1)!n
l−1
i v0 = (

∑l−1
k=0

tk

k!n
k
i )v0 et

xi(t) = eλity(t) = eλit(
∑l−1

k=0
tk

k!n
k
i )v0.

.
On conclut que pour tout v ∈ Ci il existe une solution unique xi(t) définie

sur R à valeurs dans Ci vérifiant la condition initiale xi(0) = v.
.
Remarque. Pour calculer xi(t) il suffit de connaitre ni: on a
ni = (A− λiId)Πi.
.
En réunissant les composantes xi, x(t) =

∑
i xi(t), on a

1.6. Théorème d’existence et d’unicité. Pour tout x0 ∈ Kn il
existe une solution unique x(t) définie sur R à valeurs dans Kn vérifiant la
condition initiale x(0) = x0.

.
1.7. Corollaire. L’espace vectroriel S des solutions de l’équation x′ =

Ax définies sur R est de dimension n. Pour tout t0 ∈ R l’application S → Kn

qui à une solution ϕ fait correspondre sa valeur ϕ(t0) est un isomorphisme.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) (ϕ1 ,..., ϕn) est une base de S;
2) Pour un t0, (ϕ1(t0) ,..., ϕn(t0)) est une base de Kn;
3) Pour tout t, (ϕ1(t) ,..., ϕn(t)) est une base de Kn.
.
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1.8. Structure des solutions. Le calcul précedent montre que toute
composante d’une solution complexe x(t) =

∑
i xi(t) est une somme∑

i qi(t)e
λit où chaque qi(t) est un polynôme de degré inférieure à li,

l’indice de nilpotence de ni dans Ci. (li est égale à la multiplicité de λi dans
le polynôme minimal de A).

Toute composante d’une solution réelle est donc une une somme de ter-
mes q(t)eλt (pour les valeurs propres λ réelles) et r(t)eαt cos(βt)+s(t)eαt sin(βt)),
( pour les valeurs propres λ complèxes, où λ = α+

√
−1β). Les degrés des

polynômes q(t), r(t) et s(t) sont inférieures à l’indice de nilpotence associé
à λ.

.
1.9. Proposition. Comportement asymptotique des solutions. Les

propriétés suivantes sont équivalentes:
1) Pour toute solution ϕ on a ϕ(t) → 0 quand t→∞.
2) Toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement

négative.
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