1. Formes hermitiennes.

La théorie des formes et espaces hermitiens est parallele a celle des formes
bilinéaires symétriques et des epaces euclidiens.

1.1. Définition. Soit E un espace vectoriel sur C.

Une forme hermitienne sur F est une application h : E x E — C,
vérifiant:

1. h est linéaire a droite: h(x, oy + B2z) = ah(x,y) + h(x, 2),

2. h est semi-linéaire & gauche: h(ax + By, z) = ah(z, z) + Bh(y, 2).

3. Symétrie hermitienne: h(y,x) = h(z,y) pour tous z,y € E.

(Noter que 2. est la conséquence de 1. et 3.)

Pour une forme hermitienne h on définit la forme quadratique as-
sociée qp, : E — R: qn(x) = h(x,x). Noter que g est a valeurs réelles.
La forme hermitienne est déterminée par la forme quadratique associée:

1 . , . ,
h(z.y) = Zlan(@ +y) = an(z —y) +ign(z — iy) — ign(z +iy)]
(7identité de polarisation”).

L’ensemble de toutes les formes hermitiennes est un espace vectoriel sur
R: si hq, ..., h; sont des formes hermitiennes et aq,...ar des scalaires réels,
a11 + ... + agp est une forme hermitienne.

Ezemples. 1. Si f et g sont deux formes C-linéaires, p(z,y) = f(z)g(y)+
g(z) f(y) est une forme hermitienne.

2. Soit E I'espace des matrices k x n sur C; alors h(A, B) = tr(*AB) est
une forme hermitienne.

3. Soit E = C([a,b],C) l'espace des fonctions continues sur [a,b]. Alors

o(f,9) =/ ; F(t)g(t)dt est une forme hermitienne.

1.2. Expression en coordonnées. On suppose que dim F = n < co.

Soit B = (eq, ..., e,) une base de E, x = > 1 xie;, y = Y7 yi€i-

Alors h(z,y) = > =1 Tiyj (e ej) = Dohi=1 GijTiYj ol a;j = h(ei, e;).

La matrice A = (a;j) = (h(ei, €;)) est la matrice de la forme hermitienne
h dans la base 5 .

Cette matrice est hermitienne: a;; = a@;;, ou tA = A. La forme quadra-
tique associée s’écrit: gn(z) = 22751 aijTiz;.



Soit X la colonne des composantes du vecteur z: 'X = (z1, ..., x,). Alors
on peut écrire h a 'aide de la multiplication matricielle:

h(z,y) =tXAY

1.3. Changement de base (changement linéaire de coordonnées).

Soit B = (€}, ..., €},) une autre base de E, soit X’ et Y les colonnes des
coordonnées des vecteurs x et y dans la base B'.

Ona X = PX' et Y = PY’, ou P est la matrice de passage de B a B’.

Alors h(z,y) = IXAY =IX"TPAPY' =tX'A’Y’ on

A =tPAP
est la matrice de la forme h dans la base B’.

1.4. Equivalence des formes. Deux formes hermitiennes h et A/
définies dans E et E’ sont dites équivalentes si il existe un isomorphisme
f+E — E' tel que h(z,y) = h'(f(z), f(y))-

Si dim(F) < oo, les formes h et h' sont équivalentes si leurs matrices A
et B sont liées par B = tPAP avec P inversible (autrement dit, si on peut
trouver deux bases dans lequelles h et A’ ont la méme matrice).

1.5. On appelle rang d’une forme hermitienne le rang de sa matrice (il
ne dépend pas du choix de la base). On dit que la forme est non-dégénérée
si son rang est égal a la dimension de FE.

Le noyau de h est défini par

Ker h={x € E:Vy € E,h(z,y) = 0}.

On a: rang (h) + dim (Ker h) = dim (E).

1.6. Soit h une forme hermitienne. Les vecteurs = et y sont orthog-
onaux si h(z,y) = 0. Une base est dite orthogonale si ses vecteurs sont
deux & deux orthogonaux.

Dans une base orthogonale la forme s’écrit h(z,y) = > 7 a;T;y;, avec
a; € R et la matrice de h est diagonale. La forme quadratique associée
devient alors une combinaison linéaire de carrés: q(z) = 37 a; | x; |*

Le rang de h (ou de q) est le nombre de coefficients a; non-nuls. Le noyau
de h est engendré par les vecteurs de base e; pour lesquels a; = 0 (a; réels).

1.7. Orthogonalisation de Gauss (réduction en carrés).



L’orthogonalisation de Gauss permet de fabriquer une base orthogo-
nale pour la forme quadratique hermitienne g(z) = 3=, a;;Tiz; par des
changements de coordonnées successives.

La méthode est la méme que pour les formes bilinéaires symétriques.

Résultat: toute forme hermitienne admet une base orthogonale.

1.8. Classification des formes hermitiennes. Signature

Soit q une forme quadratique hermitienne. Dans une base orthogonale,
si on regroupe les coefficients positifs et négatifs, ¢ s’écrit:

q(x) = Yy aa? = Y050 L aixd avec a; > 0,4 =1,k et 7+ s est le
rang de q.

Théoréme (loi d’inertie de Sylvester. Les entiers r et s (le nom-
bre de carrés positif et négatifs) sont indépendants du choix de la base
qg—orthogonale.

Le couple (r, s) s’appelle signature de la forme hermitienne.

Corollaire. Deux formes hermitiennes sont équivalentes si et seulement
si elles ont la méme signature.

1.9. La forme quadratique hermitienne ¢ est dite positive si g(x) > 0
pour tout x € E (donc, si s = 0); elle est dite définie positive si g(z) > 0
pour tout z non-nul (donc, si r = dim(FE)).

En termes matriciels, A est positive si IXAX > 0 pour tout X; A est
définie positive si I XAX > 0 pour tout X # 0.

Remarque: pour toute matrice C' la matrice A = {C'C est positive; {CC
est définie positive si et seulement si C' est inversible.

1.10. Orthogonalisation de Gauss pour les formes définie posi-
tives.

Si q(w) = >°i';—1 ai;Tix; est définie positive, on a a; > 0 pour tout i.
Donc dans 'algorithme de Gauss la matrice de changement de variables est a
chaque étape triangulaire (supérieure); la matrice de passage P vers la base
orthonormale dans laquelle ¢ est la somme des carrés est donc triangulaire
supérieure et tPAP =1,,. Soit C = P~'. Ona A=1CC.

Théoréme de factorisation triangulaire (Gauss-Cholesky).

Pour toute matrice A hermitienne définie positive il existe une unique
matrice C' triangulaire supérieure & diagonale positive telle que A =tCC.



2. Espaces Hermitiens.

2.1. Soit E un C-espace vectoriel. Un produit scalaire sur F est une
forme hermitienne définie positive, noté < .,. >.

La norme associée est définie par || z ||*=< z,z >.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz |< z,y >|<|| z |||| v || entraine 'inégalité
du triangle || = +y | <]/ || + || y ||

La distance d dans E est définie par d(z,y) =| = —y ||

Le produit scalaire est déterminé par la norme associée (”identité de
polarisation”).

Un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
s’appelle espace hermitien.

Ezemples: 1. Produit scalaire canonique dans C": < x,y >= Y 7 T;y;;
la norme est donnée par le "théoréme de Pythagore”: | z ||?= 37 | ; |2.

2. E=C([a,0],C), < f, g >= [} [(t)g(t)dL.

2.2. Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < z,y >= 0.

Sous-espace orthogonale. Soit A C F; I’orthogonal de A est ’ensemble
de vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A:

At ={zcE:Vyc Aona<ux,y>=0}

Il est claire que A+ est un sous-espace vectoriel de E.

Deux sous-espaces E7 et Fy sont orthogonaux si tout vecteur de F1 est
orthogonal a tout vecteur de F». Ceci est équivalent & dire que Fo C Ef ou
que Ey C E5. Tl est évident dans ce cas que E1 () Fy = {0}.

Famille orthogonale. Une famille de vecteurs de F est dite orthogo-
nale si les vecteurs de cette famille sont deux a deux orthogonaux.
Une famille de vecteurs de E est dite orthonormale si elle est orthog-
onales et tous ses vecteurs sont de norme 1.
Lemme. Une famille orthogonale sans vecteurs nuls est libre.
D’une famille orthogonale (e, ..., €y, ...) on peut facilement passer & une
€

famille orthonormale en normalisant les vecteurs e;: e, = e
7

Ezemple. 1. Dans l'espace des fonctions continues C([0,27],C) avec
le produit scalaire < f,g >= 5 2T F(t)g(t)dt la famille (e"™),cz est or-

thonormale.

2.3. Coordonnées dans une base orthonormale.
Soit (eq, ..., €,) une base orthonormale |, soit © = > "1 x;e;, y = D1 yie;.
Alors < @,y >= 317w, |z |*>= X7 | i |* ("théoreme de Pythagore”) et



T =< €;,T >.

Coordonnées dans une base orthogonale: < x,y >= Y7 < e;,¢; > T;y;

|2 |?=31 <eiye; > |2 etz = %

2.4. Orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Soit (v1,...,Vp,...) une famille libre dans E. On peut construire une
famille orthonormale e, ..., e,, ... telle que Vect(vy, ..., v;) = Vect(eq, ..., ex)
pour tout k& > 1. (Autrement dit, ey est une combinaison linéaire de

Vly ooy ’Uk.)
La construction est la méme que pour un produit scalaire euclidien.

Corollaire. Tout espace hermitien admet une base orthonormale. Toute
famille orthonormale dans un espace hermitien peut étre complétée en une
base orthonormale.

2.5. Projection orthogonale.

Soit £ un espace muni du produit scalaire et /' C E un sous-espace.

Motivation. On sait que FNFL = {0}. Supposons que FL est un
supplémentaire de F, donc E = F @ F*, somme directe orthogonale. (Ceci
est toujours vrai en dimension finie.)

Le projecteur othogonal sur F', noté Pr, est par définition le projecteur
sur F parallelement & F-. Si z € E on décompose © = x1 + z2 avec 1 € F
et x5 € FL; alors, par définition, Pr(z) = 1, la composante ”orthogonale”
de x dans F.

Noter que le projecteur orthogonal sur F- est Pp. = Id — Pr.

Définition. Soit F' C E un sous-espace de dimension finie.

Soit (e, ..., €,) une base orthonormale de F.

On définit Pp : E — E par Pp(x) =3 7 < e;,x > e;. Alors on a

Lemme. Pr est un projecteur sur F parallelement & F-.

Corollaire. Si F est un sous-espace de dimension finie, F- est un
supplémentaire de F: E = F @ F1, somme directe orthogonale. On a aussi
(FHt =F.

Projection orthogonale dans une base quelconque.

Le vecteur y = Pr(x) est caractérisé par les conditions

ye Fet<zy>=<z, x> pour tout vecteur z de F.

Soit (eq, ..., €5 ) une base de F'. La derniére condition est donc équivalente
a<ejy>=<ej,r>j=1,.,n.



Posons Pp(x) = YT yie;. pour déterminer les coefficients y; on doit
résoudre le systeme:

Y=Y < eiej >=<ej,x >, j=1,..,n.

La matrice de ce systeme G = (< e;,e; >) s’appelle matrice de Gram.
Soit (€1, ..., €,) une base orthonormale et e; = >, a;;€;, donc

a;j = (< e, €5 >). Soit A = (a;5), alors G = *AA. En particulier, G est
définie positive et dét G=|dét A |2.

2.6. Projection othogonale et meilleure approximation en moyenne
quadratique. Distance & un sous-espace.

Lemme. Soit F' est un sous-espace de dimension finie et z € E. Alors
la projection Pp(z) réalise la distance minimale entre x et les vecteurs de
F: ||z —Pp(x) || =min {|| x — 2z ||,z € F'}.

Ezemple. Meilleure approzimation en moyenne quadratique par des polynomes
trigonométriques.

Un polynéme trigonométrique de dégré < n est la somme p(t) = > p__,, ake
Soit f € C(]0,27]) une fonction continue. On cherche on polynéme trigonométrique
p de degré < n tel que l'écart fo%(f(t) — p(t))%dt soit minimal.

La réponse est donnée par la projection orthogonal dans C([0, 27]) sur le
sous-espace des polynomes trigonométriques de dégré < n; le produit scalaire
est < f,g >= % 02” f(t)g(t)dt. On a la famille orthogonale: (e™),cz.

On en déduit les coefficients du polynéme p(t) de meilleure approximation:

ap = 5= J3" e M f(t)dt.

ikt

2.7. Inégalité de Bessel et égalité de Bessel-Parseval.
Soit F un espace hermitien, soit (eq, ..., e,) une famille orthonormale.
Soit x € E et z; =< e;,x >. Il est claire que 3.1 22 <| = ||%.

Lemme. Soit z € E. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
: n 12— 2
() i [ @ [P= 2 ||
I n
(i) = = >0t | xie;.
(iii) = appartient a I’espace vectoriel engendré par (e, ..., e,) (donc x est
une cobinaison linéaire des vecteurs ey, ..., €,).

Soit maintenant dim(F) = oo.

Théoréme. Soit (ey, ..., €p,...) une famille orthonormale infinie, z € E
et x; =< ej,x >.

A. Pour tout non a 30 2?2 <|| = ||?

et la série >9°, 27 converge.



B. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
: 2 2
(1) 2220 [z = 2 [
(ii) Tr = hmn—>oo Z?:l ZTie;.
(iii) = appartient a 'adhérence de I’espace vectoriel engendré par la suite
(61, cees €y )

Egalité de Bessel-Parseval dans une "base” orthogonale.

Si (eq, ..., €n, ...) est une famille orthogonale et x appartient a I’adhérence
de I’espace vectoriel engendré par la suite (eq, ..., ep,...), alors

|2 |P= T2, S
3. Formes hermitiennes et endomorphismes.

3.1. Proposition. Soit £/ un espace hermitien et f un endomorphisme
de E. Il existe 'unique endomorphisme f* tel que

<z, f(y) >=< f*(x),y >.

Définition. L’endomorphisme f* tel que < z, f(y) >=< f*(x),y >
s’appelle 1’adjoint de f.

La matrice de f* dans une base orthonormale est la transposée hermiti-
enne de la matrice de f: Mg« = %

Définition. L’endomorphisme f est dit auto-adjoint ou hermitien si
f* = f. L’endomorphisme f est hermitien si et seulement si sa matrice dans
une base orthonormale est hermitienne.

Ezemple. Une projection orthogonale est auto-adjoint.

3.2. Propriétés de l’adjoint. L’application f — f* est linéaire; (f*)* =
fo(fg) =g fret (f71) = ()"

Lemme. (1) L’orthogonal d’un sous-espace stable par f est stable par
I

(2) Ker f* = (Im f)* et Im f* =( Ker f)*-

Corollaire. Si f est auto-adjoint, alors Ker f = (Im f)* et E est la
somme orthogonale de Ker f et Im f. L’orthogonal d’un sous-espace stable
par f est stable par f.

3.3. Diagonalisation des matrices hermitiennes.
Proposition. Soit f un endomorphisme auto-adjoint. Alors

(i) Toutes les valeurs propres de f sont réelles.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.



(iii) f est diagonalisable dans une base orthonormale.

3.4. Un endomorphisme hermitien f est dit positif (respectivement,
défini positif) si la forme associée h(z,y) =< z, f(y) > est positive (re-
spectivement, défini positive).

La proposition précédente montre que’un endomorphisme hermitien est
positif (respectivement, défini positive) si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives (respectivement, stictement positives).

Une matrice hermitienne A est dit positive (respectivement, défini
positive) si IXAX > 0 pour tout X € R" (respectivement, {XAX > 0
pour tout X non-nul).

Ezxemple: racine carré d’une matrice positive. Soit f un endomorphisme
positif, II; le projecteur spectral associé a la valeur propre \;, i = 1,..., k.
On a f = > NIL;. Posons g = > +/AII;. Alors g est hermitien positif et
g> = f. On montre facilement qu'une telle racine carré positive v/f = g est
unique.

3.5. Diagonalisation d’une forme hermitienne dans une base
orthonormale.

Soit ¢ une forme quadratique hermitienne et soit f un endomorphisme
auto-adjoint tel que ¢(x) =< z, f(x) >. On a vu que dans une base or-
thonormale ¢ et f ont la méme matrice. Donc dans une base orthonormale
de vecteurs propres de f la matrice de ¢ est diagonale et ¢ est une combi-
naison linéaire de carrés.

Proposition. "Réduction auzr axes principauz”. Pour toute forme
quadratique hermitienne ¢ il existe une une base orthonormale dans laque-
lle la matrice de g est diagonale et ¢ est une combinaison linéaire de carrés:
q(z) =37 aia:%. Les coeflicients a; sont les valeurs propres de I’endomorphisme
auto-adjoint f associé (q(z) =< =z, f(x) >).

On peut reformuler ce résultat comme la diagonalisation simultanée de
deux formes quadratiques: la forme ¢ et le produit scalaire < x,x >.

4. Transformations unitaires.
4.1. Soit E un espace hermitien.
Un endomorphisme U de E est unitaire (est une isométrie linéaire) si
U préserve le produit scalaire: < Uz,Uy >=< x,y > pour tout z,y € F.

Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) U est unitaire.



(ii) U préserve la norme: || Uz ||=|| x || pour tout z € E.

(iii) U transforme toute base orthonormale en base orthonormale.
(iv) U transforme une base orthonormale en base orthonormale.
Un endomorphisme unitaire est injectif, donc inversible

(dim E < oo!). Son inverse est aussi unitaire.

4.2. L’égalité < Ux, Uy >=< x,y > s’écrit aussi

< U*Uzx,y >=< x,y > ce qui est équivalent a U*U = I,,. Donc U est
orthogonal si et seulement si U*U = I,,, ou encore ssi U~! = U*.

Une matrice unitaire est la matrice d’'un endomorphisme unitaire
dans une base orthonormale. Une matrice unitaire U est caractérisée par la
relation tUU = UtU = I,, qui signifie que les colonnes de A (aussi que ses
lignes) constituent une base orthonormale par rapport au produit scalaire
canonique dans C™.

4.3. Transformations unitaires et diagonalisation d’une forme hermiti-
enne dans une base orthonormale.

Soit A la matrice d’une forme quadratique hermitienne ¢ dans une base
B; soit P la matrice de passage de B a une autre base B’. Alors la matrice
de la forme ¢ dans la base B est A’ = IPAP. Si les deux bases B et
B’ sont orthonormales, P est unitaire: P = P~ et on a A’ = ITPAP =
P~1AP. Donc la matrice d’une forme se transforme comme la matrice
d’un endomorphisme si le changement de coordonnées est unitaire. Cela
montre encore une fois que la diagonalisation d’une forme quadratique par
une transformation unitaire demande la recherche des valeurs et des vecteurs
propres de A.

4.4. Réduction des endomorphismes unitaires.
Proposition. Soit U un endomorphisme unitaire.

(i) Si le sous-espace F' est stable par U, alors F- est stable par U.
(ii) Toute valeur propre de U est de module 1.

(iii) U est diagonalisable dans une base orthonormale.
Transformations unitaires en petite dimension.
Dimension 1. Uz = az ou |a |= 1.

Dimension 2.

Toute matrice unitaire peut s’écrire sous la forme suivante:

Uza(a _b>oﬁa]:1et\a|2+|b\2:1.
b a



4.5. Décompositon polaire.

Théoréeme. Soit A € Mat, (C) une matrice inversible. Il existe I'unique
matrice unitaire U et 1'unique matrice hermitienne définie positive S telles
que A=US.

4.6. Décomposition unitaire-triangulaire.

Théoréme. Soit A € Mat, (C) une matrice inversible. Il existe I'unique
matrice unitaire U et I'unique matrice triangulaire supérieure T avec une
diagonale positive telles que A = UT.

La décomposition unitaire-triangulaire est liée a 'orthogonalisation de
Gram-Schmidt.
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