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Exercice 1.
1. P a 1 comme racine double, si et seulement si, P(1) = P'(1) =0 et P”(1) #0. On a

P/(X)=4X3-3X% -1, P'(X) =12X% - 6X,

P1)=1"-1-141=0,P(1)=4-3-1=0, P'(1)=12—-6=6#0.

Donc 1 est bien une racine double de P.

2. Comme 1 est une racine double de P, celui-ci est divisible par (X — 1)2. En appliquant une division
euclidienne, on obtient P(X) = (X —1)%(X?+ X +1) (On aurait aussi pu écrire P(X) = (X —1)}(X2+
aX +b) et déduire a et b par identification). Le polynome X2 + X + 1 n’ayant pas de racines dans R, il
est irréductible dans R[X]. On en déduit que

P(X)=(X-1*X?2+X+1)

est la décomposition en produits de polynémes irréductibles de P sur R[X].
Les racines de X2+ X +1sont j = e 3" et j2 = j. En effet, X3—1 = (X—1)(X2+X+1) et donc les racines
de X? + X + 1 sont les racines troisiemes de 1'unité différente de 1. D’ott X2 + X +1 = (X — j)(X —j).
D’ou

P(X) = (X = 1)*(X = j)(X — )

est la décomposition en produits de polynomes irréductibles de P sur C[X].

3. La fraction F' étant irréductible, le théoréeme de la décomposition en éléments simples nous garantit
I’existence de a1, a9, 51, B2 € C tels que
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Comme F € R(X) et j est un pole complexe, on en déduit que o = .

e Calcul de . Par la méthode de la dérivation :
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e Calcul de as. Par la méthode de la multiplication-évaluation :
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e Calcul de ;. Par la méthode de la multiplication-évaluation :
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D’ou, la décomposition de F' sur C[X],
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D’ou, la décomposition de F' sur R[X],
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Exercice 2.

1. Comme F(X) est une fraction rationnelle irréductible avec deg(P) < deg(Q) et que les racines de
@ sont simples, le théoreme de la décomposition en éléments simples, nous garantit ’existence de n
nombres complexes A1, ..., A\, vérifiant
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2. Comme @ est unitaire on peut écrire Q(X) = [[;<p<,,(X — ag). Soit i € {1,2,...,n} fixé. Par la
méthode de multiplication-évaluation, on obtient

i = Plai) .
' H1§ k_gn(ai — ag)
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Or
Q)= (X-a) [] X-a, @)= [] X-a)+&-a)( [] X-a)
1< <n 1< k <n 1< k <n
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et donc
(a; — ap) = Q'(a;).
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Exercice 3. Comme le degré de (X +1)% est 2, le reste R(X) de la division euclidienne de X™+nX"!+
X2+ 1 par (X +1)? est de degré au plus 1. Donc il existe a,b € R et Q € R[X] tels que R(X) = aX +b
et

X" 4nX" 14 X241 =Q(X)(X +1)2+aX +b.

En évaluant en X = —1, on obtient
b—a=(—1)"+n(-1)""1+2.

En dérivant
nX" "t n(n - DX 42X = 2(X + 1)Q(X) + Q@ (X)(X +1)* +a

et en évaluant de nouveau en X = —1,
a=n(-1)""14+nmn-1)(-1)""2-2.
En remplagant dans la premiere équation, on obtient
b=(-1D)"+n(-1)"14+2+a=(-1)"+2n(-1)""1 +n(n - 1)(-1)""2

Exercice 4.
1. On a

1
14+t=1+t+o(t?), 1—|—et:2+t+§t2+0(t2).



En appliquant une division selon les puissances croissantes, on obtient
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qui est le développement limité recherché.

2. On pose = = % Alors
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En utilisant le résultat de la premiere question, on obtient
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qui est le développement asymptotique recherché.
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la droite d’équation y = %x + % est une asymptote.
4. Comme . 1 ] 1
M) =57 1= " T laly)

le signe de f(x) — %:c + i est le méme que celui de —ﬁ au voisinage de +oo et donc la courbe est

en-dessous de son asymptote.

Exercice 5. La formule est évidemment vraie pour z = 0. Soit = €]0, 7). En appliquant la formule de
Taylor-Lagrange a la fonction sin (qui est de classe C*° sur R) sur [0, z], avec reste a Pordre 4, il existe
c €0, z[ tel que

23
sin(z) =x — 3 + 1 sin(c)zt.
Comme ¢ €]0, 7|, sin(c) > 0 et donc
sin(z) — x + %3 = %sin(c) > 0.
D’ou .3

T < sin(x).

Pour obtenir I'inégalité de droite, on applique la formule de Taylor-Lagrange a la fonction sin sur [0, z],
avec reste a l'ordre 6. Il existe ¢ €]0, z[ tel que

) =2 - %+ 2~ Lo
sin(z) =& — —= + 55 — g sin©).
Comme ¢ €]0, [, sin(c) > 0 et donc
. 3 a2 1
sin(z) — x + 5 10 Gl sin(c) < 0
D’ou
2
<zp— 4.
sin(z) < x G + 120



Exercice 6.
1. Comme f(0) = 0 l'inégalité est vraie pour = = 0. Soit x €] — 1,1[, z # 0 et n > 1. On applique
I'inégalité de Taylor-Lagrange (on peut aussi appliquer I’égalité) a la fonction f (qui est de classe C'*)
sur lintervalle I = [0, x] ou I = [z,0] selon 0 < x ou = < 0, a l'ordre n. Donc
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fl@) = f(0) = f(0)z — - -

Comme Vn € N, fM(0) = 0 et sup,e; |f™(t)] < SUPe[—1,1] £ ()] < n!, on en déduit I'inégalité
recherchée
[f(@)] < |[™
2. Soit x €] — 1, 1]. Alors liI_’I_l |z|" = 0. Comme |f(z)| < |z|™ pour tout n > 1, on en déduit en passant
n—-+0o0

a la limite que |f(x)| = 0 et donc f(x) = 0.
Comme f est continue et f(x) =0 pour tout x €] — 1,1[, on déduit que f(—1) = f(1) = 0.



