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L’étudiant attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.
Il veillera à justifier soigneusement toutes ses réponses.
Les exercices sont réputés indépendants et peuvent donc être traités dans n’importe quel ordre. À l’inté-
rieur d’un exercice, lorsqu’un étudiant ne peut répondre à une question, il lui est vivement recommandé
de poursuivre en admettant le résultat qu’il lui était demandé de démontrer.

Exercice 1. Soit P le polynôme défini par P (X) = X4 −X3 −X + 1.

1. Montrer que 1 est une racine double de P .

2. Déomposer P en produits de polynômes irréductibles sur R[X] et ensuite sur C[X].

3. Soit F (X) =
1

P (X)
. Déterminer la décomposition en éléments simples de F sur C(X) et ensuite

sur R(X).

Exercice 2. Soit F (X) =
P (X)

Q(X)
∈ C(X) une fraction rationnelle irréductible avec deg(P ) < deg(Q).

On suppose que Q est unitaire, de degré n ≥ 1 et admet n racines distinctes notées a1, . . . , an.

1. Justifier l’existence de n nombres complexes λ1, . . . , λn vérifiant

F (X) =
λ1

X − a1
+ · · ·+ λi

X − ai
+ · · ·+ λn

X − an
.

2. Montrer que, pour tout i = 1, . . . , n, λi =
P (ai)

Q′(ai)
.

Exercice 3. Soit n ∈ N, n ≥ 3. Déterminer le reste de la division euclidienne de Xn + nXn−1 +X2 + 1
par (X + 1)2.

Exercice 4.

1. Calculer le développement limité de
1 + t

1 + et
à l’ordre 2 en 0.

2. Soit f la fonction définie par f(x) =
1 + x

1 + e1/x
. Montrer que f admet un développement asympto-

tique au voisinage de +∞ de la forme

f(x) = ax+ b+
c

x
+ o

x→+∞

(1

x

)
où a, b, c sont des constantes à déterminer.

3. Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote au voisinage de +∞, dont on
donnera une équation.

4. Montrer que la courbe représentative de f est en-dessous de l’asymptote au voisinage de +∞.

Exercice 5. Montrer que pour tout x ∈ [0, π], on a

x− x3

6
≤ sin(x) ≤ x− x3

6
+

x5

120
.

Exercice 6. Soit f : [−1, 1]→ R une fonction indéfiniment dérivable vérifiant

∀n ∈ N, f (n)(0) = 0 et sup
x∈[−1,1]

|f (n)(x)| ≤ n!.

1. Montrer que pour tout n ≥ 1 et pour tout x ∈]− 1, 1[, on a

|f(x)| ≤ |x|n.

2. En déduire que f est identiquement nulle sur [−1, 1].
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