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Exercice 1. Les racines de X2 + 2 dans C sont +iv/2; donc X2 4 2 divise P si, et seulement si, P(iv/2) =
P(—iv/2) = 0. Caculons (en utilisant i? = —1, i = —4, i* = 1) :

P(iv2) = 4 — 2i/2 — 2a + iby/2 + 2
P(—iV2) = 4+ 2iv/2 — 2a — iby/2 + 2

On obtient que P(iy/2) = P(—iv/2) = 0 si et seulement si a = 3 et b = 2.

X2 X"
Exercice 2. Soit n € N*. On pose P(X):l—i—X—f—?—i—---—i——'.
! n!
1. En dérivant terme a terme, on obtient
X n—1 Xn—l
P(X)=1+4+2=—+-.. =14+ X4
(X) +25 4 + X+ ]

2. Si « est une racine multiple de P, on a a la fois P(a) = 0 et P'(«) = 0. Or, d’apres le résultat de la question

a
précédente, P(a) — P'(a) = —- Par conséquent, la seule racine double possible est &« = 0. Mais 0 n’est pas
n

racine de P puisque P(0) =1 ;. on vient de montrer que P n’a pas de racine double.
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Exercice 3. 1. OnaXQ—X+1=<X—2> —|—%= (X—2+i\é§> (X—2+i\/§>.

2. On a vu que les racines de X2 — X + 1 sont % + i@, autrement dit o = €'5 et @ = ¢7'5 (on aurait pu

directement voir que les racines étaient —j et —j52).
Pour montrer que P, (X) = (X — 1)""2 4+ X277+ est divisible par X2 — X + 1, il nous suffit donc de vérifier
que « et & sont racines de P, ; comme P, est a coefficients réels il nous suffit en fait de vérifier que a est
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racine de P,. Pour ce faire, on va utiliser le fait que « — 1 = . — 3 + 17 = e’

[

=j; donc (a—1)% = j2 et
(a —1)3 = j3 = 1; ainsi que le fait que a? = j donc a® = 1.
On a P,(a) = j"™2 + o?*! Comme les valeurs des puissances de j dépendent de la valeur de n modulo 3,

étudions les trois cas possibles :

n =3k : Pya) =32 4okt =2 0 =324+7+1=0.
n=3k+1 : Py(a) =733 41 a% 3 =14+ =0.
n=3k+2: Pya)= " 4+a%P =j_—0a?=0.

On obtient donc comme prévu que P, (a) = 0 pour tout n € N.

Exercice 4. 1. La fonction f, est de classe C* sur | — 1, +00[. En particulier, on peut lui appliquer la formule

de Taylor-Young en 0 & n’importe quel ordre. Ici pour 'appliquer a l’ordre 2 on calcule
Vo> -1 fiw)=a(l+uw " et fl(u)=ala—1)(1+u)2,

On a donc f! (0) = a et f7(0) = a(a—1). La formule de Taylor-young nous permet de retrouver ’expression

_ ala—1) , 2
fa(u) =1+ au+ — U + o (W),



2. Comme on peut composer des développements limités, on obtient

3 _ 1 1 2 2y _ 2 2
(1—3x)3 —1—|—§(—3x)—§(—3x) —l—mgo(ac)—l—x—x —l—zgo(x)

De méme,

3. Le résultat de la question précédente donne immédiatement que, au voisinage de 0, on a
fx)=—-1-5z+22*+ o (2?)
z—0

4. Comme f a un développement limité a 'ordre 2 en 0, elle y a en particulier un développement limité a
Pordre 1, ce qui est équivalent & dire que f est dérivable en 0. On lit ’équation de la tangente A sur le
développement limité : c’est y = —1 — 5.

5. Il s’agit d’étudier le signe de f(z)—(—1—5x) au voisinage de 0; puisqu’on a f(z)—(—1—5z) = 2x2—|—mgo(x2),
on obtient que f(z) — (=1 — 5z) est du méme signe que 2z2 au voisinage de 0, c’est-a-dire f(z) > 1 — 5z

pour z suffisamment proche de 0. Par conséquent, au voisinage de 0 le graphe de f est au-dessus de A.

Exercice 5. 1. Soit & > 0 et différent de 1. En appliquant 1’égalité des accroissements finis & In (qui est de

classe C* sur ]0, +00[), on sait qu’il existe ¢ strictement compris entre 1 et z et tel que

In(z) = In(z) — In(1) = In'(z)(x — 1) = %(x -1).

1
Comme — # 1, on voit que In(z) # z — 1. Et danslecasz =1,onaln(z) —z+1=-1+1=0.
c
2. Cherchons séparément des équivalents des fonctions apparaissant au numérateur et au dénominateur de la
fonction définissant f. Comme on est au voisinage de 1, posons x = 1 + u. Alors on a
2 —1=(1+u)lt" -1
=exp((1+u)In(l+u)—1
=exp ((1+ u)(u+ ugo(u))) -1

exp (u+ ugo(u)) -1

=u+ o (u)

u—0

(x=1)+ o (r—1)
Et on peut écrire

In(z) —z+1=In(1+u) —u
2
S N 2
2
__v 2
N 2 +ugo(u)
(z—1)

A el

Comme on peut diviser des équivalents, ceci nous permet de conclure que, au voisinage de 1, f est équivalente
. —2(x—1) 2
a

(r—12  z-1



Exercice 6. Suivons I’énoncé, et commencgons par étudier le cas > 0. Dans ce cas, la formule de Taylor-Lagrange
a Pordre 1 appliquée sur [0, z] & la fonction exp, qui est de classe C*°, nous garantit 'existence de ¢ €]0, z[ tel que
2
ef=1+xz+ exp"(c)? .
Comme exp”(c) = e et que 0 < e < e*, on en déduit
22

Ogem—l—xS?e:’:.

Siz=0,onae*—1—z=e"—1=0<e¢".
Et si < 0, on applique la formule de Taylor-Lagrange sur [z, 0] pour obtenir existence de d €]z, 0[ tel que

2
e‘"”zl—l—x—l—ed%.

Cette fois-ci, on peut simplement écrire que 0 < e? < 1 < el*! pour conclure & nouveau que
2
x
Ogez—l—xggem

Dans les trois cas, on a obtenu une inégalité plus forte que celle demandée par ’énoncé, et on conclut donc bien

T
que, pour tout © € R, on a [e* —x — 1| < ?elx‘.



