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Feuille d’exercices no 8

Exercices théoriques d’intégration. Equations différenetielles

1 Intégration

Exercice 8.1. Soit f : [0; 1] −→ R continue. Pour n ≥ 0, on pose In =

∫ 1

0
tnf(t)dt.

1. Montrer que In tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

2. On suppose que f est de classe C1 sur [0; 1]. En effectuant une intégration par parties, démontrer

que nIn tend vers f(1) quand n tend vers l’infini.

Exercice 8.2. Soit F la fonction définie sur R par F (0) = ln(2), et pour x 6= 0, par

F (x) =

∫ 2x

x

cos(t)

t
dt.

1. Montrer que pour tout x 6= 0, F (x) = ln(2)−
∫ 2x

x

1− cos(t)

t
dt.

2. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout t réel, on a :

0 ≤ 1− cos(t) ≤ t2

2
.

En déduire que pour tout x réel, on a l’inégalité : |F (x)− ln 2| ≤ 3

4
x2.

3. Montrer que F est continue sur R.

4. Montrer que F (x) tend vers 0 quand x tend vers +∞ (on pourra intégrer par parties).

5. Montrer que F est dérivable sur R∗ et calculer F ′(x) pour x non nul. Montrer que F est également

dérivable en 0 et calculer F ′(0).

Exercice 8.3. On définit une application f : [0, 1]→ R par :

f(t) =
t− 1

ln(t)
pour t ∈]0, 1[, f(0) = 0 et f(1) = 1.

On définit également une application F :]0, 1[→ R par :

F (x) =

∫ x2

x

1

ln(t)
dt

1. Montrer que f est continue en tout point de [0, 1].

2. Pour x ∈]0, 1[, quel est le signe de F (x) ?

3. Montrer que F est dérivable en tout point de ]0, 1[ et calculer sa dérivée.

4. a) Pour x ∈]0, 1[, montrer que
∫ x2

x
1

t ln(t)dt = ln(2).
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b) Pour x ∈]0, 1[, montrer les inégalités : x2 ln(2) ≤ F (x) ≤ x ln(2).

c) En déduire l’existence et la valeur de la limite limx↗1 F (x).

d) En déduire que limx↘0 F (x) = 0.

5. a) Montrer que limε↘0

∫ 1−ε
ε f(t)dt =

∫ 1
0 f(t)dt.

b) Déduire de ce qui précède la valeur de
∫ 1
0 f(t)dt.

Exercice 8.4. Soit f la fonction d’une variable réelle définie par

f(t) =
t2

t2 + sin2(t)
pour t 6= 0, f(0) =

1

2
.

1. Montrer que f est une fonction continue. Est-elle dérivable ?

2. Déterminer la limite de f en +∞ (sans présupposer son existence).

3. Pour tout x ∈ R on pose

F (x) =

∫ 2x

x
f(t)dt.

Montrer que cette fonction est dérivable sur R et expliciter sa dérivée. Montrer qu’elle est impaire.

4. Pour x > 0 montrer les inégalités ∫ 2x

x

t2

t2 + 1
dt ≤ F (x) ≤ x

et en déduire que

x− arctan(2x) + arctan(x) ≤ F (x) ≤ x.

Exercice 8.5. Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes :

1) un =

n∑
k=1

√
k

n
√
n

2) un =
1

n3

n−1∑
k=2

k2 sin
(
kπ/n

)
3) un =

1

n

((2n)!

n!

)1/n
4) un =

n∑
k=0

k

k2 + n2

5) un =
n∑

k=0

k + cos(k)

k2 + n2
6) un =

1

nα
+

1

nα+ β
+

1

nα+ 2β
+ · · ·+ 1

nα+ (n− 1)β

avec α, β deux nombres réels strictement positifs.

2 Équations différentielles du second ordre

Exercice 8.6. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes, d’inconnue y : x 7→ y(x) deux fois

dérivable

1) y′′ + 3y′ + 2y = 0,

2) y′′ + 2y′ + 2y = 0,

3) y′′ − 6y′ + 9y = 0,

4) y′′ + 2y′ + y = xex,

5) y′′ + y′ − 2y = xex,

6) y′′ + 2y′ + 2y = (x+ 1)e−x,

7) y′′ + y′ + y = cos(3x),

8) y′′ + y′ = cos2 x,

9) y′′ + y′ − 2y = cos(x) + x2,

10) y′′ − 3y′ + 2y = ex sin(3x),

11) y′′ − 2y′ + y = ex(x2 + 1),

12) y′′ − 2y′ = ch(x).

Identifier pour chacune d’entre elles la solution vérifiant y(0) = 0, y′(0) = 1.

Exercice 8.7. A l’aide du changement de fonction u = xy, résoudre sur ]0,+∞[ l’équation différentielle

d’inconnue y

xy′′ + 2y′ − xy = 0.
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