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Cursus préparatoire, 1°° année, 2°™° semestre : Analyse

Feuille d’exercices n° 8

EXERCICES THEORIQUES D’INTEGRATION. EQUATIONS DIFFERENETIELLES

1 Intégration

1
Exercice 8.1. Soit f : [0;1] — R continue. Pour n > 0, on pose I,, = / t" f(t)dt.
0
1. Montrer que I,, tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

2. On suppose que f est de classe C! sur [0;1]. En effectuant une intégration par parties, démontrer
pp q

que nl, tend vers f(1) quand n tend vers U'infini.

Exercice 8.2. Soit F' la fonction définie sur R par F(0) = In(2), et pour x # 0, par

Fo) = | ooslt)

t

21 — cos(t)
t
2. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout ¢ réel, on a :

1. Montrer que pour tout x # 0, F((z) = In(2) — / dt.

x

2
0<1-—cos(t) < 5
PR ) s e 3,
En déduire que pour tout x réel, on a l'inégalité : |F(z) — In2| < Vil
3. Montrer que F' est continue sur R.

4. Montrer que F(z) tend vers 0 quand x tend vers 400 (on pourra intégrer par parties).

5. Montrer que F est dérivable sur R* et calculer F’(x) pour z non nul. Montrer que F est également
dérivable en 0 et calculer F'(0).

Exercice 8.3. On définit une application f : [0,1] — R par :
f(t)=-—= pourtel0,1[, f(0) =0et f(1) = 1.

On définit également une application F':]0,1[— R par :

Fz) = /x ' lntt)dt

. Montrer que f est continue en tout point de [0, 1].

—_

. Pour z €]0, 1], quel est le signe de F(z)?

2
3. Montrer que F' est dérivable en tout point de ]0,1[ et calculer sa dérivée.
4

a) Pour z €]0, 1[, montrer que ff th}(t) dt = In(2).



b) Pour z €]0,1[, montrer les inégalités : 22In(2) < F(x) < zIn(2).
c) En déduire I'existence et la valeur de la limite lim, ~ F(x).

)

)

d) En déduire que lim,\ o F'(z ) =0.

5. a) Montrer que hmg\of ) fo
)

b) Déduire de ce qui précede la valeur de fo t)dt.

Exercice 8.4. Soit f la fonction d’une variable réelle définie par

t2 1
f(t):m pour t # 0, f(0) = -

5
1. Montrer que f est une fonction continue. Est-elle dérivable ?
2. Déterminer la limite de f en +oo (sans présupposer son existence).

3. Pour tout € R on pose
2x

Flz)= [ f(t)dt

xT

Montrer que cette fonction est dérivable sur R et expliciter sa dérivée. Montrer qu’elle est impaire.

4. Pour x > 0 montrer les inégalités

2x +2
/ S——dt < F(r) <z
2

et en déduire que
x — arctan(2x) + arctan(z) < F(z) <z

Exercice 8.5. Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes :

& VE = 1)\ Un &k
”““‘Zm 2>“”‘mk22’”‘“(k”/") D= ()T =

k=1

k:2+n2 " na na+p na+2B na+(n—1)8

avec «, 5 deux nombres réels strictement positifs.

2 Equations différentielles du second ordre

Exercice 8.6. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes, d’inconnue y : x — y(z) deux fois

dérivable

1) o' +3y +2y =0, 5) ¥ +y — 2y = xe®, 9) ¥ +y — 2y = cos(x) + 27,
2) Yy + 2y + 2y =0, 6) ¥ +2y +2y=(x+1)e ™ 10) y" — 3y + 2y = ”sin(3x),
3) v — 6y +9y =0, 7) ¥ +y +y = cos(3z), 1) y" =2 +y=e(2® + 1),
4) y" + 2y +y = ze, 8) v+ =cos’u, 12) y" =2y = ch(z).

Identifier pour chacune d’entre elles la solution vérifiant y(0) = 0, v'(0) = 1.

Exercice 8.7. A 'aide du changement de fonction u = zy, résoudre sur ]0, +-00[ ’équation différentielle
d’inconnue y

2y + 2y — 2y =0.



