L2 - cursus prépa. Fiche de cours SERIES NUMERIQUES (11 et 25 septembre 2013)

Une suite numérique est une fonction de N (ou {n € N;n > ng} pour ng € N) dans K = R pour
une suite réelle ou K = C pour une suite compleze. On note (un)nen (0U (Un)n>n,) la suite de terme
général u,. L’ensemble des suites réelles, noté RY, est naturellement muni d’une structure de R-espace
vectoriel. De méme, 1'ensemble des suites complexes CN est un C-espace vectoriel. Pour K = R ou C
I’application

o: KN — KN

(un)nEN — (STL>TL€N; Vn € N, Sn — Zuk )
k=0

est un isomorphisme dont la réciproque est donnée par
(Sn)neN — (Un)neN; Vn € N* y Up =Sy —Sp—1, up =295

Etant donnée une suite numérique (uy,)nen, son image (Sp)nen par o définit une série numérique,

que l'on note } up. (On définit de fagon analogue la série 3, -, un associée a (un)n>n,-)

>> Les nombres S, sont appelés sommes partielles de la série > uy,.

> Le terme général d’une série Y u, est u,.

On dit qu'une série Y u, est convergente si la suite de ses sommes partielles (Sy,)nen converge. La
somme d’une série numérique convergente »  u, est le nombre

+oo n +oo n
Zun = lim Zuk <ou Z Uy = lim Z uy, pour la série Z un> ,
n=0 e k=0 n=ng e k=ngo n>ng
+oo
et le reste d’ordre n est le nombre R, = Z Uy .
p=n+1
e La suite (R,)nen des restes d’'une série convergente converge vers zéro.
e Le terme général d'une série convergente tend vers zéro. Le fait que (up)nen tende vers zéro
ne suffit pas pour que ) u, soit convergente (voir par exemple la série harmonique).
e Une série télescopique Z(Unﬂ — vy,) converge si et seulement si la suite (v, )nen converge. Si c’est
“+o00o
le cas, Z (Unt1 — vp) = lim(vy,) — Vpg-
n=ng

e [’ensemble des séries convergentes forme un espace vectoriel.

Une série non convergente est dite divergente. La nature d’une série est sa convergence ou sa divergence.

e La somme d’une série convergente et d’une série divergente est divergente. La nature de la somme
de deux séries divergentes est indéterminée.

Séries a termes réels positifs Une série a termes positif converge si et seulement si la suite de ses
sommes partielles est majorée.

Théoréme de comparaison. Soient (up)nen €t (vn)neny deux suites de nombres réels positifs.

Si 'une des conditions suivantes est satisfaite

e il existe N € N tel que pour tout n > N, u,, < vy,

e ou u, = O(vy,), en particulier si u, = o(vy),

e (comparaison logarithmique) il existe N € N tel que pour tout n > N, u,, > 0, v, > 0 et
un—i—l/un < Un+1/vn7

et si > v, converge alors Y  u, converge, tandis que si Y u, diverge alors > v, diverge.

Si uy, ~ v, alors les séries Y uy, et > v, sont de méme nature.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Reégle de d’Alembert : soit (up)nen une suite réelle pour laquelle il existe Ny € N tel que pour

tout n > Ny, u, > 0.

e S'il existe a < 1 et N € N tel que pour tout n > N, up41/u, < a, en particulier si la suite
(Un+1/Un)nen converge vers £ < 1, alors la série > u, converge.

e S’il existe a > 1 et N € N tel que pour tout n > N, up41/u, > a, en particulier si la suite
(Un+1/Un)nen converge vers £ > 1, alors la série Y u, diverge.

Théoréme de comparaison entre intégrales généralisées et séries  Soit f : [0, +oo[— R
continue et décroissante. Alors I'intégrale généralisée f0+oo f(t)dt et la série > f(n) sont de méme
nature.

. ) T
Séries de référence La série harmonique g — diverge.
n
n>1

. ‘ 1 . .
Une série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1.
n

n>1

Une série géométrique E a" converge si et seulement si |a| < 1.

an
La série Z — converge quel que soit a € R, et en fait pour tout a € C.
n!

Critére de Cauchy Une série numérique ) u, est convergente si et seulement si

n+p
Ve>0,INEN;Vn>N,VpeN, |) wul<e.
k=n

Séries absolument convergentes Une série numérique » | u,, est absolument convergente sila série
> |un| converge. Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.

Comparaison des sommes partielles ou des restes Soient (a,)nen une suite de nombres réels
positifs et (un)neny € CN. Si la série > a,, diverge on compare les sommes partielles :

n n
e Si u, = O(ay,) alors Zuk = O(Zak). Si uy, = o(ay,) alors . e
k=0 k=0
n n
e Si u, € RT (& partir d'un certain rang), et u, ~ a, alors Z wp ~ Z ap. ®
k=0 k=0
Si la série ) a, converge on compare les restes :
“+oo “+o00 —+00 “+oo
e Si u, = O(ay,) alors Z up = O( Z ak>. Si uy, = o(ay,) alors Z up = 0( Z ak). °
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
+oo —+00
e Si u, € RT (& partir d'un certain rang), et u, ~ a, alors Z Up ~ Z ay. ®
k=n+1 k=n+1

Théoréme des séries alternées. Soit (v,),en une suite réelle monotone et convergeant vers
zéro. On note u, = (—1)"v,. Alors la série alternée > u, converge. De plus, son reste R,, est
du signe de u,41 et vérifie |R,| < up41 pour tout n.

Théoréme d’Abel. Soient (a,)nen et (bn)nen des suites numériques telles que la suite (A,,) des
sommes partielles de Y a,, soit bornée, la suite (b, ),en converge vers zéro, et la série Y |by, —bp 41|
converge. Alors la série ) a,b, converge.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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