
L2 - cursus prépa. Fiche de cours Séries de fonctions (6 & 13 février)

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions fn : D ⊂ C → C. Si l’on note (Sn)n∈N la suite des fonctions

sommes partielles définies par Sn(x) =
n∑

k=0

fk(x) pour tout x ∈ D, on dit de la série de fonctions∑
fn qu’elle :
• converge simplement si la suite de fonctions (Sn)n∈N converge simplement ;
• converge absolument (simplement) si la série de fonctions

∑
|fn| converge simplement ;

• converge uniformément sur A ⊂ D si (Sn)n∈N converge uniformément sur A ;
• converge absolument uniformément sur A si la série de fonctions

∑
|fn| converge uniformément

sur A ;
• converge normalement sur A si la série numérique

∑
supx∈A |fn(x)| converge.

Si la série de fonctions
∑

fn converge simplement, alors la suite de fonctions (fn)n∈N converge sim-
plement vers zéro. Si de plus

∑
fn converge uniformément, alors (fn)n∈N converge uniformément vers

zéro. (Les deux réciproques sont fausses.)
Si la série de fonctions

∑
fn converge simplement, alors elle converge uniformément sur A si et seule-

ment si la suite (Rn)n∈N des fonctions restes, définies par Rn(x) =

+∞∑
k=n+1

fk(x), converge uniformément

vers zéro.
Critère de Cauchy uniforme Une série de fonctions

∑
fn avec fn : D ⊂ C → C converge uni-

formément sur A ⊂ D si et seulement si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N , ∀x ∈ A , ∀n, p ∈ N , n ≥ N ⇒

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε .

Toute série de fonctions normalement convergente est absolument uniformément convergente. Toute
série de fonctions absolument uniformément convergente est uniformément convergente. (Les deux
réciproques sont fausses.)
Théorème des séries de fonctions alternées Soit (gn)n∈N une suite de fonctions gn : D ⊂ R→ R+

telles que, pour tout x ∈ A ⊂ D, la suite numérique (gn(x))n∈N soit décroissante. On suppose de plus
que (gn)n∈N converge uniformément sur A vers zéro. Alors la série fonctions

∑
(−1)ngn converge

uniformément sur A.

Passages à la limite sous le signe Σ
• Soit (fn)n∈N une suite de fonctions fn : U ⊂ C → C continues. Si la série de fonctions

∑
fn

converge uniformément sur tout compact K ⊂ U , alors la fonction somme
∑+∞

n=0 fn est continue.
• Soit (fn)n∈N une suite de fonctions fn : D ⊂ C → C ayant une limite `n en a ∈ A et telles que

la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur A ⊂ D. Alors la série numérique
∑

`n
converge, la fonction somme

∑+∞
n=0 fn a une limite en a et

lim
x→a

(
+∞∑
n=0

fn(x)

)
=

+∞∑
n=0

(
lim
x→a

fn(x)
)
.

Interversion Σ et
∫

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions fn : [a, b] → R (ou C) continues sur le segment [a, b] ⊂ R. Si la

série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur [a, b] alors la série numérique
∑∫ b

a fn converge et

∫ b

a

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=0

(∫ b

a
fn(t)dt

)
.

NB: Il faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Dérivation sous le signe Σ Soit (fn)n∈N une suite de fonctions fn : [a, b]→ R (ou C) de classe C 1

sur l’intervalle I ⊂ R. Si la série de fonctions
∑

fn converge simplement sur I, si la série de fonctions∑
f ′
n converge uniformément sur tout segment de I, alors la fonction somme

∑+∞
n=0 fn est de classe

C 1 et (
+∞∑
n=0

fn

)′

=
+∞∑
n=0

f ′
n .

NB: Il faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.


