L2 - cursus prépa. Fiche de cours FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (6 nov — 11 décembre)

Dans ce qui suit, d et p sont des entiers naturels non nuls. Une fonction

f: DcCRY - RP
= (z1,...,2q) — f(z)=(fix),...,[fp(z))
est dite (a valeurs) scalaire(s) si p = 1, (& valeurs)vectorielle(s) sinon. Ses composantes sont les
fonctions scalaires
x=(x1,...,2q) — fi(z)
pour i € {1,...,p}. A tout élément a = (ay,...,aq) de D, & tout entier j € {1,...,d}, on associe une

application partielle de f, définie comme la fonction d’une variable

fa,j: Ua,j — RP

13 = f(CLl,...,aj_l,t,aj_i,-l,...,ad),
ou
D, ;= {t e R; (al,...,aj_l,t,aj+1,... ,aq) € D} .
(Dans les cas j = 1 et j = d, les écritures ci-dessus sont a remplacer respectivement par (¢, az, ..., aq)
et (a1,...,aq4-1,t).) Noter que D, ; contient a;, et que D, ; est ouvert si D est ouvert.

Fonctions continues Une fonction f: D C R* — RP est continue en a € D si

’VE >0,3In>0;VeeD, ||lzr—a|lge <n = ||f(x) — f(a)||re < 5‘

Cette définition ne dépend pas des normes choisies sur R? et sur RP. La somme de deux fonctions conti-
nues est continue. Le produit d’une fonction continue par une fonction scalaire continue est continu.
La composée de deux fonctions continues est continue.

Une fonction f : D € R — RP est continue en a € D si et seulement si, pour tout suite (z,)peny € DN
convergeant vers a, la suite (f(x,))nen converge vers f(a).

Une fonction vectorielle est continue si et seulement si ses composantes le sont. Si une fonction de
plusieurs variables est continue alors toutes ses applications partielles sont continues. Cette condition
nécessaire n’est pas suffisante.

Toute norme sur R% définit une fonction scalaire continue. Toute application linéaire R — RP est
continue.

Dérivées partielles Désormais, on consideére une fonction f définie sur un ouvert U de R? & valeurs
dans RP. Si 'application partielle

faJZ Ua’j — RP
t — f(al,...,aj_l,t,aj+1,...,ad)

est dérivable en aj, on note 0;f(a) sa dérivée en a;, appelée dérivée partielle de f par rapport a sa
j-eéme variable au point a. On note souvent aussi

_of

N aiL'j

i f(a) (a) .

Si f admet des dérivées partielles par rapport a toutes ses variables au point a, on définit Jy(a)
sa matrice jacobienne au point a comme la matrice a p lignes et d colonnes de coefficients

(Jf(a))ij :8jfi(a), 1€ {1,...,p}, j € {1,...,d}.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Si f est scalaire (p = 1), on définit le gradient de f au point a par

O1f(a)
Vf(a) = : = "(Jy(a)).
94f(a)

Si d = p, on définit la divergence de f au point a par

d
V- fla) =) difila) = tr (J(a)).
i=1

Si d = p = 3, on définit le rotationnel de f au point a par
92f3(a) — O3 f2(a)
VA fla)=] 0sfi(a) — 01fs3(a)
A f2(a) — D2 f1(a)

Dérivées directionnelles Etant donnés a € U et h € R, si la fonction d’une variable 6 — f (a+6h)
est dérivable en zéro, on note

d
Dy f(a) = @(f(a +6h))j6=0
et on dit que f admet Dy, f(a) pour dérivée suivant le vecteur h au point a. En particulier, si (e1, ..., eq)

désigne la base < canonique > de R?, f admet une dérivée partielle par rapport & sa j-éme variable si
et seulement si elle admet une dérivée suivant le vecteur e;, et si c’est le cas :

ajf(a) = Dejf(a) :

Différentiabilité Une fonction f: U € R? — RP est différentiable en z € U 'l existe une applica-
tion linéaire u : R — RP telle que

iy W@+ h) = fz) —u(B)]| _

im
%0 17l

Si c’est le cas, u est unique et on la note df(z). La matrice de df(x) dans les bases canoniques de R?
et RP est la matrice jacobienne de f au point x.

Si f est différentiable en a alors elle est continue en a, elle admet une dérivée suivant tout vecteur h
au point a et

vh € RY, df(a)(h) = Dyf(a)

L’existence de dérivées partielles, et méme de dérivées directionnelles, ne suffit pas pour la différentiabilité.
Si f est fonction d’une variable (d = 1), sa différentiabilité en ¢ équivaut a sa dérivabilité en t et

VEER, df(B)(K) = kf'(), f(t) = lim LU =IO

si(] §

Une fonction f: U C R? — RP est dite différentiable (tout court) si elle est différentiable en tout
point, et sa différentielle est la fonction

df : U — ZL(R4LRP)
x — df(x)

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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ot .Z(R% RP) désigne I’espace des applications linéaires de R? dans RP.
La somme de deux fonctions f et g différentiables en x est différentiable en x et

d(f + g)(z) = df(z) + dg(z) .
Le produit d’une fonction f par une fonction scalaire A est différentiable en x si les deux le sont et
vheRY, d(Af)(z)(h) = A(z) df(2)(h) + dA(x)(h) f(z).

v Une fonction constante est différentiable et sa différentielle est identiquement I'application nulle.
v" Une application linéaire est différentiable et sa différentielle est constante : pour u € & (Rd; RP),

Ve e RY Vh e R,  du(z)(h) = u(h).
v Une forme bilinéaire ¢ : R4 x R™ — R est différentiable et
V(x,y) € RYx R™, V(h,k) € RY x R™,  do(x,y)(h, k) = d(, k) + ¢(h,y) .

Ceci s’applique par exemple, avec d = m et p = 1, au produit scalaire (x,y) — (x - y).
Si d = m, lapplication q : z € R? s g(x) := ¢(x,z) est différentiable et

Ve e RY, VAR, dg(z)(h) = é(x, k) + ¢(h, x).
En particulier, la forme quadratique q : x € R? s q(z) := (x - z) est différentiable et

vz e RY, Vh e RY,  dg(z)(h) = 2(z - h).

v La norme euclidienne N : x = (z1,...,2q) — ||z]2 = \/Z?Zl z? est différentiable sur R%\ {0} :
-h
quels que soient z € RN\{0} et h € RY, dN(x)(h) = (@ H >
2aip)
Si f:U cCR?— RP est différentiable en z € U, si f(U) C V, ouvert de RP et g : V C R? — R™
est différentiable en f(x), alors go f : U C R? — R™ est différentiable en x et

vh e RY, d(go f)(z)(h) = dg(f(2))(df(x)(h)),

c’est-a-dire encore ’d(g o f)(z) = dg(f(x))odf(x)

, ce qui signifie aussi | Jyor(x) = J4(f(x)) J¢(x) |

Intégration des fonctions & valeurs vectorielles Soient a,b € R avec a < b et

F:oab] — RP
t o fO) = (). (1)

continue. Son intégrale sur le segment [a, b] est le vecteur de RP défini par :

/a (ot = ( / .., / b fp@)dt) |

C’est la limite des sommes de Riemann de f sur [a,b], c’est-a-dire la limite lorsque n tend vers +oo
de

n

Z(xz —zi-1) f(y)

=1

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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ou (zi)o<i<n €st une subdivision de [a,b] et y; € [z;—1,x;] pour tout i € {1,...,n}. (Noter que les
points x; de la subdivision ainsi que les points y; dépendent de n : on ne le fait pas apparaitre pour
ne pas alourdir les notations.)

L’application f — ff f(t)dt est linéaire. On définit [,* f(¢)dt = — fff(t)dt.
Si f: I — RP est continue sur 'intervalle I, quels que soient a, b, c € I on a

b c b
/ f(t)dt = / f(t)dt +/ f(t)dt (relation de Chasles).

De plus, la fonction z — [ f(t)dt est dérivable et

s / Crnd = f(a).

Plus généralement, si « et 8 sont des fonctions dérivables d’une variable et & valeurs dans I on a

B(w)
ddu/( : fO)dt = B'(u) f(B(u)) — o' (u) f(o(u)) .

Quelle que soit la norme || - || choisie dans R?, on a

‘/abf(t)dtH < /:Hf(t)Hdt‘.

Si g : I — RP est une autre fonction continue et || - |2 est la norme euclidienne on a

b b 1/2 b 1/2
/ £(0) - g(t)dt / 1£(6)|3dt / lg(t)]3at

< (inégalité de Cauchy-Schwarz).

Théoréme des accroissements finis Si f : [a,0] C R — R est continue et dérivable sur ]a, [ il
existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a). C’est la formule des accroissements finis, fausse pour
les fonctions a valeurs vectorielles.

Inégalité des accroissements finis pour les fonctions d’une variable : Soit f : I C R — RP dérivable
sur I'intervalle ouvert I et soient a,b € I. S’il existe M € RT tel que

Vte€a,b], (I (B <M,

alors || f(b) — f(a)|l < Mb— al.

Si la fonction f ci-dessus est de classe €', c’est-a-dire que f’ : I — RP est continue, I'inégalité des
accroissements finis se déduit de la formule

b 1
1)~ f(@) = [ fie)at= /O f(a+0(b— a))(b— a)dd .

Inégalité des accroissements finis pour les fonctions de plusieurs variables : Soit f : U C R* — RP
différentiable sur 'ouvert U et soient x,y € U tels que [x,y] ;== {x +0(y —x); 6 € [0,1]} C U. S’il
existe M € R tel que

V0 €[0,1], [ldf(z+6(y — )l <M,

alors || f(x) = f(y)ll < Mllz —yl|.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Une fonction f : U € R4 — RP est dite de classe €' si elle est différentiable et si sa différentielle
df : U — ZL(R%RP) est continue. (En général, on munit £ (R%;RP) de la norme subordonnée
Il - |l & celles de RY et RP. Cependant, comme .2 (R%; RP) est un espace vectoriel normé de dimension
finie, cette norme est équivalente a toutes les autres.) Une fonction de classe ¢! admet des dérivées
partielles continues par rapport a toutes ses variables. On démontre la réciproque grace au théoreme
des accroissements finis : si f : U C R — RP admet des dérivées partielles continues par rapport &
toutes ses variables, 9;f : U — RP (i€ {1,...d}), alors elle est de classe €.

Théoréme du point fixe de Picard Soit f : F C R — R? telle que f(F) C F, ot F est un
fermé. Si f est contractante (c’est-a-dire telle que : Ja €]0,1[, Vz,y € F, || f(z) — fW)|l < allz —y])
alors il existe un unique x € F' tel que f(z) = =.

(Ce théoreme est faux pour les fonctions Lipschitziennes de rapport k > 1.)

Difféomorphismes Une fonction f : U ¢ R?* — RP est un difféomorphisme de I'ouvert U sur
louvert V' C RP si elle différentiable, bijective et sa réciproque est différentiable. C'est un ¢''-
difféomorphisme si elle de plus de classe € et sa réciproque aussi. Si c’est le cas, on a nécessairement
d = pet df(x) est un isomorphisme de R? quel que soit 2 € U, la différentielle de la fonction réciproque

f~1 étant donnée par |d(f~1)(y) = (df(f1(y))) ! | quel que soit y € V.

Un isomorphisme de R? est un ¢'-difféomorphisme de R? sur R

La fonction tan est un ¢!-diffSomorphisme de | — 7/2, 7/2[ sur R, de réciproque arctan. (La fonction
z € R+ 23 n’est pas un difféomorphisme.)

COORDONNEES POLAIRES La fonction suivante est un ¢'-difféomorphisme :

RT*x] — 7, 7] — R\ (R~ x {0})
(r,0) = (x,y) = (rcosf,rsind).

Théoréme d’inversion locale Soient U un ouvert de R?, une fonction f : U — R? de classe €
et a € U tels que df(a) soit un isomorphisme de R? (c’est-a-dire J¢(a) € GLy4(R)). Alors il existe un
ouvert U, C U contenant a et un ouvert V, contenant b = f(a) tels que la restriction f;, de f a U,
soit un ¢!-difféomorphisme de U, sur V4.

Théoréme d’inversion globale Si f: U — R? est de classe € sur I'ouvert U et
e pour tout z € U, df(z) est un isomorphisme de RY,
e la fonction f est injective,

alors f est un ¢!-difféomorphisme de U sur f(U).

Théoréme des fonctions implicites Soient W un ouvert de RP, V un ouvert de RY, U = W xV C
RPH et f: U — R? de classe €. Soit (a,b) € U tel que f(a,b) = Oge. On suppose I'application
partielle
g:'V — R
y = fla,y)

telle que dg(b) soit un isomorphisme de R? (c’est-a-dire J,(b) € GL4(RR)). Alors il existe un ouvert
Ulap) C U contenant (a,b), un ouvert W, C W contenant a et une fonction ¢ : W, — R? de classe €'
tels que

((.Z',y) € U(a,b)? f('rvy) = ORq) A (l‘ EWa, y= go(x)) :

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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De plus, si 'on note da f(x,y) la différentielle au point y de Papplication partielle

V — RY
y — flz,y),

il existe un ouvert (7(&1,) C U(q,p) contenant (a,b) tel que pour tout (x,y) € ﬁ(a,b)a dof(z,y) soit un
isomorphisme de RY. Alors, pour tout z € W, := {z € Wy ; (z,¢(z)) € (7(“)},

vh € RP, dip(2)(h) = —(daf (z,(2))) ™ (dof (@, ¢(x))(h)
ou dj f(z,y) désigne la différentielle au point x de 'application partielle

W — RY
= f(z,y).

Formules de Taylor pour les fonctions vectorielles d’une variable Soit g: I C R — RP, ou
I est un intervalle de R.

Formule de Taylor avec reste intégral : On suppose g de classe €11, Quels que soient a, b € I,

" a®)(q 1 (1 _4\n
g(b) = g(a) + Z g k(' ) (b—a)k + /0 (ln't) g("+1)(a+t(b—a)) (b—a)”'H dt |
k=1 : :

Formule de Taylor-Lagrange : On suppose que g est (n + 1) dérivable et il existe M > 0 tel que
g+ D (t)|| < M pour tout t € I. Quels que soient a, b € I,

M
(n+1)!

n (R (g
o) — gfa) — > Y (6 ap

k=1

< ’b_a‘n—i-l'

Formule de Taylor-Young : On suppose que g est n fois dérivable en a € I. Alors

—0

n R (g
ot =, 000) + 3 T pe o).

La formule de Taylor avec reste intégral se démontre en observant que, si ¢ : [0,1] — RP est (n + 1)
fois dérivable, on a

n

g(gp(t) 1 Z a-n* go(k)(t)) _ =y o) e [0,1].

dt — p! n !

Formules de Taylor pour les fonctions vectorielles de plusieurs variables Soit une fonction
f:U CR?— RP, out U est un ouvert conveze de R%. Pour a, b € U fixés, lorsque la fonction d’une
variable ¢ — f(a +t(b— a)) est n fois dérivable (avec n € N*), on note

n

d
d"f(z)(b—a)l" = qn (flattb—a))j=o-

Dans ce qui suit, on suppose pour simplifier que la fonction d’une variable ¢ — f(a + t(b— a)) est de
classe €711,

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Formule de Taylor avec reste intégral :

f(b) = f(a) + - fdkf( )(b—a)[k] 4 /01 (1;!t)ndn+1f(a—|—t(b—a))(b—a)[n—i_l} dt .

k!
k=1

Formule de Taylor-Young :

n

fa+h) = fla)+ 3 = d* @b - + oh]").

h—)O]Rd 1 k '

On définit par récurrence le fait que f soit n fois différentiable, ou encore de classe € : pour un entier
n > 2, une fonction f: U C RY — RP (avec U ouvert)

e est n fois différentiable si elle est différentiable et si df est (n — 1) fois différentiable ;

e est de classe € si elle est différentiable et si df est de classe €71,
En particulier, une fonction deux fois différentiable admet des dérivées partielles secondes

0*f
0;
ax,ax] 0:(0; 1)
Lorsque ¢ = j on note
0% f
Théoréme de Schwarz : si f est deux fois différentiable, quels que soient i et j € {1,...,d},
0% f B 0% f

8951-8% N 83038:@ '
Par suite,

h2 2 hih; heRY.
Z 182 + Z ]axlax] a)? Vh e

1<J

On note encore d2f(a)(h, h) = d2f(a)hP. Lorsque f est scalaire (p = 1), on définit Hessf(a) la matrice
hessienne de f au point a comme la matrice (symétrique) de coefficients 822gwj (a). Ainsi, en notant

H le vecteur colonne de composantes (hy,...,hq), on a

df(a)(h, h) = ‘H Hessf(a) H

Extrema On dit qu'une fonction f : D € R* — R a un minimum global (vesp. mazimum global)
ena € D sif(x) > f(a) (resp. f(x) < f(a)) quel que soit z € D. Elle a un minimum local (resp.
maximum local) en a € D sl existe un voisinage V' de a tel que f(x) > f(a) (resp. f(x) < f(a)) quel
que soit x € D NV. Un extremum (global ou local) est soit un minimum soit un maximum (global
ou local). Il est dit strict si 'inégalité (f(z) > f(a) pour un minimum, resp. f(z) < f(a) pour un
maximum) est stricte quel que soit x # a (c’est-a-~dire que f(z) > f(a) pour un minimum strict, resp.
f(z) < f(a) pour un maximum strict).

Extrema sur un compact Si K est compact et f: K C R? — R est continue, alors elle admet un
minimum global et un maximum global.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Extrema sur un ouvert Soit U un ouvert de R? et f: U € R — R deux fois différentiable.
o (Conditions nécessaires :
~ Si f a un extremum local en a € U alors df(a) = 0 (dans .Z(R%R)), ce qui équivaut &
Vf(a) = 0 (dans R?). Dans ce cas, on dit que a est un point critique de f.
~ Si f a un minimum local en a € U alors df(a) =0 et df%(a)(h,h) > 0 pour tout h € R?
~ Si f a un maximum local en a € U alors df(a) =0 et df?(a)(h,h) < 0 pour tout h € R%
o (Conditions suffisantes :
~ Sidf(a) =0 et df%(a)(h,h) > 0 quel que soit h € R¥\ {0}, alors f admet un minimum local
strict en a.
~ Sidf(a) =0 et df?(a)(h,h) < 0 quel que soit h € R?\{0}, alors f admet un maximum local
strict en a.

Nature des points critiques pour les fonctions de deux variables Soit U un ouvert de R2,
f:U C R? = R deux fois différentiable, et a un point critique de f (c’est-a-dire que V f(a) = 0).
— Si dét(Hessf(a)) > 0 et tr(Hessf(a)) > 0, la fonction f admet un minimum local strict en a.
Si dét(Hessf(a)) > 0 et tr(Hessf(a)) < 0, la fonction f admet un maximum local strict en a.
— Si dét(Hessf(a)) < 0, on dit que la fonction f admet un point selle en a.
— Si dét(Hessf(a)) = 0, la nature du point critique a est indéterminée.

Extrema liés (optimisation sous contrainte d’égalité)

Théoreme du multiplicateur de Lagrange

Soit U un ouvert de R%, f: U — R et g: U — R de classe €'. On suppose que a € U est tel que
g(a) =0 et Vg(a) # 0. Si la fonction f admet un extremum local en a sous la contrainte g(x) = 0,
c’est-a-dire que la restriction de f a D :={x € U; g(z) = 0} admet un extremum local en a, alors
il existe un réel A tel que Vf(a) = AVg(a).

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.



