Retour aux applications linéaires

Exercice 101
Dans R3, on considére les vecteurs :
u=1(2,1,-1), v =(1,-1,3) et w = (3,3, -5).
On note F le sous-espace engendré par (u,v,w).
1) Déterminer une base de F.

2) Soit f l’application de R? vers lui-méme définie pour tous réels a, 3 et + par:

fll@,8,7)] = Ba+v,a =+, -3a =36 +7).
Montrer que f est un endomorphisme de R3.
3) Déterminer une base de Ker f et une base de Im f ; préciser rg f.
4) At-on R® =Ker f @ Im f ?
5) Les vecteurs u, v et w sont-ils des éléments de Im f ?
6) Déterminer une base et la dimension de F NIm f.
Exercice 102

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur Q et soit (e1, es, e3) une base de E.
Soit u I’endomorphisme de F défini par:

u(er) = —ey + ea + e3, u(es) = e — ey + e3, u(es) =e1 + ey — e3.
Onnoteenfin F={zc E|ux)=2},G={zcE|ulx)=—-a}et H={zx € FE|u(z)= -2z}
1) Ecrire la matrice de u dans la base (e1,e2,e3) de E.

2) Montrer que F', G et H sont des sous-espaces vectoriels de E, et déterminer une base de chacun d’entre
eux.

3) Montrer que E = F @ H. Déterminer une nouvelle base (f1, f2, f3) de E telle que:

u(f1) = fi, u(f2) = —=2fs, u(fs) = —2fs.
Ecrire la matrice de u dans la base (f1, f2, f3) de E.
4) Montrer que w est bijective.
Exercice 103

Soit u: R?® — R? ’endomorphisme défini par :
pour tout (x,y,2) € R3,

U(xay,z):(—y+22,21‘—3y+42’,$—y+2)

et soit v = u + IdRs.
1) Déterminer une base de Ker u.

2) Quel est le rang de u ?
Déterminer une représentation cartésienne de Im wu.

3) Ecrire la matrice de v dans la base canonique de R3. Quel est le rang de v ? Quelle est la dimension de
Kerv?

4) Montrer que pour tout x de Kerv, u(—z) = z; en déduire que Kerv C Imwu, puis que Ker v = Im u.
5) Montrer que Ker v N Keru = {0}.
6) Montrer que pour tout = € Keru, u3(z) = u(z), et que pour tout z € Kerv, u®(z) = u(z).

)

7) Montrer que u? = w.



Exercice 104
Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et soit (e, e, €3,€4) une base de E.
Soit u I’endomorphisme de F défini par :

u(er) = es + e3, u(es) = —ey — eg + ey, u(es) = ey + ex — ey, u(eg) = —eq +e3 + ey.

1) Pour chacun des vecteurs e; de la base (e1, ez, €3, e4), calculer u?(e;) (ot on note u? = w o u). En déduire
que Imu C Ker u.

2) On pose f1 = u(e1) et fa = u(es). Montrer que (f1, f2) est une base de Imu.
3) Montrer que Imu = Ker u.

4) On pose f3 =e; +e4 et fy = e; — e4. Soit F' le sous-espace de F engendré par (fs, f4).
Montrer que F NImwu = {0}.

En déduire que la restriction u|r de u a F' est une application linéaire bijective de F' sur Im u.
Montrer que E = Imwu @ F. En déduire que (f1, f2, f3, f4) est une base de E.

5) Pour un vecteur « de E écrit dans la base (f1, fo, f3, fa) sous la forme: x = A1 f1 + Aafo + A3 fs + Aufa

exprimer u(z) dans cette méme base.

Exercice 105
Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 -1
A=12 2 =3
0 0 1

1) Montrer, en calculant le moins possible, que Ker u est une droite.
2) Déterminer une base a de Ker u.

3) On note b= (1,1,1) et ¢ = (1,2,0). Montrer que (a,b,c) est une base de R? et expliciter la matrice de u
dans la base (a, b, c).

4) On note E le sous-espace vectoriel de R® engendré par b et c.
a) On note v la restriction de u, de E vers R®. Expliciter la matrice de v dans (b, c) et (a,b, c).

b) Montrer que cela a un sens de considérer 'application w, restriction de u de E vers E, et expliciter
la matrice de w dans la base (b, ¢).

Exercice 106
1) Donner un exemple d’endomorphisme f de R? tel que Ker f = Im f.

2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Montrer I’équivalence :
Kerf=Imf <= fof=0et dimE = 2rg(f).

Exercice 107
Soit ' un espace vectoriel de dimension finie ; soit f un endomorphisme de E.

1) Montrer les inclusions :

Im(fof)CImfet Ker f CKer(fof).
2) Montrer ’équivalence :
Im(fof)=Imf < Ker(fof)=Kerf.
3) Montrer ’équivalence :

Ker(fof)=Kerf < E=Kerf®Imf/.



Exercice 108
Soit E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie.

1) Soit f et g deux applications linéaires de E dans F'.
Montrer que:

lrg(f) —rg(g)| < rg(f +9g) <rg(f) +rg(g).

2) Soit u et v deux endomorphismes de E.

a) On suppose que uov = 0 et que u + v est bijectif.
Montrer que :

rg(u) + rg(v) = dim E.
b) Mountrer que :

dim[Ker(u o v)] < dim[Ker u] 4+ dim[Ker v].

En déduire que:
rg(uowv) > rg(u) + rg(v) — dim E.

Exercice 109
Soit F, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f une application linéaire de F vers F et g une application linéaire de F vers G.
Montrer I'équivalence de :
(i) Kerg C Ker f.
et
(ii) Il existe une application linéaire h de G vers F telle que f = hog.

Pratique du calcul des primitives et intégrales

Exercice 110

Calculer :
)/1 d b)/At d )/1(3+1)‘””d d)/2 gl
a nxdx rctan z dx c T e T ————dx
0 1 (T+22)2
Exercice 111
Calculer : P
g 1
a) /:1761“”2 dx b)/ sin ¢ cos? @ dyp c) /Mdz
0 xr

Exercice 112

1) Soit f: [a,b] — R continue. Montrer que :

/abf(x)dx:/abf(a—i—b—x)dx.

2) En déduire les valeurs de:

w/4 /2 3
/ In(1 + tan 6) df et / 2P .
o o sin®p+ cos? v

3) Le résultat de la premiére question est-il vrai ou faux si on suppose seulement f continue par morceaux ?
Démonstration ou contre-exemple.



Exercice 113
Calculer, sur un intervalle ou le calcul est valable, les primitives des fonctions rationnelles suivantes (sauf
indication expresse de I’énoncé, il n’est pas demandé d’expliciter I'intervalle sur lequel on calcule) :

a) /ﬁdx b)/#dx c)/;d:c d)/sclldx
1+ 22 x? —3x +2 z(x —1)(x — 2) 3 —3x +2
dx x dx x?

o | i N T W [ e

i / dx ) /(x5+x—|—1)dx k)/ dx 1)/ 1+1 2006d£
x°00(x — 1) ) xt(x—1)3 (22 +1)2 T z2
622 + 2 224+x+1 dx 5z

m>/x4+z2+1dx n)/IQfxfldm O>/4x2+4x+5 p)/x4+1dx

2x+1 2z 4+ 4 x° 7
x /(x2+x+3)2dx ) /x3+5x2+9x+5dx b)/(x?’—l—l)(x?’—&-S)dx 2 /(x+1)7—x7—1dx'

Exercice 114
En utilisant le changement de variable ¢ = m — x, calculer :

" sinx
r————dzx
o l4cos?x

Exercice 115
Calculer :

dx 3 dz
a osert =¢e¢ * ——— (posert=+vz+1 osert:\@ T
)/o el—l—l(p ) /x\/JH— (p /x VaZ -2 > /%)

1
d) /x2 In(z% — 1) dz (poser t = 3 / Arcsin ( ) dx V1—22dx

Exercice 116

Calculer la dérivée i [In(] tan ¢])].
En déduire : P
do do T do
b v
a)/sin@ )/0089 C)/O cosf + sin @
Exercice 117

/2
Pour n > 0, soit I,, = / sin” z dz.
0

1) Calculer I et I;.
2) Montrer que pour n = 2k pair
I1x3x--x2k—1)~

Iy = z
T oA x - x (2k) 2

et que pour n = 2k + 1 impair

2x4x--x(2k)
Ixbhx---x(2k+1)

Iopt1 =

3) Montrer que I,, est une fonction décroissante de n.

4) Montrer que quand k — 400

o 2k o 2k
2k—-1 2k+1

—1 o
Wl
(ST

6
X = X
5

X
W N
X
=N o
X

— g (c’est la “formule de Wallis”).



Exercice 118
Pour tout n > 1, on pose:

I,=— [ (2—2z)"" dx.

1) Calculer I.
2) Montrer que pour tout n > 1:

n

2 2

2n+1
3) Montrer que pour tout n > 1, I,y = I, — m
4) Montrer que pour tout n > 1:
2 22 2n
6—1+1'+§+ ﬁ—’_‘[n

n
5) Montrer que = tend vers 0 quand n tend vers +oo.
n!

6) Montrer que:
2 22 A
1+ =+ =+ —|—f—>e quand n — oo
1 2! n!

Exercice 119
Résoudre sur | — oo, 0] ’équation différentielle suivante, ol 'inconnue est y, fonction dérivable d’une variable
réelle notée t:

201 —t)y' + (1 —t)y = 1.

Exercice 120
Calculer :

dt 2 142+ a?
a) /cos20s1n 5 /Arcsmx dz ¢) /(sht+cht)” d) /ln(m +2)dx e) Vi dx

/2 2
edp : [t+7 , / T
f h ——dt d
)/0 2+cosx /2+cos:c )/005290 i) / t+6 j) (zsinz + cos x)? v

Exercice 121
On note, pour tous a et b réels:

b
(1—22)dz
I(a,b) = | —————F———.
(@9) /a (1+22)V1+at
1) Montrer que pour tous a et b, I(a,b) = I(—b, —a).

2) Montrer que, si a et b sont de méme signe :
11
I(a,b) =1(—,-).
(a,0) =1(-,7)

1
3) Montrer que pour tout a non nul, I(a, —) = 0.
a

4) Calculer I(a,b). On traitera d’abord le cas ol a et b sont tous deux strictement supérieurs a 1 et dans ce
cas, on utilisera le changement de variable t = z + %



Une derniére salve d’exercices, un peu plus théoriques, sur les applications linéaires

Exercice 122

Soit E et F' deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K et soit g une application linéaire de F' vers
E.

Pour tout (z,y) € E x F, on pose F((z,y)) = (x + g(y),y).

Montrer que F' est une bijection linéaire de F x F' sur lui-méme.

Exercice 123
Soit E le R-espace vectoriel des applications de classe C*°. On note ¢ et 1 les deux applications de E vers
E définies respectivement (pour toute f de FE) par:

o(f) = f' et pour tout x € R(f)(z) = /Ow f(t)dt.

1) Vérifier que ¢ et 1 sont linéaires.

2) Exprimer 9 o ¢ et @ o 1.

3) Discuter la surjectivité, 'injectivité et la bijectivité respectives de ¢ et 1.

Exercice 124

On note F l'espace des applications de classe C*>° de R vers R qui sont par ailleurs 2m-périodiques.
1) Vérifier que E est un R-espace vectoriel, et que pour toute f € F on a également f’' € E.

2) Soit ¢ Papplication de E vers E définie pour toute f par o(f) = f’. Vérifier que ¢ est linéaire, puis
déterminer Ker ¢ et Im .

Exercice 125

Soit H le sous-espace vectoriel de R® engendré par les deux fonctions sin et cos.

1) Déterminer une base de H et préciser sa dimension.

2) On désigne par g, h et k les applications de R vers R définies respectivement pour tout z réel par :

g(x) = sin(2x), h(z) = sin(z + 1), k(x) = 1.

Les applications g, h et k sont-elles des éléments de H ?

) Soit F={feH | f (g) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de H. Quelle est sa dimension ?
Déterminer une base de F.

4) Soit ¢ I'application de H vers R? définie pour toute f € H par

etn=((-3)-(3)

Montrer que ¢ est une bijection linéaire.
5) Soit v lapplication de H vers H définie pour toute f € H par ¢(f) = f’. Montrer que 9 est un
automorphisme de H.

Exercice 126

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour F' sous-ensemble de E, on note F- I’ensemble des formes
linéaires définies sur F qui s’annulent sur F'.

1) Montrer que pour toute partie F' de F, 'ensemble F L est un sous-espace vectoriel de ’espace des formes
linéaires sur F.

2) Montrer que pour tous sous-espaces vectoriels F' et G de E,
(F+G)r=F*nGt e (FNG*=Ft+Gh

3) On note n la dimension de E ; soit F un sous-espace de E, dont on note k la dimension. Exprimer la
dimension de F en fonction de n et k.



