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Analyse 2 — Cursus préparatoire, 1°° année

Feuille d’exercices n° 4
INTEGRATION SUR UN SEGMENT AU SENS DE RIEMANN,
CALCULS D’INTEGRALES, PRIMITIVES

Exercice 1. (Primitives de fractions rationnelles)
Calculer, sur un intervalle ou le calcul est valable, les primitives des fonctions rationnelles suivantes :
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Exercice 2. (Calculs d’intégrales, intégration par parties, changement de variable)

1. Calculer les intégrales suivantes :

™
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(a) /O l’€1+x2d$ (b) /02 SiD(,DCOSQ odp (c) /1 wdx

X

2. Calculer les intégrales ou primitives suivantes :

(a) /lnmdw (c) /01(;03 +1)e % dx (e) /(Arcsin z)? dx
(b) /Arctanxdm (d) /12 ﬂaz—:nxsg)z dx (f) /ln(x2 +2)dx

Exercice 3. (Encore des calculs)
Calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 4. En utilisant le changement de variable ¢ = m — x, calculer :
i sinz
1= / r————dx.
o 1+cos?z
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Exercice 5. Pour tout (p,q) € N2, on pose B(p,q) = / 2P(1 — x)dz.
0

1. Soit (p,q) € N2. Comparer B(p,q) et B(q,p).

2. Montrer que pour tout (p,q) € N* x N, B(p,q) = %B(p —1,q+1).
q

3. Calculer B(0,n) pour tout n € N.

4. En déduire la valeur de B(p, q) pour tout (p,q) € N2.

1 2
Exercice 6. Pour tout entier n > 1, on pose : I,, = —'/ (2 —x)"e" dx.
n. Jo

1. Calculer I;.
2. Montrer que pour tout n > 1 :

n

2
ogfngm(e%n.

2n+1
3. Montrer que pour tout n > 1, I,41 = I, — m
4. Montrer que pour tout n > 1, on a :
2 22 2n
2 _ S e A

n
5. Montrer que - tend vers 0 quand n tend vers +oc0.
n!

22 on

2
6. En déduire que 1 + i + o +o tend vers e quand n tend vers +oo.

Exercice 7. (Fonctions en escalier)
Soit a,b deux réels tels que a < b. Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions en escalier sur [a, b].

1. Montrer que le produit fg est une fonction en escalier sur [a, b].

2. On suppose ici que g ne s’annule pas sur [a,b]. Montrer que i est une fonction en escalier sur
g
[a, b].
3. On suppose ici que g([a, b]) C [a,b] de sorte que fog est bien définie sur [a, b]. La composée fog

est-elle une fonction en escalier sur [a,b] 7

Exercice 8. (Intégrales et parité)
Soit a > 0. Soit f : [—a,a] — R une fonction bornée, intégrable au sens de Riemann sur [—a, a].

1. Montrer que si f est paire, alors

/a f(z)dz = 2/0a f(z)dz.

—a

2. Montrer que si f est impaire , alors

/a f(x)dx = 0.

—a

Exercice 9. (Continuité uniforme)

1. Montrer que la fonction g : R™ — R définie par g(x) = /7 est uniformément continue sur R



2. Soit f : R — R une fonction continue sur R et telle que lim f(z) = 0et lim f(z) = 0.
Tr——+00 T——00

Montrer que f est uniformément continue sur R.

Exercice 10.
Soit a,b deux réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

b
1. Montrer que si f est de plus a valeurs positives, et telle que / f(x)dx =0, alors f est nulle sur
a
[a, b].
2. Montrer que

b
f est de signe constant sur [a,b] si et seulement si / |f(t)|dt =
a

/a o

Exercice 11. Soit a,b deux réels tels que a < b.

1. Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Montrer que :

/abf(x)d:c:/abf(a—{—b—m)dx.

2. En déduire les valeurs de :

s
2 cos® ¢

/Z In(1+tanf)dl et /
0 0

sin? p + cos? ¢

3. Pour aller plus loin. Le résultat de la premieére question est-il encore vrai si I’on suppose seulement
f continue par morceaux sur [a,b]? f bornée et intégrable au sens de Riemann sur [a,b] ?

Exercice 12. (Des majorations d’intégrales)
1

1. Montrer que lim dx = 0.
n—+oo Jo 1+ x
w/4
2. Montrer que lim (sinz)"dz = 0.
n—+o0 Jo

us

3. Montrer que lim [ (sinz)"dx = 0.
n—+o00 Jo

Indication. On pourra décomposer l'intégrale en utilisant la relation de Chasles.

1 ,—nx

(&

4. Montrer que lim dxr = 0.

n—+oo Jog 14+
Indication. On pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1
Exercice 13. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour n > 0, on pose I,, = / t" f(t)dt.
0

1. Montrer que I,, tend vers 0 quand n tend vers +oc0.
2. On suppose que f est de classe C! sur [0, 1]. En effectuant une intégration par parties, démontrer
que nl, tend vers f(1) quand n tend vers +oo.

Exercice 14. | e
Soit f une fonction continue de R dans R. On définit pour tout z > 0, F(z) = —2/ tf(t)dt.
xr=Jo

1
Montrer que lim+ F(z)= if(O).

z—0

Exercice 15.
Soit a, b deux réels tels que a < b. Pour toute fonction f bornée, intégrable au sens de Riemann sur

b 1/2
[a, b], on note N(f) = (/a f(l’)2d$) :



1. Justifier que N(f) est bien défini dans R™ pour toute fonction f intégrable au sens de Riemann
sur [a,b)].

2. Montrer que si f est bornée, intégrable au sens de Riemann sur [a,b], alors pour tout A € R,
N(Af) = [AIN(f).

3. Montrer que si f et g sont bornées, intégrables au sens de Riemann sur [a, b], alors
N(f+g) <N(f)+N(g).

4. Montrer que si f est bornée, intégrable au sens de Riemann sur [a, b], alors

b b
| f@e| < [ 5@l < VE=aN().

5. Montrer que si f est continue sur [a, b], alors N(f) = 0 si et seulement si f = 0.

Exercice 16. (Lemme de Riemann-Lebesgue)
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C'. A 'aide d’une intégration par parties, montrer le résultat
suivant :

lim /b f(t)cos(nt)dt =0, lim /b f(t)sin(nt)dt = 0.

n—-+o00 n—-+o0o

Exercice 17. (Intégrales de fonctions périodiques)
Soit T' > 0. Soit f : R — R continue sur R et T'—périodique.

1. Montrer que pour tous réels a et b,
b b+T
/ f(x)dx = / f(x)dx.
a a+T

2. Montrer que pour tout réel a,

/GLHT f(z)dz = /OT f(x)dx.

Exercice 18.
1. On définit la fonction f sur |0, 4o00] par : pour tout x > 0,
z+1 et

Flz) = /x ar.

Montrer que f est bien définie et dérivable sur ]0,4o00[ et calculer f’.
2. On définit la fonction g sur R par

2

x
g(z) = / (Arctan(t + x))? dt.
0
Montrer que g est bien définie et dérivable sur R et calculer ¢'.

Exercice 19.

1
1. Calculer I:/ In(1 + t2)dt.
0

1
2. Pour n > 1 on pose u,, = / (14 t2)1/”dt. Calculer lim wu,.
0 n—-+4o0o

Indication. On pourra écrire une majoration de |(1+ u)Y/™ — 1| pour u > 0.

3. (a) A laide du développement de Taylor-Lagrange, montrer que



1 1
1+t 1 — Zn(1 +#2)| < —.
(1+1%) nn(+ )—nZ

(b) En déduire que pour tout ¢t € [0,1], on a
(¢) En déduire un équivalent simple de u, — 1 quand n — 4o0.

Exercice 20.
Soit F' la fonction définie sur R par :

F(0)=1n2, et Vz #0, F(;U):/hcos(t)dt.

xT t

2] — t
1. Montrer que pour tout x # 0, F(z) =1In2 — / &()dt.

t
X
2. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout ¢ réel, on a :
2
0<1-—cost< —.
2
s , e 3 9
En déduire que pour tout z réel, on a I'inégalité : |F(x) — In2| < Vi

. Montrer que F' est continue sur R.

3

4. Montrer que F(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo (on pourra intégrer par parties).
5. Montrer que F' est dérivable sur R* et calculer F'(z) pour x # 0.

6

. Montrer que F est également dérivable en 0 et calculer F”(0).

Exercice 21.
On définit une application f : [0,1] — R par :

-1
f(t):tl?

On définit également une application F' :]0,1[— R par :

pour t €]0,1[, f(0) =0et f(1) = 1.

e ]
Flz) = /I St
1. Montrer que f est continue sur [0, 1].
2. Pour z €]0, 1], quel est le signe de F'(z)?
3. Montrer que F' est dérivable en tout point de |0, 1] et calculer sa dérivée.
4. (a) Pour z €]0, 1], montrer que /m ﬁdt = In(2).
(

b

)

) Pour z €]0, 1], montrer les inégalités : 2% In(2) < F(x) < zIn(2).
(c) En déduire I'existence et la valeur de la limite lim F(z).

)

r—1—

(d) En déduire que lim F(z) = 0.
z—0t
1—e 1
5. (a) Montrer que lim f(t)dt:/ f(t)dt.
e—0t £ 0

1
(b) Déduire de ce qui précede la valeur de / f(t)dt.
0

Exercice 22.
Soit f la fonction d’une variable réelle définie par

2 1

f(t):m POUTt#O,f(O):i-

1. Montrer que f est une fonction continue. Est-elle dérivable 7

2. Déterminer la limite de f en +oo (sans présupposer son existence).



3. Pour tout z € R, on pose

Fay= [

€T
Montrer que cette fonction est dérivable sur R et expliciter sa dérivée. Montrer qu’elle est impaire.

4. Pour x > 0, montrer les inégalités

2z t2
dt < Flz)<z
[ e rons

et en déduire que

x — arctan(2z) + arctan(z) < F(x) < x.

Exercice 23. (Sommes de Riemann)
Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes, définies pour n > 1 :

= nvn
1 n—1
_ 2 .3
2) uy, -3 > k*sin (km/n)
k=2
1 /(2n)!\1/n
3) un = ﬁ( n! )
" k
4) un = 2 2
= k*+n
"\ k + cos(k)
5) un = Z 2 2
P k*+n
1 1 1 1 , . _
6) up avec «, 8 deux nombres réels strictement positifs.

:@—i_na+ﬁ+na+2ﬁ+.”+na+(n—1)6

Exercice 24.
1. Montrer que la fonction f : [0,1] — R, définie par : pour tout x € [0, 1],

{1 sizxeQ

0 sinon

fz) =

n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [0, 1].

2. Montrer que la fonction g : [0,1] — R, définie par : pour tout x € [0, 1],

g(x):{ L sizeQ, v=2&, pged(p,q) =1

0 sizef0,1]\Qouz=0

est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1].

Exercice 25. (Calcul d’aire)

On note D = {(z,y) e R?|0 <z < 1, ﬁgygeﬂcﬂ}.

< /2,

1. Montrer que pour tout x € [0, 1], a2 S
T

2. Dessiner D.
3. Calculer Paire de D.



