Chapitre 2

Espaces vectoriels

2.1 Corps commutatifs

Formellement, la définition d’un espace vectoriel nécessite de préciser au-dessus de quel corps ’espace vec-
toriel est défini. Précisons la définition d’un corps.

Définition 2.1. Un corps K est la donnée d’un ensemble K, et de deux opérations +,. avec les propriétés
suivantes :

1. Pour tout z,y,z € Konaxz+ (y+2)=(x+y)+ 2, x+y =y+x, il existe un élément 0 € K tel que
042 =2+ 0=z pour tout € K, et pour tout = € K il existe y € K tel que x +y =y + 2 =0 (un tel
y est nécessairement unique).

2. Pour tout z,y,z € K on a z.(y.2) = (z.y).2, .y = y.z, il existe un élément 1 € K \ {0} tel que
l.x = 2.1 = x pour tout = € K, et pour tout z € K\ {0} il existe y € K\ {0} tel que z.y = y.x =1 (un
tel y est nécessairement unique)

3. Pour tout z,y,z € Konaz(y+2) =zy+xz et (x+y)z = zy + yz.

Dans ce cours, vous pouvez oublier cette définition : les seuls corps que nous allons rencontrer sont Q, R et
C (munis de leurs opérations usuelles) ; dans la suite des notes, a chaque fois qu’on écrira « soit K un corps »,
on aura en téte un de ces trois exemples.

2.2 Espaces vectoriels ; combinaisons linéaires

Définition 2.2. Soit K un corps. Un K-espace vectoriel est un ensemble non vide £ muni d’une loi d’addition
+: E X E — FE et d’une loi externe (multiplication d’un élément de E par un élément de K) - de K x E vers F
avec les propriétés suivantes :
1. L’addition est commutative (pour tout u, vu + v = v + u) et associative (pour tout u,v,w u+ (v +w) =
(u+v) +w).
2. L’addition admet un élément neutre noté Og, qui est tel que pour tout u € Fonau+0p =0 +u =u;
et pour tout u il existe v tel que u +v = 0 (notons qu’un tel v est unique et qu’on a aussi v +u = 0g;
on note v = —u).

3. L’addition et la multiplication sont compatibles, c’est-a-dire que pour tout A, u € K et tout u,v € F on
a:

(a) AMu+v)=Au+ v
(b) A+ p)u = du+ pu
(e) Alu ) (Aw)u

(d) lu=

Fréquemment, les éléments de ' sont appelés des vecteurs et les éléments de K sont appelés des scalaires.
Ce qu’il faut vraiment retenir : on peut ajouter des vecteurs entre eux, et multiplier les vecteurs par des
constantes ; et les régles de calcul ci-dessus ont les conséquences attendues, par exemple 0-z = 0g et (—1)z = —x
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pour tout z € X. Vérifions ces deux propriétés : pour tout « on a 0z = (0 + 0)z = Oz + Oz, en en soustrayant
0z des deux cotés on obtient 0z = Og. On a aussi z + (—1)z = (1 + —1)z = 0z = O, ce qui montre que
(-Dx = —=x.

La définition d’un espace vectoriel peut paraitre trés lourde au premier abord; mais elle regroupe des
propriétés partagées par beaucoup de structures mathématiques importantes, que vous avez déja rencontrées.
Par exemple, sont des espaces vectoriels :

e L’espace K" pour tout n € N*, avec ses opérations usuelles. C’est I’exemple fondamental d’espace vecto-
riel, sur lequel les propriétés des espaces vectoriels sont modelées.

e L’espace des polynomes a coefficients dans K, noté K[X], ainsi que 'espace des polyndmes de degré < n
K, [X].

e L’espace des fonctions d’un ensemble X & valeurs dans K, avec I'addition et la multiplication usuelles
des fonction : (f + g)(x) = f(z) + g(x), (\f)(x) = Af(x).

e Pour tout n,m € N*, M, ,,,(K), muni des opérations vues au chapitre précédent.

Définition 2.3. Soit F un K-espace vectoriel, n € N* et x1,...,x,,y des vecteurs de E.
1. S’ existe A € K tel que y = Az1 on dit que y est colinéaire & x1.

2. S’il existe Aq1,..., A, € E tels que
n
y= Z i
i=1

on dit que y est une combinaison linéaire de x1,...,Ty.

Notons qu’avec ces définitions, O est colinéaire & tout vecteur de E'; et si x,y sont non nuls et y est
colinéaire & x, alors y = Az se récrit sous la forme x = %y, et x est colinéaire & y. Souvent, on dira que x et y
sont colinéaires.

Définition 2.4. Sot z1,...,z, des vecteurs de E. On dit que la famille (z1,...,z,) est libre si pour tout
A,y .- An € K on a I'implication

Az + ..+ Axp =0 = Vid; = 0g .
Quand une famille de vecteurs n’est pas libre on dit qu’elle est lice.

Proposition 2.5. La famille (z1,...,x,) est libre si, et seulement si, pour tout i € {1,...,n} x; ne peut pas
étre écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de la famille ()i

Démonstration. Si jamais la famille n’est pas libre, c’est qu’on a des scalaires A1, ..., A, non tous nuls mais tels
que \iz1 + ...+ Az, = 0p; par hypothése on peut trouver i tel que A; est non nul et on a
n n A
_ o 2k
Ay = — Z .)\kxk donc z; = Z by Tp .
k=1,k#1 k=1,k#i
Réciproquement, si pour un certain ¢ on peut écrire z; = Y ;_, koti A2 alors en posant \; = —1 on a
ZZ:I Mz = O et les A\; ne sont pas tous nuls. O

2.3 Sous-espaces vectoriels

En fait, souvent, les structures qu’on considére sont contenues dans un espace dont on sait déja que c’est un
espace vectoriel (R™, un espace de fonctions, de polynomes, de suites...) et on voudrait utiliser les lois de I’espace
vectoriel ambiant pour en faire un espace vectoriel. Ceci nous améne a la notion suivante, qui est primordiale.

Définition 2.6. Soit K un corps, F un K-espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E. On dit que F' est un
sous-espace vectoriel si :

1. F est non vide.

2. Pour tout u,v € F,u+v € F.

3. Pour tout u € F et tout A € K, Au € F.
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Il est important de vérifier que F' est non vide! souvent, on le fait en vérifiant que O € F'; de toute facon
si I est non vide il doit contenir 0, puisque si 'on prend un u quelconque dans F' (ce qui est possible dés que
F est non vide) et qu’on le multiplie par 0 on obtient Og, qui doit donc étre dans F' puisque F' est stable par
multiplication par un scalaire. Par ailleurs, la deuxiéme et la troisiéme condition pourraient étre regroupées en
une seule condition :

Vu,v e FYA€eK Mu+veF.

C’est-a-dire : une combinaison linéaire d’éléments de F' est encore un élément de F'.
Maintenant qu’on s’est un peu habitué aux espaces vectoriels, on écrira simplement 0 au lieu de O pour
désigner le vecteur nul.

Exemple. 1. Dans R?, 'ensemble {x,y: ax + by = 0} est un sous-espace vectoriel pour tout a,b € R; si

jamais a = b = 0 c’est R? tout entier, sinon c’est la droite passant par 0 et de vecteur directeur (—b,a).

2. Dans R3, 'ensemble {(z,y,2): ax + by + cz = 0} est un sous-espace vectoriel pour tout a,b,c € R3;

s’ils sont tous les trois nuls c’est R? tout entier, sinon c’est le plan contenant 0 et orthogonal au vecteur
(a,b,c).

3. Plus généralement, vérifions que pour tout corps K, et toute matrice A € M, ,,(K), I'ensemble E =

{X € R™: AX = 0} est un sous-espace vectoriel de R™. Puisque A.0 = 0,0 € F;etsi X,Y € F et

A € K alors on a
AMX +Y) =X X+ AY =0+0=0.

Notons que I’ensemble E décrit ci-dessus pourrait de maniére équivalente étre vu comme ’ensemble de

toutes les solutions (z1,...,2,;,;) d'un systéme linéaire homogene a n lignes et m inconnues; et en fait
on verra dans le chapitre sur les applications linéaires que tout sous-espace vectoriel de K™ est de cette
forme.

4. Dans Pespace vectoriel formé par toutes les suites de nombres réels, noté RY, ’espace des suites conver-
gentes est un sous-espace vectoriel : la suite nulle est convergente, et une combinaison linéaire de suites
convergentes est encore une suite convergente. L’espace formé par les suites qui convergent vers 0 est-il
un sous-espace vectoriel de RN ? Et celui formé par les suites qui tendent vers 17

5. Toujours dans RY, I'’ensemble des suites satisfaisant une relation de récurrence linéaire d’ordre deuz (par
exemple) est un sous-espace vectoriel. Plus explicitement : fixons a,b € R et considérons I'espace formé
E par toutes les suites (u,) telles que

Vn €N upyo = aupt1 + buy, .

Alors la suite nulle appartient bien & E; et si u,v sont deux éléments de F, et A € R, vérifions que
w=A+v€E€FE :pourtout n € N,ona

Wn+42 = >\un+2 + Upgo
= Maunpt1 + buy) + (avp41 + buy,)
= (Aaupt1 + bupi1) + (Nau, + buy,)
= Wn+1 + Wy
Ceci montre bien qu'une combinaison linéaire d’éléments de F reste un élément de F, donc que E est un

sous-espace vectoriel de R". La méme preuve montre que les suites a coefficients dans K satisfaisant une
relation de récurrence linéaire d’ordre 2 forme un sous-espace vectoriel de K™ pour tout corps K.

Proposition 2.7. Soit K un corps, E un espace vectoriel et (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels de
E. Alors F =, F; est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Puisque 0 € F; pour tout ¢ € I, on voit que 0 € (), F; = F. Si maintenant u,v € F et A € K,
alors pour tout ¢ € I on a u,v € F; donc Au + v € F; puisque F; est un sous-espace vectoriel de E; donc

A+ v € (| F; = F, ce qui montre que F' est bien un sous-espace vectoriel. O
Définition 2.8. Soit K un corps, £ un K-espace vectoriel et z1,...,x, des vecteurs de E. Le sous-espace
vectoriel engendré par x1,...,x, est I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent
Z1,...,Zn. On le note Vect(zy,...,z,).

Quand Vect(z1,...,z,) = F on dit que (z1,...,z,) est une famille génératrice de E.
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Autrement dit : le sous-espace vectoriel engendré par z1,...,x, est le plus petit sous-espace vectoriel de E

qui contient tous les vecteurs x1,...,z,. Par exemple, si x # 0, le sous-espace vectoriel engendré par z est la
droite passant par 0 et de vecteur directeur x.
La description ci-dessus de ’espace vectoriel engendré par x1,...,x, est souvent trop abstraite pour étre

utilisable en pratique. On utilisera la caractérisation suivante (qu’on pourrait prendre comme définition alter-
native).

Proposition 2.9. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel et x1,...,x, des vecteurs de E. Alors on a
Vect(z1,...,z,) = {u € E: u est combinaison linéaire de x1,...,T,} .

Démonstration. Si F' est un sous-espace vectoriel contenant x4, ..., z, alors F doit contenir toutes leurs combi-
naisons linéaires, ce qui montre l’inclusion de droite & gauche dans ’égalité ci-dessus. Pour montrer I'inclusion
de gauche a droite, il nous suffit de vérifier que

F = {u € E: u est combinaison linéaire de z1,...,2,}

est un sous-espace vectoriel de E (il contient bien str z1,...,z,). Pour cela, notons tout d’abord que 0 =
0xy +...40x, € F.
Ensuite, si u = Mx1+ ...+ Az, € F et A € K, alors Au = A\z1+...+ A\, € F.
Enfin, siuhzi+.. .+ 2, € Fetv=pa1+...+upz, € Falorsu+v = (A1 +p1)x1+...+(Ap+pn)x, € F.
On a vérifié tous les points de la définition d’un sous-espace vectoriel, ce qui achéve la démonstration. [

Proposition 2.10. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel et (x1,...,x,) une famille libre d’éléments de
E. Alors y € Vect(x1,...,x,) si, et seulement si, la famille (x1,...,2Tn,y) est liée.

En fait, on se sert souvent de cette proposition sous la forme suivante : si (zq,...,x,) est libre et y &
Vect(x1,...,x,) alors (z1,...,x,,y) est libre.

Démonstration. Soit (x1,...,2,) une famille libre, et y € E. Si y € Vect(x1,...,2,), alors on a Ay,..., A\, tels
que \iz1 + ...+ Az, =y, donc la combinaison linéaire y — A\jz1 — ... — Apx, = 0 alors que ses coefficients ne
sont pas tous nuls (le coefficient de y vaut 1), ce qui montre que (z1,...,x,) est liée.

Réciproquement, supposons que x1,...,Zy,y soit liée; alors on a Ay,..., A\, et u non tous nuls tels que
Az + ...+ Apxy + py = 0. Siop n’est pas nul alors on peut écrire y = f%xl — Aj"l"n, par conséquent
y € Vect(z1,...,2,). Si g =0alors on a A\yzy1 + ...+ Aya, =0, donc Ay = ... = A, = 0. Par conséquent ;1 ne
peut pas étre nul et y € Vect(z1,...,zy). O

2.4 Bases et dimension

Définition 2.11. Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille (eq,...,e,) est une base
de FE si cette famille est a la fois libre et génératrice.

Proposition 2.12. Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. Alors (e1,...,ey,) est une base de E si, et
seulement si, tout u € E s’écrit de maniére unique sous la forme u = Aiey + ...+ A\pen. On dit alors que
Aly-. .y Ap sont les coordonnées de u dans la base (eq, ..., e,).

Démonstration. Supposons que (eq,...,e,) est une base de E, et uw € E. On sait déja que u s’écrit sous la
forme u = A\ie; +... \ye, puisque (eq, ..., e,) est génératrice; si on a aussi u = Nje; +... A, e, alors on obtient
u—u=0= (A —A)e1+...+ (A — X, )en, donc comme (eq,...,e,) est libre on déduit A\; = Aj,..., A, = A,.

Pour montrer la réciproque, notons que si tout vecteur s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
de (e1,...,e,) alors la famille est en particulier génératrice, et on doit simplement vérifier qu’elle est libre. Pour
ce faire, supposons que A1, A\, vérifient Aje; + ...+ A, = 0 = Oey + ... + Oe,, ; par hypothése on doit avoir
A1 =0,..., )\, =0, ce qui montre comme attendu que notre famille est libre. O]

Dans K", on a une base naturelle (souvent appelée base canonique) formée par les vecteurs ey, ..., ey, ou
toutes les coordonnées de e; sont nulles, sauf la i-iéme qui vaut 1. En effet, tout vecteur = (z1,...,x,) s'écrit
r = x1€1 + ...+ xhe,, et dautre part si Adje; + ...+ A\,e, = x, alors en regardant la i-iéme coordonnée on
obtient \; = z; pour tout i, ce qui nous montre que la base canonique est bien une base de K™ (ouf!).
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Lemme 2.13 (Lemme de Steinitz). Soit v1,...,v, des vecteurs linéairement indépendants d’un K-espace
vectoriel E engendré par des vecteurs wi, ..., w,. Alors m < n et soit (v1,...,vy) est une base de E soit on
peut trouver iy, ..., tels que la famille (vi, ..., Um, Wiy, ..., w;, ) soit une base de E.

Démonstration. Fixons un entier m > 1; on va raisonner par récurrence descendante sur le cardinal de
Iintersection {v1,...,vm} N {wi,...,w,} pour montrer le résultat. Si ce cardinal est égal & m, alors on a
{vi,...,om} € {wi,...,w,}; dans ce cas-1a on a bien m < n et quitte & renuméroter on peut supposer
v; = w; pour tout ¢ < n. Ensuite, on peut choisir une famille libre (vy,...,vp, w;,, ..., w;, ) ayant le plus grand
nombre possible d’élements (il est possible que k = 0!). Reste & montrer que cette famillle est génératrice;
si ce n’est pas le cas, il existe j tel que w; & Vect(vy,...,vn, w;,, ..., w;, ) et on peut le rajouter a la famille
(U1, vy Un, Wiy, - .., W5, ), contredisant le fait qu’elle avait le plus grand nombre d’éléments possible. Ceci prouve
le résultat désiré quand {v1,...,v,} C {w1,..., wy}.

Supposons maintenant le résultat démontré quand le cardinal de I'intersection appartient a {k,...,m} avec
ke {1,...,m}, et qu’on a une famille libre (v1, ..., v,,) et une famille génératrice (wy, ..., w,) dont I'intersection
est de cardinal k — 1. On peut trouver i tel que v; € {w1,...,w,}; quitte & renuméroter on suppose i = 1 et
alors on peut écrire

V1 = ANwWy + .. AWy, .

Tous les coefficients A1,..., A\, ne peuvent pas étre nuls; quitte a renuméroter (wy, ..., w,) on peut supposer
A1 # 0. Alors on a
1
wy, = )\—(vl — AWy — ... — ApWy) .
1
Par conséquent, la famille (vy,ws, ..., w,) est génératrice; par construction on a

{(v1,...,om) 0 {(v1,wa,...,wp)} =k,

donc notre hypothése de récurrence s’applique, a la fois pour nous permettre de conclure que m < n et qu’on
peut choisir des vecteurs parmi (ws, ..., w,) pour compléter (vq,...,v,) en une base de E. O

Théoréme 2.14. Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. Si (e1,...,en), (fi,..., fm) sont deux bases de
FE alors n =m.

Démonstration. Du lemme précédent et du fait que (e, ..., e,) est libre et (f1,. .., fim) est génératrice on déduit
que n < m; et comme (f1,..., fm) est libre et (e1,...,e,) est génératrice on a aussi m < n, donc m=n. O

Définition 2.15. Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. Si ' admet une partie génératrice finie, on dit
que FE est de dimension finie. Si E = {0} on dit que E est de dimension 0; sinon on appelle dimension de E le
cardinal d’une base de E. On note cet entier dim(FE).

Par exemple, dim(R) = 1, dim(R?) = 2 et plus généralement dim(K") = n pour tout corps K et tout entier
n € N* : en effet, on a vu que la base canonique est une base de K™ avec n éléments.

Un autre exemple important : pour tout entier n 'espace K,,[X] admet pour base la famille (1, X, ..., X™),
et est donc de dimension n + 1.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du lemme de Steinitz (en fait, c¢’est ce qu’on a commencé
par montrer dans la démonstration du lemme de Steinitz).

Théoréme 2.16. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel, L une partie libre finie de E et G une partie
génératrice finie de E telles que L C G. Alors il existe une base B de F telle que L C B C G.

Ce théoréme reste vrai si ’on ne suppose pas L, G finies, modulo 'utilisation de 1’aziome du choix ; dans ce
cours on va éviter d’entrer dans ce type de considérations.

Corollaire 2.17 (Théoréme de la base incompléte). Soit K un corps, et E un K-espace vectoriel de dimension
finie n > 1.

1. Pour toute famille libre (z1,...,%,,) on peut trouver &, 41, ..., %, tels que (z1,...,x,) soit une base de
E (en particulier, m < n).

2. Pour toute famille génératrice (x1,...,z,) on peut trouver i1 < ... < iy, tels que (x;,,...,x;,) soit une
base de E (en particulier m > n).
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Démonstration. Le premier point est & nouveau une conséquence immédiate du lemme de Steinitz.

Le deuxiéme point se montre de maniére similaire : puisque E est non réduit & {0} il doit exister un plus
petit indice i; tel que z;, soit non nul, et la famille (z;, ) est libre; puisque (z;,,. .., Z;,) est génératrice, on peut
trouver une base B telle que z;, € B C {x;,,...,Tm} O

Le théoréeme de la base incompléte nous dit en particulier que toute partie génératrice contient une base;
comment la trouver en pratique? Etant donnés des vecteurs wy,...,w,, comment déterminer une base de
I’espace vectoriel qu’ils engendrent 7 La méthode utilisée dans la preuve du théoréme de la base incompléte se
résume ainsi : on prend le premier vecteur qui n’est pas nul, et il fera partie de notre base; puis on prend le
premier qui ne lui est pas colinéaire, et on l'ajoute, et ainsi de suite : & chaque étape, on cherche le premier
vecteur qui n’est pas dans ’espace vectoriel engendré par les vecteurs qu’on a déja mis de coté, et on 'ajoute a
notre famille. Quand ce procédé s’arréte, on a trouvé notre base.

Une autre méthode est basée sur I'algorithme du pivot de Gauss. On commence par former une matrice dont
les colonnes sont les vecteurs w1, ..., w,. Quand on applique une opération élémentaire sur les colonnes de la
matrice, 'espace engendré par les colonnes ne change pas! On peut donc se ramener a une matrice échelonnée
réduite (en colonnes) dont les colonnes engendrent le méme espace que ’espace de départ, et les colonnes non
nulles dans cette matrice nous donnent la base qu’on était en train de chercher. La raison pour laquelle on
travaille avec des colonnes plutot que des lignes a a voir avec les conventions qu’on utilisera dans le chapitre sur
les applications linéaires...

Appliquons cette méthode sur un exemple : dans R?, cherchons une base de I’espace vectoriel engendré par
les vecteurs (1,0,1,1), (0,1,0,1), (—=1,1,1,—1) et (0,2,2,1). On commence par former la matrice

1
0
1
1

—_ o = O

Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on se raméne & une matrice échelonnée en colonnes :

1 0 00 1 0 0 0
01 1 2 01 0 0
10 2 2 (Cg*)Cg#*Cl) 10 9 9 (Cg*)Cg*CQetCﬁ—)O;L*QCQ).
1 1 0 1 11 -1 -1

10 0 O

. 101 0 o0 . , .
Enfin, Cy — C4 — C'3 nous améne & 1 0 2 ol au est échelonnée en colonnes.
11 -1 0

Dans une matrice échelonnée en colonnes, les colonnes non nulles forment une famille libre; comme elles
engendrent le méme sous-espace vectoriel que les vecteurs de départ, une base du sous-espace vectoriel engendré
par (1,0,1,1), (0,1,0,1), (—=1,1,1,—1) et (0,2,2,1) est donc (1,0,1,1),(0,1,0,1),(0,0,2,—1). En particulier,
ce sous-espace vectoriel est de dimension 3.

Deux remarques : tout d’abord, il est inutile de chercher & se ramener & une forme échelonnée réduite! Le
fait que la matrice soit échelonnée nous suffit. Ensuite, différentes combinaisons sur les colonnes pourraient nous
donner des bases différentes : ¢’est normal, un espace vectoriel non réduit a {0} admet une infinité de bases
différentes...

Il suit des théorémes précédents que, si E est de dimension finie, alors la dimension de F est égale au plus
grand cardinal d’une famille libre d’élements de E, et au plus petit cardinal d’une famille génératrice d’eléments
de FE. Le résultat de ’exercice suivant est aussi souvent utile.

Exercice 2.18. Soit K un corps et £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit B une partie de E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. B est une base de E.

2. B est libre et card(B) = n.

3. B est génératrice et card(B) = n.

Proposition 2.19. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de FE. Alors F est
de dimension finie, dim(F) < dim(FE) et F = FE si, et seulement si, dim(F) = dim(E).
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Démonstration. Si F' = {0} il n’y a rien a démontrer. Par conséquent on suppose que dim(F') > 1 (et donc aussi
dim(E) > 1).

Soit n = dim(E). Alors pour tout (x1,...,2Zp41) de F, la famille (z1,...,2,11) est liée dans F, donc aussi
dans F'; appelons m le plus grand entier tel qu’il existe (z1,..., %) qui forment une famille libre dans F' (on
vient de justifer que m existe et m < m). Alors, pour tout y € F, la famille (x1,...,2Zm,y) est liée; comme
(z1,...,2m) est libre on doit avoir y € Vect(zy,...,z,,). Par conséquent (z1,...,x,,) est une base de F, et on
a donc montré a la fois que F' est de dimension finie et dim(F) < dim(FE).

Bien sir, si F' = F alors dim(F') = dim(E). Pour voir la réciproque, supposons que F' C E'; on peut trouver
une base (z1,...,%,) de F et y € E\ F'; en particulier y n’est pas dans Vect(z1,...,%n), donc (z1,. .., Tm,y)
est libre, ce qui montre que dim(E) > m + 1 > m = dim(F). O

Revenons a un exemple vu plus haut : les suites de nombres complexes satisfaisant une relation de récurrence
linéaire d’ordre 2.

Proposition 2.20. Soit (a,b) € C*\ {0,0} et E le sous-espace vectoriel de CN formé par les suites satisfaisant
la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 suivante :

VneN upio = aupi1 + bu, .

Alors E est un espace vectoriel de dimension 2 ; et on peut en décrire une base explicitement :

1. Si le polynéme P(X) = X? —aX — b a deuz racines complexes distinctes a, 3 alors les suites (a™) et
(B™) forment une base de E.

2. Si P a une racine double o dans C, alors les suites (a™) et (na™) forment une base de E.

Démonstration. Commengons par noter que si u,v sont deux éléments de F tels que ug = vy et vy = v alors
on montre par récurrence (forte) que u, = v, pour tout n € N : en effet, cette égalité est vraie pour n = 0, 1.
Supposons que n > 1 et que I'égalité soit vraie pour tout k£ < n; alors on a

Upt1 = AUy + DUp_1

= av,, + bu,_1 (hypothése de récurrence)

= Un+1 -
Ensuite, notons que si « est une racine de P alors on a pour tout n € N I'égalité
a"? —aa" —ba" = a™(a? —aa —b) = a"P(a) =0 .

Donc la suite (a™) est bien un élément de E. Supposons qu’on est dans le cas oit P a deux racines distinctes
a, 3, et montrons que la famille (uy,v,) définie par u, = o™ et v,, = " est une base de E.

Tout d’abord, on doit montrer qu’elle est libre, autrement dit que u, v ne sont pas colinéaires : par I’absurde,
si Au = v alors en évaluant en n = 0,1 on a & la fois Aug = vg et Au; = vy, c’est a dire A = 1 et Aa = S,
impossible puisque « # .

Reste a vérifier que (u,v) est génératrice; soit w € E. On cherche A\, u € C tels que w = Au + pv. Encore en
évaluant en 0,1, X\ et p doivent étre solutions du systéme

A+ 1% = U
Aa+pb =u
ce systéme se résoud facilement : on obtient
u1 — PBug Qug — Uy
A= —et =—"
a—p H a— 0

Alors, Au+ pv est un élément de E qui prend les mémes valeurs que w pour n = 0,1 : par la remarque faite au
début de la preuve, on a Au + pv = w. Ceci montre bien que (u,v) est génératrice.

Le cas ot « est racine double se traite de fagon similaire et est laissé en exercice (c’est le cas qui devrait étre
fait au tableau en cours). O

Exercice 2.21. Décrire les suites de nombres réels satisfaisant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.
On pourra distinguer les cas ol le polynome P introduit ci-dessus a deux racines réelles, une racine double
(forcément réelle) ou deux racines complexes conjuguées.

17



2.5 Sommes de sous-espaces, sommes directes, supplémentaires

Définition 2.22. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors on
note

F+G={f+g:feFetgeG}.

Proposition 2.23. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Notons que tout sous-espace vectoriel de E qui contient & la fois F' et G doit contenir F' 4+ G : de maniére
équivalente, on aurait pu définir F' + G comme l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui
contiennent a la fois F et G.

Démonstration. Puisque 0 € F et 0 € G,ona 0 =040 € F + G. Si maintenant v = f1 +¢1 € F + G,
v=fo+gs € F+Get A€k, alors

M+v=Af1+f)+Ag1+92) e F+G.
Donc F' + G contient 0 et est stable par combinaisons linéaires : ¢’est un sous-espace vectoriel de F. O

Définition 2.24. Soit K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. On dit que F, G sont en somme directe si F NG = {0}. Dans ce cas on note F + G = F & G.

Définition 2.25. Soit K un corps, ' un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires si F & G = E.

Proposition 2.26. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. Si F NG = {0} alors dim(F) + dim(G) = dim(F + G).

Démonstration. Soit (f1,..., fn) une base de F et (g1, ..., gm) une base de G. La famille (f1,..., fn, 91,1 9m)
est une famille génératrice de F'+ G : ce sont des éléments de '+ G, et tout élément de F' + G s’écrit comme
combinaison linéaire de ces vecteurs. On va montrer que cette famille est libre.

Pour ce faire, supposons que A1, ..., Ay, f1, .- ., [y sont tels que

Mfi+.o A fo g+ G, =0

On peut récrire cela sous la forme

Afi+.oo A fo = —p1g1 + oo i Gm

Le vecteur & gauche de cette égalité appartient a F', celui de droite appartient & GG ; par conséquent le fait que
F NG = {0} entraine que ce vecteur est nul, autrement dit

Mfi+ o Anfn=0=p191 + ...+ i Gm -

Comme fq,..., fn et g1,...,gm sont libres, on obtient que tous les A; et tous les p; sont nuls, ce qu’on voulait
démontrer. O]

Proposition 2.27. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel
de E. Alors F' admet un supplémentaire.

Démonstration. Si F = E alors F et {0} sont supplémentaires; de méme si F' = {0} alors F et E sont
supplémentaires. Sinon, considérons une base fi,...,f, de F. Cette famille est libre dans F', donc peut
étre complétée en une base (f1,..., fn,91,--.,9m) de E. En notant G = Vect(g1,...,9m) on a F + G =
Vect(f1,---5 fns91s---,9m) = E; et on vérifie par un raisonnement analogue & celui employé ci-dessus que
FnG={0}. O

Théoréme 2.28 (Formule de Grassman). Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G
deux sous-espaces vectoriels de E. Alors on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) .
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Démonstration. F'NG est un sous-espace vectoriel de GG, donc on peut trouver un sous-espace vectoriel G; C G
tel que (FNG) @ G1 =G. On a alors :

o dim(F NG)+dim(Gy) = dim(G) ;

e FpGy=F+G.
Le premiers point ci-dessus devrait étre clair (sinon, relisez la formule de Grassman), et il nous reste a justifier
le deuxiéme. Soit x € F' + G. Alors on peut écrire x = f + g avec f € F, g € G; et on a aussi g = a + g1 avec
ac€ FNGet g € Gi.Douz = (a+ f)+g1 € F+Gy. Dautre part, FNG; C (FNG)NGy = {0}; finalement
on a bien F'® G1 = F + G. En écrivant les dimensions, on obtient :

dim(F) + dim(G;) = dim(F + G) , autrement dit
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) .
O

Proposition 2.29. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors F' et G sont en somme directe si, et seulement si, dim(F + G) = dim(F) + dim(G).

Démonstration. F et G sont en somme directe si, et seulement si F'N G = {0}, ce qui est équivalent a dire que
dim(FNG) = 0, et la formule de Grassman nous dit que ceci est équivalent & dim(F')+dim(G) = dim(F+G). O

Proposition 2.30. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. F et G sont supplémentaires.

2. dim(F) + dim(G) = dim(E) et FNG = {0}.
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