Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2022-2023
Analyse IV Durée: 2 heures

Examen final du mardi 9 mai 2023

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l’épreuve. L usage des téléphones est prohibé. La
justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la
notation.

Tous les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre. Le baréme total sera sur
environ 26 points pour prendre en compte la longueur du sujet.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, on note £ = R[X] l'espace vectoriel des polynémes a coeflicients réels.

1. Pour P € E, on note N(P) = sup |P'(t)|+ |P(0)|. Montrer que N définit une norme sur E.
te[0;1]

2. On admet que lapplication || .|| définie par
VP € E, [Pl = sup [P(t)|
te[0;1]

est aussi une norme sur E. Montrer que pour tout P € E, ||P|l < N(P). Indication : on pourra commencer

par exprimer P(t) — P(0) & laide d’une intégrale faisant intervenir P’.
1

3. Pour tout n € N*, on note P, = TX”. Etudier la convergence de la suite vectorielle (P,),en+ pour la
n
norme || .|| ainsi que pour la norme N.
4. Les normes N et ||. ||« sont-elles équivalentes ?
5. On considere 'application linéaire
v: RX] — R

P s P(1/2)+7P(0).
Montrer que ¢ est continue sur R[X] pour la norme N.
6. On note FF ={P € E |2P'(1/2) + 14P(0) > 5}.
(a) Montrer que F' est un fermé de E pour la norme N.

(b) L’ensemble F est-il compact pour la norme N ?

7. Soit G={P € E | P(1/4)P(1/2) < 0}. Montrer que G est un ouvert pour la norme || .|| oo-

Exercice 2. On considere la fonction f : R? — R définie par

3 4
o) CB Jlag) =) e 5 (@) £ 00),
0 si (z,y) = (0,0).

1. Montrer que f est de classe C*> sur R?\{(0,0)}.
Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 1 en tout point de R? et les expliciter.

Montrer que f est de classe C! sur R2.

0% f 0% f
0xdy Jyox
Quelle est le plus grand k € N pour lequel f est de classe C* sur R??

= W N

(0,0) et

Justifier I'existence et déterminer la valeur de (0,0).

ot

6. La fonction f est-elle différentiable en (0,—1)? Si oui, expliciter df(0,—1).



+oo —t
Exercice 3. L’objectif de I’exercice est de calculer explicitement la valeur de 'intégrale I = / —— dt. Pour

o Vi

x € Rt on pose

“+o0 e—xt
r) = | TN

1. Montrer que F' est définie et continue sur RT.

e—at

Vit

3. Montrer que F est de classe C* sur |0; +oo[ et que F est solution sur ]0; +oo[ de I’équation différentielle (E) :

2. Soit a > 0. Montrer que la fonction ¥, : t —

est intégrable sur ]0; +oo].

I
(x) =y(z) — —.
v@) =) - o
En utilisant les méthodes de résolution usuelles des équations différentielles, on pourrait montrer sans difficulté

-il n’est pas demandé de le faire- I'existence d’une constante \ € R telle que :

l‘e—t
Ve >0, F(z)=¢" )\—I/ dt).
w=c(a-1[%

On pourra utiliser cette formule sans preuve dans la suite.
4. A Yaide du changement de variable u = /%, calculer F(0) et en déduire la valeur de .
1
5. Montrer que pour z > 0, F(x) < 7 et en déduire la limite de F'(x) lorsque x — +o0.
x

6. En déduire la valeur de I.

Exercice 4. Soit f: R? — R la fonction définie par
V(z,y) €R?, flz,y) = (2° +y*)e ™"

1. Déterminer les points critiques de f et étudier leur nature.
2. On note D = {((z,y) € R? | 22 + y* < 9 et z > 0}.
(a) Représenter graphiquement D.
(b) Justifier que f admet un minimum et un maximum global sur D.
(c) Déterminer le minimum et le maximum global de f sur D. En quels points sont-ils atteints ?

3. Montrer que f n’admet pas de maximum global sur R2.



Correction de ’examen terminal d’analyse iv du 9 mai 2023

Correction de I’exercice 1
1. Tout d’abord I'application N est bien définie sur F, a valeurs dans R™. En effet, pour P € E, I'application
t — |P’(t)| est continue sur le segment [0;1], donc elle est bornée sur ce segment, et & valeurs positives,
ainsi N(P) € R*. Soient P € E et A\ € R, alors comme |\| > 0,

N(AP) = sup [AP'(t)|+ [AP(0)] = sup |[|P'(t)]+ [A[[P(0)] = [A| N(P)
tef0;1] te[0;1]

donc N vérifie la propriété d’homogénéité. Soit P € E, la somme de deux termes positifs étant nulle si, et

seulement si, chacun des termes est nul,

B Sup [P'(t)] =0 vte[0;1], P'(t)=0 P’ =0y
N(P)=0 = { |]€3[(()’01)]|:0 e {P(O)zO {P(0)=0

puisque seul le polynéme nul admet une infinité de racines. Ainsi,

N(P)=0 < < P=0g

JaeR, P=a
P(0)=0

donc N vérifie la propriété de séparation. Enfin, soient P, @ € F, alors pour tout ¢ € [0; 1],

[(P+Q) @) =P (1) + Q' () < [P ()] +]Q ()] < sup [P/(x)]+ sup |Q(z)].

z€[051] z€[0;1]

Puisque la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit que

sup |[(P+Q)'(t)] < sup |P'(z)|+ sup |Q'(x)|. Comme de plus par inégalité triangulaire, | P(0) + Q(0)| <
te[0;1] z€[0;1] z€[0;1]

|P(0)| + |Q(0)], il vient :
N(P+Q) < N(P)+ N(Q)

ce qui acheve de démontrer que N est une norme sur F.

t
2. Soit t € [0;1]. Puisque t — P(t) est de classe C! sur [0;1], on peut écrire P(t) — P(0) = / P'(u) du ce qui
0

entraine
t
|P(t) = ‘P(O)—F/P'(u)du
0
t
< |P(O)|+/ |P'(u)| du
0
t
< |P(0)]+ sup \P’(u)|/ du
w€[0;1] 0

¢
< N(P) puisque/ du=t<1
0

Ainsi, par définition de la borne supérieure, on a : ||P|loc = sup |P'(t)] < N(P).
telo;

3. Soit n € N*, par croissance de la fonction ¢ — ¢™ sur [0; 1],

1 1 1
||P || - Sllp ’tn = sup = "=
T el tef0;1] VI Vvn NG
ce qui démontre que [[Pylloc = [|Pn — 05l =7 0. Ainsi, la suite (P,)nen+ converge vers Og pour la
n—-+oo

norme || . | o-



Par ailleurs, pour n € N*, on a

lt”_l + io”
Jn Jn

Si la suite (P,)n convergeait vers P € E pour la norme N, la suite réelle (N (P,)), convergerait vers N(P).

N(Pn) = Sup
t€[0;1]

=v/n — +o0.

n——+oo

Ceci étant impossible d’apres le calcul de limite ci-dessus, on en déduit que la suite vectorielle (P,,),, diverge

pour la norme N.

. Comme deux normes équivalentes définissent les mémes suites convergentes (et que celles-ci convergent alors
vers la méme limite pour les deux normes), le fait que la suite vectorielle (P,), converge pour la norme

|| - |lo mais diverge pour la norme N démontre que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

. Soit P € FE,

[o(P)| = [P'(1/2) + TP(0)| < [P/(1/2)| + 7[P(0)| < 7([P'(1/2)] + [P(0)]) < 7 (tzﬁ)pu [P'(t)] + IP(0)|> <TN(P).

D’apres les caractérisations équivalentes de la continuité d’une application linéaire, on en déduit que ¢ est

continue sur £ pour la norme N.

(a) On peut transformer F' de maniére & écrire
F={PeE|p(P)>5/2} = ¢ ([5/2+o0]).

Comme ¢ est continue sur I’espace vectoriel E pour la norme N, et [5/2; +00[ est un fermé de R (en
tant qu’intervalle fermé), F' est un fermé de E pour la norme N en tant qu’image réciproque d’un fermé

par une application continue.

(b) Un compact de E est nécessairement un ensemble fermé et borné de E (pour la norme considérée). Or,
pour tout réel C' > 5/14, le polynoéme constant () = C appartient & F puisque 2Q’(1/2) + 14Q(0) =
14C > 5, et vérifie N(Q) = |C| = C. Ainsi, il ne peut pas exister de constante M € R* telle que pour
tout P € F, N(P) < M, ce qui démontre que I’ensemble F' n’est pas borné pour la norme N. Par

conséquent, I’ n’est pas un compact de E pour la norme N.

. On sait que 'ensemble G est un ouvert de E pour la norme ||. || si, et seulement si, son complémentaire

E\G est un fermé de E pour la norme || . ||oo, o1t
E\G={P e E|P(1/4)P(1/2) > 0}.

Soit (Ry)nen une suite d’éléments de E\G qui converge vers un polynéme R € E pour la norme ||.||co-
Alors pour tout ¢ € [0; 1],

0 < |Ra(t) = RO)| < | Ry~ Rloo — 0

ce qui entraine que R, (t) — R(t). Comme de plus, pour tout n € N, R,, € E\G, on dispose de I'inégalité

n—-+oo

R,.(1/4)R,(1/2) > 0

et en faisant tendre n vers +oco dans celle-ci, la préservation des inégalités larges par passage a la limite
entraine finalement R(1/4)R(1/2) > 0. Par suite, R appartient a E\G, donc E\G est un fermé de E pour
la norme ||. ||oo par caractérisation séquentielle des fermés, ce qui permet de conclure que G est un ouvert

de E pour ||.||so-



Correction de ’exercice 2

x4+
x2 +y?
de la fonction polynomiale g : (z,y) € U — xy3 + 2* par la fonction polynomiale h : (x,y) — 22 + y°.

1. Sur Pouvert U = R?\{(0,0)}, la fonction f est donnée par (x,y) — . Ainsi, f}, est le quotient
Comme ces deux fonctions sont de classe C* sur U et que la fonction h ne s’annule pas sur U, on en déduit
que f),, est de classe C* sur U. Puisque U est un ouvert de R2?, cela démontre que la fonction f est de classe

C>® sur U.

2. On vient de voir que f est de classe C°> sur U. En particulier, elle est de classe C* sur U, donc elle admet

des dérivées partielles d’ordre 1 sur U (et celles-ci sont continues sur U). De plus, pour tout (x,y) € U,

of (3 +423) (2% +92) — (2y® +24)22 9 + 220 — 229 + 4392
%(x,y) = (22 + y2)2 = (22 + y2)2
of 3zy? (22 +y?) — (zy® + 242y ay(32%y + y° — 223)
oy = GRS T

0
On s’intéresse donc a l'existence des dérivées partielles d’ordre 1 de f en (0,0). On sait que a—f(O, 0) existe
x

si, et seulement si, la dérivée directionnelle de f en (0,0) selon le vecteur (1,0) existe. On est donc ramené

a étudier 'existence de la limite, lorsque ¢ — 0, du taux d’accroissement suivant : soit ¢ € R*

L (0.0 +10,0) — £0.0) = Lre oy = L5 =1 0

t 2 t—0

. 0 . R
ce qui démontre que 8—(07 0) existe et vaut 0. De méme, pour t € R*,
x

3 (0,00 +40,1)) = f(0,00) = $£0,6) = 1 X 0=0—3 0

t—0

0
ce qui démontre que 8—f(07 0) existe et vaut 0.
Y

3. On a déja vu que les dérivées partielles d’ordre 1 de f existent sur R? et sont continues sur U. Il reste donc

a étudier leur continuité en (0,0). Soit (z,y) € U, il existe § € R et 7 > 0 tels que (z,y) = (r cos(d), rsin(d))

avec 1 = /22 + y? = ||(x,y)||2, don

0 < %(a: | = |y° 4 225 — 2?y3 + 4a3y?|
AL (22 4 y?)?
rd |sin5(9) + 2cos®(#) — cos?(6) sin®(#) + 4 cos®(#) sin? )|
4
< r(sin(0)]” + 2 |cos(8)[” + cos(8) [sin(A)|* + 4 |cos(8)|® sin?(A))
< 8r =8|z, —
< s=8i@alle  —
ce qui démontre que %(ag, Y) (x,y)—~>(>0,0) 0= %(O, 0) et prouve la continuité de g—i en (0,0). De méme, en

passant comme ci-dessus en coordonnées polaires par exemple, on a pour (z,y) # (0,0),

of ’
0< | =— (o, < 6r = 6|(x, —
<|Zw Il =

. of of oo Of .
ce qui démontre que ——(z, —» 0= —=(0,0) et prouve la continuité de —— en (0,0). Finalement,
d d ﬁy( v) (.y)—(0,0) 81/( ) et p Ay (®.0)
la, fonction f est bien de classe C' sur R2.
e : , D*f o . . of e .
4. La dérivée partielle d’ordre 2 920 (0,0) existe si, et seulement si, la fonction 5 admet une dérivée partielle
0y Y
d’ordre 1 par rapport & sa premiére variable en (0,0). Soit t € R*,
1 (0f of 19f
- ==((0,0) +¢(1,0)) = ==(0,0) | = —=—(t,0)=0—0
(oo - o)1 wn -0,



2

0y

oz
1 /f of _10f 165
t<a«am+wu»_m@p0_twm@ S =1

ce qui montre que —=—(0,0) existe et vaut 0. De méme, pour t € R*,

2
0yor

5. On a vu que f est de classe C! (donc en particulier de classe C°) sur R2. Si elle était de classe C? sur R?, le
*f _ Pf
0xdy  Oyox

fonctions ne prennent pas la méme valeur en (0,0) d’apres la question précédente. Ainsi, f n’est pas de

ce qui montre que (0,0) existe et vaut 1.

théoreme de Schwarz entrainerait 1’égalité sur R2, ce qui serait contradictoire car ces deux

classe C? sur R?, donc le plus grand k € N pour lequel f est de classe C* sur R? est k = 1.
6. Puisque la fonction f est de classe C' sur R?, elle est en particulier différentiable sur R2. Ainsi, elle est

différentiable en (0, —1) et

R
af
ox

df(0,-1): R?

_>
k) — o —n+ 0, ~1)k = —n.

0y

Correction de 1’exercice 3
—xt

(1+t)V1

1. Posons f: RT x R% — R la fonction définie par f(z,t) = pour tout (z,t) € U := RT x R% de

e exp og
sorte que F'(z) = / f(z,t)dt. On peut écrire f sous la forme f = , avec
0 ()0 0]
g: U — R , h: U — Ry etyp: R}y — R
(z,t) +—> —axt (,t) —> ¢ t — (14+t)VE

Les fonctions g et h sont polynomiales, donc de classe C*> sur U a valeurs dans R et la fonction exponentielle
est de classe C*° sur R. De plus, h est a valeurs dans R et ¢ est de classe C°° sur R’} par opérations sur
les fonctions usuelles, et ne s’annule pas sur R} . Ainsi, la fonction f est de classe C** donc en particulier
continue sur U. De plus, pour tout (z,t) € U, —xt < 0 donc e~ < 1 et ainsi
et 1
< :
(T+H)VE ~ 1+t)VE

La fonction ¢ est continue (donc continue par morceaux) sur R*, a valeurs positives, donc intégrable sur

|f(z, )] = = o(t).

tout segment inclus dans R . De plus, lorsque ¢ — 0,

@) 1
S0 e

1
Par la regle de Riemann, comme 3 < 1, la fonction ¢ est intégrable sur ]0;1]. Lorsque t — 400, on a de
méme

(t) 1 _ 1
¥ t=too t/f  t3/2

3
avec 5 > 1, donc la fonction ¢ est intégrable sur [1; +oo[. Par conséquent, ¢ est intégrable sur R . Par le

théoréme de continuité par domination, on en déduit que la fonction F' est définie et continue sur R+.

2. La fonction 1, est continue sur RY , équivalente a t —— au voisinage de 0, donc intégrable sur ]0;1].

1
t1/2
De plus, comme a > 0, par croissances comparées,

wa(t) _ t3/26_at — 50 d’on wa( ) t—>+00 (1)

1/t2 t—+o00 2

ce qui entraine par comparaison que 1, est intégrable sur [1;4-o00[. Ainsi, 1), est intégrable sur R* .



3. On a déja démontré les deux premieres hypotheses du théoreme de dérivation par domination. Comme f
1 e : N N . of . .
est de classe C, elle admet une dérivée partielle par rapport a sa premiere variable, ——, qui est continue

ox
sur U. De plus, pour tout (z,t) € U,

0 —t

U )= e

oz (1+t)Vt
Si on essaie de majorer la valeur absolue de cette expression indépendamment de z, on obtient une majoration
par une fonction qui n’est pas intégrable au voisinage de 4+o00. On va donc plutét chercher a utiliser le
corollaire du théoreme de domination et restreindre le domaine du . Soit [a;b] un segment inclus dans R,
(a,b € R avec a < b). Pour tout (x,t) € [a;b] x R,

t

——e
(1+t)Vt

efat

—— =1,(t) puisque t <14t xt>at

= 7

et par décroissance de la fonction u —— e™*. Or, par la question précédente, la fonction 1, est continue et

—xt

e

intégrable sur R* . Par le corollaire du théoréme de dérivation par domination, on en déduit que la fonction

F est de classe C! sur ]0; +oo[ et pour tout z > 0,

too 9
F'(z) = /0 Fﬁ(m,t)dt

= —/+OO 4e_’”tdt
o (1+t)Vi
+oo 1 o

= _/ Llefmtdt
o (1+t)Vi

“+oo efwt “+o0 efwt
- dt + / ST
0 Vit 0 (1+ t)\/f

+oo —u
1
= F(x)-— e—\/aff du  par le changement de variable u = xt
o Vuo oz
1
= F(x)— —.
@ -7
1
4. Par le changement de variable u = v/¢, du = ——= dt ce qui entraine

2Vt

F(0) /+OO 1 dt /+00 2 du = [2arctan(u)] >
— — — = Tr.
o (1+t)t o l4u? 0

Comme pour tout = > 0,
w=e(r-1[ =
F(x) =¢" )\71/ dt)
o Vit

par continuité de F' en 0, on obtient

. o et
W:F(O):alcli%F(z)zzlir&e <)\I/O \/idt)/\

—t t

car t —s S dt est intégrable sur |0; 1], donc / € _at—so.
0

\/% \/% z—0

5. Soit z > 0, alors pour tout t € RY, 11 < 1, d’ou par le calcul ci-dessus

+oo _—xt
e I
dt = —

oVt Y

Le théoreme des gendarmes démontre alors que F'(z) —+> 0.
T—r+00

0< F(z) <



6. Par I’égalité donnée dans I’énoncé, il vient

e—t

F:Ee_"”——w—l/ —dt
() 0 \/E
—t

e
d’oli en passant a la limite lorsque x — +o00 (possible car t — —= est intégrable sur R*)

Vit

+ooeft
O=7r—[/ —dt=n-1*> doul= /7.
0o Vit

Correction de 1’exercice 4
1. On peut décomposer f sous la forme f = g x expoh ot g : (7,y) E R? — 22 +y? et h: (v,y) € R? — —x
sont deux fonctions polynomiales donc de classe C*™ sur R2, & valeurs dans R. Comme exp est de classe C*

sur R, on en déduit que f est de classe C* et en particulier de classe C* sur R2. Soit (z,7) € R?, alors

. Fe =0
(z,y) est un point critique de f < g?
Y
2z — 22 —y*)e =0
A { 20e”* =0
z(2—12) =
— { an
— (z,9) €{(0,0),(2,0)}.

Comme la fonction f est de classe C? sur I'ouvert R?, on peut étudier la nature de ces points critiques &

l'aide de la matrice hessienne de f en ces points. Pour tout (z,y) € R?,

02 f 82 f

I (x ) _ @(‘Tﬂg) axay(xay) B (2 — 4+ 332 4 y2)e—m _2ye—m
F\Y) = an ( ) &( ) - 72y67z 2e~ % .
ogor DY) @Y

Ainsi,

100 =5 3)

est diagonale, possede une unique valeur propre 2 qui est strictement positive, donc f admet un minimum

local strict en (0,0). De plus,

—2¢e72 0
Hf(270) = ( 0 262)

possede deux valeurs propres —2e~2 et 2e~2 dont I'une est strictement positive, et 'autre strictement

négative. Ainsi, f n’admet pas d’extremum local en (2,0), il s’agit d’un point col.

2. (a) On remarque que {(z,y) € R? | 2% +y? < 9} = {(2,y) € R? | ||(z,y)]|2 < 3} est la boule fermée de
centre (0,0) et de rayon 3 pour la norme euclidienne. Ainsi, D est l'intersection entre le demi plan a

droite de 'axe des ordonnées et cette boule.

(b) Comme D = B ,((0,0),3) NRT x R, D est un fermé de R? comme intersection de deux fermés de R?
(en effet, le cours entraine quune boule fermée est un fermé, et RT x R est un fermé de R? en tant
que produit cartésien de deux fermés de R). De plus, D C Bj ,((0,0),3) donc D est borné. Comme
R? est un espace vectoriel de dimension finie, on en déduit que D est un compact de R?. La fonction f
est continue sur le compact non vide D, a valeurs dans R, donc par le théoreme des bornes atteintes,

elle admet un minimum et un maximum global sur D.



(c) On avu que f admettait un minimum local en (0,0). De plus, f(0,0) = 0 et pour tout (z,y) € R? avec

(z,y) # (0,0)
flz,y) = (* +yHe ™ > 0= £(0,0).

Ainsi, f admet un minimum global sur R? en (0,0) € D, donc le minimum global de f sur D vaut 0
et il est atteint uniquement en (0,0). Le maximum global de f sur D est atteint, soit en un point de
Iintérieur de D, qui est un ouvert, auquel cas il s’agit nécessairement d’un point critique de f, soit en
un point de la frontiere de D, notée F. Comme les deux seuls points critiques de f sont (0,0), qui n’est
pas un point de maximum de f|, car f(0,1) =1 > f(0,0) et (0,1) € D, et (2,0) en lequel f n’admet
pas d’extremum local, le maximum global de f|,, est atteint en un point de F. On peut décomposer F

comme suit :
F=FiUFouF ={0,y)|yec[-3;3]} et Fo = {(v,y) € R? | 2? +¢* = 3}.
La restriction de f a F; s’identifie avec la fonction d’une variable réelle
Fi:ye[-3;3]—y°

qui atteint sa valeur maximale égale & 9 en 3 et —3. La restriction de f a F» s’identifie avec la fonction

d’une variable réelle
Fy:2xe€[0;3] — 3e™®

qui est décroissante, donc atteint sa valeur maximale en 0, et celle-ci vaut 3¢ = 3 < 9. Ainsi, le

maximum global de f|,, est égal & 9 et celui-ci est atteint aux deux points (0, —3) et (0, 3).

3. On peut utiliser ce que I'on a fait ci-dessus : sur I'ouvert R?, si f admet un maximum global, c’est néces-
sairement en 1'un de ses deux points critiques, donc en (0, 0) puisque (2,0) est un point col, et celui-ci n’est
pas un maximum global de f puisque f(0,1) > f(0,0) par exemple. On peut aussi remarquer que pour tout
yER,

f0,y) =y> — 400

y—r—+o00

donc il est impossible que f admette un maximum global sur R2.



