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Exercice 1
Dans cet exercice, on note C I'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] vers R.
Pour u et v dans C, on pose:

1
(] v) = / Wt/ 2 dt.
—1
1) Montrer que (|) est un produit scalaire (défini positif) sur C.
2) a) Montrer que pour tout m > 0 et tout ¢ réel:
sin[(m + 2)¢] = 2 cos psin[(m + 1)p] — sin(mep).
b) Expliciter un polynéme constant Uy et un polynéme U; de degré 1 tels que pour tout ¢ € R\ 7Z:

. (2
s?n 14 et Ui(cosg) = SH?( #) .
sin ¢ sin ¢

Un(cos ) =

¢) Montrer, en effectuant une récurrence forte sur n > 0 que pour tout n > 0, il existe un polynéme U,

de degré n tel que, pour tout ¢ € R\ 7Z:
i 1
Ur(eong) = L0+ DA
sin

3) a) Montrer que pour i # j, U; et U; sont orthogonaux pour le produit scalaire ().
Indication : dans I'intégrale a calculer, on effectuera le changement de variables ¢ = Arccost.

b) Par le méme changement de variable, calculer |U,||.

Exercice 2
Pour tout x réel positif ou nul et tout n > 1, on pose:

Un(z) = zln (1+%) —1n(1+%).

1) a) Montrer que la suite de fonctions (u,) converge simplement vers 0 sur R™.
b) Cette convergence est-elle uniforme ?

2) Montrer que la série de fonctions Y u,, converge simplement sur Rt vers une fonction qu’on notera U
dans la question suivante.

3) a) Montrer que la série de fonctions > u!” converge normalement sur R¥.
b) Montrer que U est de classe C2.
4) a) Montrer que pour tout y € [0,1]:

y(In2) <In(l+y) <.

b) En déduire que pour tout n > 1:

1 1 1
——§1n<1+—)——§0.
2n n n

(Il pourra étre utile de savoir que 0,69 <1n2 <0, 70).



¢) Soit n > 1. Etudier les variations de u/, sur R* et en déduire la valeur de :

[ [l oo, R

d) Montrer que la série Su], ne converge pas normalement sur R*.

e) Soit n > 1. Par comparaison séries-intégrales, montrer que :

1 1
it e > 1n2.
n+n+1+ +2n71_n
2n—1
f) Soit n > 1. Montrer que la fonction Z u), admet en +oo0 une limite /,, qui vérifie I'inégalité :
k=n
I, > (In2)2.

g) En déduire que la série Y u!, ne converge pas uniformément sur R*.

Exercice 3
Dans tout I'exercice, on se place dans F, espace euclidien de dimension finie n.
On dira qu'une famille (vg,v1,...,v,) de vecteurs de E est obtusangle lorsque pour tous i # j dans

{0,...,p}:
<’Ui|’l)j> < 0.

1) Dessiner une famille obtusangle formée de trois vecteurs d’un méme plan.

2) Soit (vo,v1,...,vp) une famille obtusangle de vecteurs de E. Montrer que pour tous réels ag, a1, ..., op:
P P
1Y " lewlul? < 1) oI
i=0 i=0
3) L’objectif de la question est de montrer que pour tous vecteurs vg,v1 ...,v, de E:
(vo,v1,...,Vp) est obtusangle = (v1,...,vp) est libre.

(N.B. : votre attention est attirée sur le fait que la famille & gauche commence par vy celle & droite par v;.
Ce n’est pas une faute de frappe!).

Pour montrer cet énoncé, on prend Ay,..., A, des réels tels que \jvy + --- 4+ Apv, = 0.
Onnote A={i | \; >0}, B={j | )\jg()}etu:z}\ivi.
€A

a) Montrer que u = — Z Ajvj.

jEB
b) En écrivant que :
lull® = = Xivi | ) Ay,
i€A j€B

montrer que u = 0.

¢) En calculant (vg | u), montrer que A\; = ... = X, = 0 et conclure.
4) Soit (vg,v1,...,v,) une famille obtusangle formée de n + 1 vecteurs de F (on rappelle que n désigne la
dimension de l'espace E).

a) En utilisant le 3), montrer que (vq,...,v,) est une base de E.

b) On note p1, ..., iy les coordonnées de vy dans la base (v1,...,v,).

En appliquant le 2) & ag = —1, @1 = p1, ..., Qn = lin, Mmontrer que pour tout ¢ entre 1 et n le réel u;

est négatif ou nul.



