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z+1
Exercice 1. 1. Calculer les primitives de la fonction rationnelle x +— ﬁ Préciser les intervalles sur
% — 22

lesquels elles sont définies.
Nous sommes confrontés a une fraction rationnelle dont le degré du numérateur est strictement inférieur au
degré du numérateur ; reste a factoriser le dénominateur, ce qui dans ce cas précis revient a décider s’il est

irréductible. Pour cela, on peut écrire 22 — 2x +5 = (z — 1)? +4, et constater qu’on a affaire & un polynome

1
de degré 2 sans racine, autrement dit un irréductible de Ro[X]. La fonction f: z #4_5 est donc
x? — 2z

définie sur R ; elle y est continue et admet donc des primitives définies sur R.
z—1 2

Pour lintégrer, on écrit f(z) = CESIEEY + @12 +4; une primitive du premier terme est z +—>

1 2 1 1

—1In((x —1)2 +4), Pour le second, on écrit 5 =5 5 et 'on obtient qu’une primitive
2

rz—1
est arctan — )

1
On en déduit que les primitives de f sont de la forme z — 3 In((z—1)?+4)+ arctan(m

)+C,ouC €R.

2. A laide du changement de variable x = tant, calculer l'intégrale suivante :

™ (1 tant) (1 + (tant)?)
-

dt.
(tant)? — 2tant + 5

La fonction ¢ — tan(t) réalise une bijection de classe C* de [0, Z] sur [0,1]; on peut donc appliquer le

théoreme de changement de variables pour obtenir (en utilisant tan’ = 1 + tan?)

1
142

I= ——dz .

/0 22— 2z +5 "

Le résultat obtenu a la question précédente nous donne donc

1

I= %ln((w —1)? 4 4) + arctan (x;l)] ) = %(1n(4) —In(5)) + arctan(%) .

Exercice 2. 1. On considére By = {(z,y,2,t) ER*: 2 +y—2—t=0 et v — z — 2t = 0}.

(a) Montrer que Ey est un sous-espace vectoriel de R* et que, pour tout u € R*, on a
u€ By < Iz, t) €ER? u= (v, ~t,x—2t,1t) .
1l est immédiat que 0 € Fy. Si u = (x,y, 2,t) € Ey et A € R alors Au = (Ax, Ay, Az, At) et on a
A+ Ay—dz—XM=ANaz+y—z—t)=0et Xz —Az—2Xt =Xz —2—2t)=0.

Donc Au € Ey. De méme, si u = (x1,y1, 21, t1) et v = (2, Y2, 22, t2) appartiennent a F1, alors u 4 v est

le vecteur de coordonnées (x1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22,t1 + t2) et on a bien

T+ xo4+y1+y2—21 —22—t1 —tao=04+0=0et x1 + 220 —21 —20—2t; — 20 =0+0=0.



Par conséquent, u 4+ v € F; et on a fini de vérifier que E; est un sous-espace vectoriel de R*.

Soit maintenant u = (x,y, z,t) € E;. Clest équivalent & dire que z +y = z +t et 2 = x — 2t, soit
encore a z = x — 2t et y = z 4+t —x = —t, donc les éléments de F; s’écrivent tous sous la forme
u = (x,—t,x — 2t,t), pour (x,t) € R?; réciproquement on vérifie quun vecteur s’écrivant sous cette

forme appartient a Fj.

(b) Donner une base et la dimension de Ej.
Le résultat de la question précédente revient a dire que les éléments de E; sont les eléments de R* qui
s’écrivent sous la forme x(1,0,1,0) + (0, —1,—2,1), pour (x,t) € R?; autrement dit E; est le sous-
espace vectoriel de R* engendré par (1,0,1,0) et (0, —1,—2,1). Ces deux vecteurs sont non colinéaires
et forment donc une famille libre ; ainsi, ils forment a la fois une famille libre et une famille génératrice

de F4, autrement dit une base de F;. Par conséquent, E; est de dimension 2.

2. Soit a € R. On définit quatre vecteurs de R* : vy = (1,1,1,1), vo = (1,-1,1,0), v3 = (0,2,0,a), v4 =
(2,0,2,1). On note Ey = Vect(vy, vz, v3,v4).

(a) Montrer que la famille (v1,v2,vs,vs) nest pas libre.
On pourrait essayer de résoudre le systeme Ajv; + Asvs + Azvs + Aqv4 = 0, mais ici on peut aussi
directement remarquer que vgy = v; + v2. Donc la famille (vq,vq,v4) n’est pas libre et, a fortiori, la

famille (v1,v9,v3,v4) n'est pas libre.

(b) Montrer que 2 < dimFy < 3.
Comme v4 € Vect(vy,v2), on a en fait Ey = Vect(vy,va,v3), ce qui montre que Es est de dimension au
plus 3 (il a une famille génératrice & 3 éléments, et la dimension est le plus petit cardinal d’une famille
génératrice). De plus, Eo contient vy et vg, qui forment une famille libre (ils ne sont pas colinéaires).

Donc FEs est de dimension au moins 2 (la dimension est le plus grand cardinal d’une famille libre).

(c) Donner, selon la valeur du paramétre a, la dimension et une base de Es. Si vs € Vect(vy,vs), Ea est
de dimension 2; sinon il est de dimension 3. On doit donc déterminer quand v3 est une combinaison

linéaire de v1 et vy, autrement dit quand le systeme

0 =X+p
2 =A—p
0 =X+p
a =\
a une solution. Les trois premieres lignes sont équivalentes a A = 1, u = —1; par conséquent le systeme

a une solution si, et seulement si, a = 1. On voit donc que Fs est de dimension 2 si a = 1, et de
dimension 3 sinon. Dans le premier cas, (v1,v2) est une base de F5 (famille libre & 2 éléments dans un
espace de dimension 2); dans le second cas, (v, vs,v3) est une base de Es (famille de trois vecteurs

génératrice d’un espace de dimension 3).
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Exercice 3. On définit la suite (up)nen par : pour tout n € N, u, = / [
0

1. Calculer ug.
1t
e e—1
(0] = —dt = .
na ug /0 5 7

2. Montrer que (up)nen est croissante.

t t
Soit n € N. Pour tout ¢ € [0,1] on a t"*! <", ce dont on déduit que

e e
> . Par positivité et
1+l = 14 n P



1 t 1 t
e e
linéarité de l'intégrale, on obtient donc que —dt > dt, autrement dit u > uy,. Ceci
& d /o 1+ tn+1 —/0 1+t me=

étant vrai pour tout n, on vient de montrer que (un) est croissante.

3. Montrer que pour tout n € N, u,, < e — 1.

et

Soit ¢ € [0,1] et n € N. Puisque t" > 0, on obtient <
14 tn

el. En intégrant cette inégalité, on en déduit

que pour tout n € Non a u, <e— 1.

4. En déduire que la suite (un)nen converge vers une limite finie, notée £.
La suite (u,)nen est croissante et majorée, donc convergente.
5. On définit la suite (vp)nen par : pour tout n € N, v, = e — 1 — u,.
m
14tn

1
(a) Montrer que pour tout n € N, v, = / e dt.
0

1
Soit n € N. Onae—lz/ etdt et donc
0

1 1 et 1 et 1 g
Un:/etdt—/ dt:/ et — dt:/et dt .
0 o 1+1t" 0 1+4+tn 0 1+tn

(b) Montrer que pour tout n € N, 0 < v, < 1
n
Soit n € N. L’intégrale d’une fonction positive sur un segment est positive ; par conséquent, la formule

obtenue a la question précédente nous permet de conclure que v, > 0.

tTL n
Soit ¢ € [0,1]. Comme " > 0, on a el— —dt<e = et”. En intégrant cette inégalité, on obtient
) 14tn 1+0
e
d < t"dt = .
oncquevn_/oe Y

6. En déduire la valeur de .
Le résultat de la question précédente, allié au théoréme des gendarmes, nous montre que (v,) tend vers 0.

Comme la limite de (v,,) vaut e — 1 — ¢, on en déduit £ = e — 1.

Exercice 4. On rappelle que Ro[X] désigne Uespace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré < 2, et

on consideére les trois éléments suivants de Ro[X] :
Lo(X) = (X — 1)(X = 2) 5 Ly(X) = X(X = 2) 5 Ly(X) = X(X —1) .

1. Montrer que, pour tout i,j € {0,1,2} on a L;(j) =0 si i # j, et L;(i) € Z \ {0}.
Soit ¢ € {0,1,2}. L; est un polynoéme & coefficients entiers, et sa définition sous forme factorisée nous donne
que ses racines sont les éléments de {0,1,2} \ {i}. Par conséquent, L;(j) = 0 pour j € {0,1,2} \ {i} et
L;(z) € Z\ {0}.

2. Montrer que la famille (Lo, L1, La) est une famille libre de Ro[X].
Soit (Mg, A1, A2) € R3 tels que AgLo + A1 L1 + AaLo = 0. En particulier, AgLo(0) + A1 L1(0) + Ao L2(0) = 0,
et le résultat de la question précédente nous donne donc que A\gLo(0) = 0, ainsi A\g = 0 puisque Lg(0) # 0.
De méme, en évaluant en 1 et en 2, on obtient A\; = 0 et Ay = 0. Par conséquent, la famille (Lg, L1, L) est

libre.

3. Montrer que tout polynéme Q € Ro[X] peut s’écrire de maniére unique sous la forme
Q=aolo+ a1l +azls

ot les a; sont des réels. Montrer que, pour i € {0,1,2}, o, L; (i) = Q(i).

La famille (Lg, L1, L2) est une famille libre & trois éléments de Ry[X], qui est un espace vectoriel de dimension



3. Par conséquent, (Lo, L1, L) est une base de Ry[X], ce qui revient & dire que tout polynéme @ € Ry[X]

eut s’écrire de maniere unique sous la forme
1%
Q= opLo+ 1Ly +asls

ou les oy sont des réels. Pour ¢ € {0,1,2} on a Q(i) = agLo(i) + a1 L1 (i) + aaL2(i), et L;(i) = 0 sauf pour
j =1, donc Qi) = a; L;(3).

. (Bonus) Soit un polynome P € Ry[X] tel que P(i) € Q pour tout i € {0,1,2}. En utilisant ce qui précéde,
montrer que P € Q[X]. '

Ecrivons P = agLg + a1l + asLy; d’apres le résultat précédent, on a a; = ];8)), et L(i) est un entier
relatif non nul. De plus, P(i) € Q par hypothese. Donc «o; € Q. Comme P = agLo + a1 L1 + Lo, et les L;

sont & coefficients entiers, on en déduit comme attendu que P est a coefficients rationnels.



