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Exercice 1. Déterminer la nature (convergence ou divergence) des intégrales suivantes :
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est bien définie et continue sur [0, 400 et donc A est généralisée en +o00. Soit
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et comme lim (e —-1) = ez — 1, on conclut que A est convergente et vaut ez — 1.
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Par ailleurs f est positive. On cherche un équivalent de f en 0. On a
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La fonction z — f(z) = est bien définie et continue sur ]0, 5] et donc B est généralisée en 0.

1

et donc
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Or / T dx est une intégrale de Riemann convergente. Donc, par le critere des équivalents, B est
0 xr

convergente.

Exercice 2. Soit f: R3 — R3 Uapplication linéaire définie par

Donner une base de Ker(f). Indiquer la dimension de Im(f).

On a (z,y, z) € Ker(f) si et seulement si
z+ y+ z=0,
rz+3y+22=0,
2z 4+ 0y + z=0.

En utilisant ’algorithme de Gauss, on voit que ce systéme est équivalent au systéme suivant :
r—y = 07
2y +2=0.

Donc, Ker(f) = {(z,y,2) € R :z = yet 2 = 2y} = {(y,y,—2y) : y € R} = Vect((1,1,—2)). Ainsi,
{(1,1,—2)} est une base de Ker(f), puisque c¢’est un ensemble génerateur avec un seul vecteur, non nul.

Le théoréme du rang nous dit que dim Im(f) + dim Ker(f) = dim(R3). On en déduit que dim Im(f) =
3—1=2.



Exercice 3. On consideére les deux suites (up)nen+ €t (Un)nen+ définies, pour tout n > 1, par
n n
Uy = / e 1+t dt, Uy, = / e (1 +1t)dt.
1 1

1. Montrer que (un)neN* est croissante.

Pour tout n > 1, on a

n+1

n+1 n
un+1—un:/ e_t\/l—i—tdt—/ e_t\/1+tdt:/ e t1+tdt>0
1 1 n

car e '\/1 +t est positive et donc son intégrale est positive. D’ott (uy)nen+ est croissante.

2. Montrer que pour tout n > 1, u, < vy,.

Pour tout ¢ € [0, +o00[, on a 2t > ¢, t2 > 0 et
(I+t)2=1+24+1>>1+t

D’olt pour tout ¢ € [0, 400, (1 +¢) > /1+t. Comme e™* > 0,onae(l1+t)>e'/1+t En
intégrant sur l'intervalle [1,n], on obtient

n n
/ e '(1+1)dt > / e 'V1+tdt
1 1
ce qui donne v, > uy,.

3. Calculer v, en fonction de n.

En appliquant une intégration par parties (u(t) = —e™%, v(t) =1 +t; u et v sont de classe C*)
n n n n
/ e l(1+1t)dt = [— e (1 —|—t)]1 + / e tdt = [— e f(1+1t) - e_tL =3¢ ! —e (24 n)
1 1

et donc
vp =3¢t —e (24 n).

4. En déduire que (un)nen+ est majorée.

D’apres la question 1, u,, < v, et donc, en utilisant la question précédente, pour tout n > 1
U, < 3¢ —e (24 n).

Or —e™™(2+n) <0 et donc 3e~t —e™(2+n) < 3e~L. On conclut donc u, < 3e~!. Donc (up)nen
est majorée.

5. Montrer que (un)nen+ est convergente.

La suite (up)nen+ étant croissante et majorée, elle est convergente.

Exercice 4. On considére I’espace vectoriel R3, et les sous-espaces vectoriels S = Vect((2,1,0), (3,0, —1)),
T:{(CC,y,Z) $+y:0}, U= {(1’,y,2) : 2$+y+2’:0}



1. Donner des bases de S, T et U, puis indiquer leurs dimensions.

La matrice associée aux vecteurs (2,1,0),(3,0,—1) est échelonnée, donc ils forment une famille
libre. Puisqu’ils engendrent .5, ils en font une base. En particulier, dim § = 2.

OH al = {(l‘,y,Z) € RS LT = _y} = {(—y,y,z) LY,z € R} = {y(—l,l,(]) + Z(O’Oal) :
y,z € R} = Vect((—1,1,0),(0,0,1)). Les vecteurs (—1,1,0),(0,0,1) forment une matrice éche-
lonné. Donc, {(—1,1,0),(0,0,1)} est une base de T, et sa dimension est 2.

Par la méme méthode, U = {(x,y, —2x — y) : z,y € R} = {2(1,0,-2) + y(0,1,—-1) : z,y € R} =
Vect((1,0,—-2),(0,1,—1)). Les vecteurs (1,0, —2), (0,1, —1) forment une famille libre et génératrice
du sous-espace U, donc ils en font une base. On a dimU = 2.

2. Déterminer S NT et sa dimension.

Siv e SNT, alors, d’une part, il existe a,b € R tels que
v=a(2,1,0) + b(3,0,—1) = (2a + 3b, a, —b).
D’autre part, par I’équation définissant T, on a
(2a+3b) +a=0,

ce qui donne a = —b. Donc, v doit étre de la forme (—a,a,a). Réciproquement, par les mémes
calculs, on voit que tout vecteur de cette forme appartient a SN7T. On en déduit que SNT est le
sous-espace engendré par (—1,1,1). En particulier, sa dimension est 1.

3. En déduire, sans calcul, le sous-espace S+ T.

Par la formule de Grassmann, dim S + dim7 = dim(S + 7T) + dim(S N T), d’ou dim(S + T') = 3.
C’est-a-dire, S + T est un sous-espace de R? de dimension 3, et donc S + T = R3.

4. Montrer que S N'T est contenu dans U.
Comme le sous-espace SNT est engendrée par (—1,1,1), il suffit de montrer que (—1, 1, 1) appar-
tient & U. Or, si (z,y,2) = (—1,1,1), on a bien 2x +y 4+ 2z = =2+ 1+ 1 = 0, ce qui montre que
(-1,1,1) eU.

5. Déterminer un sous-espace V tel que (SNT) @&V = R3.
On complete la famille {(—1,1,1)} en une base de R3. Si on pose v = (—1,1,1), v = (0,1,0),
w = (0,0,1), on voit bien que la matrice associée & ces trois vecteurs est échelonnée, et donc que

{u,v,w} est une base de R3. On pose V = Vect(v,w). Alors, la réunion de la base {u} de SNT
et la base {v,w} de V forme une base de R3. Cela dit que (SNT) ®V = R3.
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Exercice 5. Soit f :]0,+oo[— R la fonction définie par f(x) = V't cos(xt)dt.
0

1 27x
1. Montrer que pour tout x €]0,+o0[, f(z) = 33\/5/0 Vu cos(u)du.
Soit = €]0, +oo. La fonction t + u(t) = xt est de classe C! sur [0,27]. On a du = xdt et

27 B 27 @COS y u’(t)
; \/Ecos(xt)dt—/o \/ . (u(t)) . dt.
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Comme la fonction ¢ — 4/ @% est continue sur [0, 4+o0[ et comme u([0,27]) = [0, 27z] C
[0, +00], on peut appliquer la changement de variable u = u(t) et on obtient donc

1 u ! _L o U Cos(u )au
1@) = = [ Vaeos(un o at = — [ Viicos(uya.

. Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

Soit x €]0, +o00[. La fonction u + /ucos(u) étant continue sur [0, 4oc[, elle admet une primitive
F sur cet intervalle. D’apres le théoreme fondamental de ’analyse, on a

f(x) (F(2mz) — F(0)).

1
N
Donc f est le produit de fonctions dérivables et donc elle est dérivable.

Comme F est la primitive de /ucos(u) on a F'(u) = \/ucos(u) et donc

Fla) = (— )’(F(Qm:)—F(O))+i27r\/%cos(27m)

NG Jz
-3
2x2\/x

= %jf(x) + %27r\/% cos(2mx)

(F(2rz) — F(0)) + ém/%cos(zm)

— %(477\/% cos(2mx) — 3f(x)).



