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L’étudiant attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction. Il
veillera a justifier soigneusement toutes ses réponses.

Les exercices sont réputés indépendants et peuvent donc étre traités dans n’importe quel ordre. A Uintérieur d’un
exercice, lorsqu’un étudiant ne peut répondre a une question, il lui est vivement recommandé de poursuivre en

admettant le résultat qu’il lui était demandé de démontrer.
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Exercice 1. 1. Calculer les primitives de la fonction rationnelle z — By —; 5 Préciser les intervalles sur
T2 — 21

lesquels elles sont définies.

2. A T'aide du changement de variable x = tant, calculer 'intégrale suivante :

I /”/4 (1+tant)(1 + (tant)?)
) (tant)? — 2tant + 5

Exercice 2. 1. On considere By = {(z,y,2z,t) ER*: o +y—2—t=0et x — 2z — 2t = 0}.

a) Montrer que F; est un sous-espace vectoriel de R?* et que, pour tout u € R*, on a
q 1Y que, p )
u€ By < 3z, t) ER? w=(x,—t,x —2,1t) .

(b) Donner une base et la dimension de Fj.

2. Soit a € R. On définit quatre vecteurs de R* : v; = (1,1,1,1), v = (1,-1,1,0), v3 = (0,2,0,a), vy =
(2,0,2,1). On note Ey = Vect(vy, va, vs,v4).

(a) Montrer que la famille (vy,vg, v3,v4) n’est pas libre.
(b) Montrer que 2 < dim Fy < 3.
(c¢) Donner, selon la valeur du parametre a, la dimension et une base de Fs.

et

—dt.
1+tm

Exercice 3. On définit la suite (u,)nen par : pour tout n € N, u,, = /1
1. Calculer ug. ’
2. Montrer que la suite (uy)nen est croissante.
3. Montrer que pour tout n € N, u,, <e—1.

4. En déduire que la suite (u,)nen converge vers une limite finie, notée .

5. On définit la suite (v, )nen par : pour tout n € N, v, = e — 1 — uy,.
tTL
14t

1
(a) Montrer que pour tout n € N, v,, = / e dt.
0

(b) Montrer que pour tout n € N, 0 < v,, < %.
n

6. En déduire la valeur de £.



Exercice 4. On rappelle que Ro[X] désigne 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré < 2, et

on considere les trois éléments suivants de Ro[X] :
Lo(X) = (X = 1)(X —2) 5 Ly(X) = X(X —2) ; Ly(X) = X(X —1).

1. Montrer que, pour tout é,j € {0,1,2} on a L;(j) =0sii # j, et L;(i) € Z \ {0}.
2. Montrer que la famille (Lg, L1, L) est une famille libre de Ro[X].

3. Montrer que tout polynoéme @Q € Ry[X] peut s’écrire de maniere unique sous la forme
Q=aolo+a1Lly +aslsy,

ol les ay; sont des réels. Montrer que, pour ¢ € {0, 1,2}, «; L; (i) = Q(7).

4. (Bonus) Soit un polynéme P € Ry[X] tel que P(i) € Q pour tout ¢ € {0,1,2}. En utilisant ce qui précede,
montrer que P € Q[X].



